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Einleitung. 


Aufgabe,  den  Anlheil  zu  bestimmen,  welchen  die  oinzehu'n 
Muskeln  an  der  Ilervorbriiigung  beslimmlir,  im  Leben  liiiiili^  vor- 
kommender Bewegungen  des  g(>s,iiiiiiitcn  nicnsiclilichcn  Ivorpcis,  wie 
z.  B.  beim  Geben,  Laufen,  Schwimmen,  Turnen  u.  s.  w.  haben,  ist 
in  holiem  Grade  geeignet,  d;is  Interesse  dor  Anatomen  und  IMiysio- 
lügen  in  Anspruch  zu  nehmtMi.  Denn  die  gemeinsame  Thütiijkeil  der 
Muskeln  ist  bei  allen  diesen  Bewegungen,  sobald  der  Minsih  in 
ihnen  eine  gewisse  Sicherheit  erlangt  hat,  eine  sehr  geurdnele  und 
gleichmassige.  Obgleich  beispielsweise  die  Kinder  zunlirlisi  nur  die 
allcrungeschicklcslen  Bcwcgimgen  machen,  welche  bei  verschiedenen 
Kindern  ganz  verschieilcn  ausfallen,  so  lenuui  sie  doch  alle  schliess- 
lich in  gleicher  Weise  gehen.  Die  Folge  und  Art  der  Bewegungen 
beim  Gang  ist  bei  allen  Menschen  dieselbe  und  wird  höchstens  durch 
die  etwas  verschiedenen  Dimensionen  der  Knochen,  die  verschiedene 
Gestaltung  der  Knochenenden  und  die  verschiedene  Massenvertheilung 
im  Körper  in  geringem  Grade  modificirt.  Es  fäUl  daher  jedem  Muskel 
bei  der  Fortbewegung  des  Menschen  eine  ganz  beslimmlc  Rolle  zu. 

Wenn  es  gelingen  sollte,  diese  Rolle,  welche  jedem  einzelnen 
Muskel  bei  den  Bewegungen  des  Gehens,  Laufens  u.  8.  W.  zugetheill 
ist.  aufzudecken,  d.  h.  also  die  Krüftc  zu  bestimmen,  mit  welchen, 
und  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Muskeln  dabei  (haiig 
sind,  so  wäre  diese  Kennlniss  fUr  die  Anatomie  und  Physiologie, 
insbesondere  für  die  Physiologie  der  Rttckonmarksnerven  von  der 
allergrOssten  Bedeutung. 

Leider  sind  wir  von  einer  LOsung  dieser  Fragen  noch  weit 
enlfeml. 


Digitized  by  Google 


6 


Otto  Fischer, 


Der  Grand  hierfür  ist  wohl  theils  in  den  nicht  onbedeulenden 
Schwierigkeiten  zu  suchen,  welche  infolge  der  Natur  der  Aufgabe 
einer  vollständigen  Lösung  entgegenstehen,  Iheits  in  dem  Umstände, 
dass  dus  Problem  AnforderuDgca  an  die  verschiedensten  Wissens- 
gebiete stellt. 

Dor  boschroibondon  Anatomie  liegt  es  vor  allen  Dingen 
oi),  (liiK'h  i:,t  nauc  ."Messungen  am  Cadaver  tlic  Dimensionen,  sowie  die 
Masse  und  Massenvertheiiuni;  der  einxelneu  Kör|)erabsclinitte  festzu- 
stellen, die  durch  die  (Jclonlvverbindungen  gesetzten  Bedingungen  fUr 
die  Hewegung  und  die  durch  die  Ansalzsiellen  und  die  Dimensionen 
iler  .Muskeln  gegebenen  Bedingungen  iiir  die  Wirksamkeit  der  Muskel- 
kräfte aufzusuchen. 

Die  allgemeine  Physiologie  hat  L-ntorsuehungen  über  die 
allgemeine  Natur  und  Wirkungsweise  der  bewegenden  Kralle  im  Innern 
des  Organismus  anzustellen. 

Endlich  muss  auch  die  Physik,  insbesondere  die  Mechanik, 
ihren  Beitrag  zusteuern.  Wenn  ein  Massensystem,  wie  es  der  mensch- 
liche Körper  darsloUt,  in  Bewegung  l>egriffen  ist,  so  besitzt  es  infolge 
der  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  einzelneu  Theile  des  Syslemii 
fortschreiten,  eine  bestimmte  lebendige  Kraft.  Dieselbe  bleibt  er- 
halten, so  lange  keine  Krttfte  auf  das  System  einwirken.  Aendert 
sie  ihren  Werth,  so  muss  diese  Aenderung  des  Bew^^ingszustandes 
der  Thatigkeit  von  Krttflen  sugeschrieben  werden,  und  zwar  besteben 
zwischen  den  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft  einerseits  und  den 
Arbelten  der  äusseren  und  inneren  Krttfte  andererseits  ganz  bestimmte 
Beziehungen.  Es  ist  Sache  der  Mechanik,  diese  Beziehungen  au&u* 
suchen  und  fUr  diesdben  den  analytischen  Ausdruck  zu  formuliren, 
welcher  den  Ausgangspunkt  fUr  die  rechnerische  Behandlung  der  im 
mechanischen.  Sinne  sehr  verwickelten  Aufgabe  der  Untersuchung 
der  Bewegungen  des  menschlichen  Korpras  bilden  muss. 

Wenn  in  diesem  Sinne  Anatomie,  Physiologie  und  Physik  sich 
verbinden,  um  dem  Ziele  gemeinsam  zuzustreben,  darf  man  hoffen, 
der  Losung  des  Problems  naher  zu  kommen,  wenn  sich  auch  vor- 
läufig noch  nicht  obersehen  lAsst,  ob  dasselbe  überhaupt  jemals  end- 
gültig zu  lösen  ist 

Sehr  viel  ist  bisher  in  dieser  Richtung  auf  phyäologisdiem  Ge- 
biete gethan  worden.  Da  man  alle  hiwfaer  gehörenden  Arbeiten  in 
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den  grosseren  Haadbachem  der  Physiologie  aogembrt  findet,  so  kann 
auf  Litemtnrangabe  verzichtet  werden. 

Was  die  anatomischen  Bausteine  für  das  Problem  anlangi,  so  sind 
dieselben  xablreich  vorhanden,  so  weit  sie  sich  auf  Gelenke  und  Ge- 
lenkbewegungen  beaeheo.  Am  meisten  haben  in  dieser  Hinsicht  wohl 
die  beiden  Anatomen  Henib')  und  H.  v.  Hktbs^  beigetragen.  Ausser 
diesen  haben  sich,  so  viel  mir  bekannt,  noch  mit  Gelenkuntorsuchungen 
beschäftigt  die  Brttder  Waisa^,  femer  Bobblli^,  Bichat''),  Cbovbiuiibb^, 
E.  H.  WBBBBf),  A.  Fkb*),  Largsb*),  h.  FicK^o),  Htbtl"),  Luschba'^, 
Wblcibb'^,  Hbhlb"),  Abbt^,  Lbcomtb'^,  Sapfbt'^,  E.  Fick  %  BocbmbhI^, 


I)  W.  Hiftu,  Handbuch  der  Analomie  und  Macbmlk  der  Gelenke,  Leipzig  und 

Heidelberg  <863;  au^iserdcm  mehren  Bin/clahiiiiiKlliiiiKcn. 
t)  G.  U.  ÜBTEn,  Die  Statik  und  Mechanik  des  menschliohen  Knochengerüstes. 
Leipzig  4  873. 
I>ers.,  Lebilindi  der  Anatomie,  Leipzig  1879. 

3)  W.  Wkibi  n.  B.  WsBBK,  Meehanik  der  menschlichen  Gehwerkzeuge,  Gitt^ 

tingon  4  836. 

4)  Jou.  Alpuonsos  BoaBLLVS,  De  uotii  auiinaliuiu,  Lugduoi  ikilavorum  1679. 
6)  BicHAT,  Thiit^  d* Anatomie  descriptivc,  Paris  ISOI. 

6)  Cri'veilbier,  Cours  d'£tudcs  anatomiquos,  Firis  1S30,  T.  I. 
1]  E.  II.  Wkbeb,  llildebriindl's  Anatomie. 

8)  A.  FicK,  Die  Gelenke  mit  satteifürinigeu  t'täcben.  Z.  f.  ral.  JÜeü.  IX.  Iieidol> 

berg  ISft4. 

Ders.,  Speetdle  Bewegungslehre  im  Handbuch  der  Phyriologie  v.  HnnwuiNi 

Bd.  F.  Tlici!  II 

Oers.,  Die  medicinUciie  i'bysili,  Braunscbweig,  3.  Aull.,  t88lj. 

9)  LAMMn,  Denksehrillen  der  Wiener  Akademie^  Bd.  XII,  XIV,  XVIII,  XXXII  u.  a. 
Ders.,  Lahibueh  der  Anatomie,  n.  Aufl.,  Wien  <88S. 

10}  L.  FtcK,   Uober  die  Gestaltung  der  GdenkfUichen,  Rbicmit  u.  Ovnois 

Archiv  1869. 

H)  Hran.,  Handbuch  der  lopographiscben  Anatomie,  Wien  ISSO. 
Ders.,  Analomie  des  Mensehen,  Wien  IS7S. 

it)  LrsniKA,  Aiutotiiic  der  GHedcr,  TühinpfMi  18  65. 

1 3)  WKkcKBB,  lieber  Proiiatioa  und  Supiaatioa  des  Vorduranucä.  Archiv  f.  AnaUiiuic. 

(Rbicbirt  u.  Do  Bou-Bnwnm)  IS76,  p.  1. 

14)  HiNtB,  Handbuch  dsv  Blnderlehre  des  Mensdien,  Braunschweig  t87S. 

15)  Akbv,  Zeitscbrifl  f.  ral.  Mcdicin,  III.  Reihe,  Bd.  XVII. 

16)  Lboohte,  Le  ooude  et  la  rolation  do  la  main.    Arcbives  g6a<iniles  do  mcdcciuc. 

Aoüt  4  874,  Mai  et  Juin  (877. 
47)  8Amn,  Anatomie  deseriptire,  Paris  1879. 

18)  B.  fiM,  Zur  Mecbanik  des  Kniegelenks.    Arohiv  f.  Anal.  n.  Phys.  Anat. 

Abt.   <877.  p.  439. 
Ders.,  Zur  Frage  der  liuitgelenl^süxalion,  ebeadaselbsl  <878,  p.  tii. 
Den.,  Zur  Mechanik  des  HOAgetenks,  ebendaselbst  1878,  p.  519. 

19)  BocBinn,  ArefaiT  f.  Anatomie  1877,  p.  tS  und  1878,  p.  199. 


Digitized  by  poogle 


8 


Otto  Fuoiu, 


Kinthove:^ '} ,  K(»STBii^),  Morris'),  Hkevks'),  ScHüLiif*),  Heiberg"), 
Stbasser'),  Strasser  u.  Gassmann*') ,  Krause"),  Quain  '").  IIuetkr  lE^iTiir  '2), 
BowniscH  u.  Lick'-),  U.  Kick'*),  Boegle'"'),  Brauns  u. Kybudmo'*),  Biaunk 
u.  Flügel" Braune  u.  Fischer"),  u.  a.  ui. 

Messungen  über  die  Dimensionen,  die  Masse  und  Massenvei- 
Iheilung  der  Korperabschoiite  üegeü  dagegeo  in  weit  geringerer  Ad- 

I)  EiNTUOvKN,  Arctii\eäNt'ürlaiulaiMis  des  scicuces  ctc.  Ilariem,  T.  XVU,  3.1iv.  p.  392. 
t)  Kom»,  Weekbhd  van  het  Nederiandsch  Tfjdsobrift  voor Geoeoskunde  I B80  p.  1 1 3 . 
3)  HoRftis,  The  Analuiny  of  Ihc  Joitits  of  OWD.  LoodoD  4619. 

J)  Uki  vis,  lliiiunD  Morpliology,  London  <88J. 

6}  IL  Sciiiu.M,  üebcr  die  £ntwickclung  und  woitere  Ausbildung  der  Ueicukc  de» 
menschl.  Körpers.  Archiv  f.  Amomie  u.  Physiologie  1879,  p.  940. 

6)  HnasftG,  Die  Drehung  der  Hand.  Leipsig  IMi. 

7)  SrR\»sKn,  üebcr  den  Flug  d«r  Vögel. 

Ücrs.,  Zur  principiellen  Einigung  in  Sachen  der  GeleiikiiiccUanik,  deuUscIic 

Zeilsehrift  für  CMmrgie  1891. 
Ders.,  Zur  AinelioneUen  Anpassung  der  qaergostreiftcn  Muskulatur,  Slullgart  1983. 

8)  SriAMKR  u.  G^s^*MA"«^,  HMlfsmillel  und  NoriHcn  zur  Bcslimmung  und  Vcransrlinri- 

licluing  der  Siellungen,  Bewegungen  und  Kraftwirkungon  am  Kugcl- 
getonlc,  Wieabadeo  1898. 

9)  Kravss,  AnaUNnie,  Haanover  187%,  Bd.  II. 

10}  QvAiN,  ElenicnUi  of  Anatomy,  beraosgegebea  von  Tbowoh,  ScuAraa,  TttAm. 
London  <88S. 

1 1 )  llunsa,  Analomiache  Studie  an  den  EztromilSleagelenken  Neugeborenor  und 
Erwachsener.    Vircbow's  Arohiv,  Bd.  18,  p.  173. 

I?)  Tbstit,  AnaJüinic,  P;iris  18««». 

13)  CuAHLK»  LuuB,  The  movemeiib  of  the  lower  jaw.  gosloa  lued.  Journal  (88il. 
I  i)  R.  FicK,  Oeber  die  Form  der  OdenkftEeheD.  Archiv  f.  Anal.  n.  Pbysiol.  Anal. 

Abt.   1890,  p.  391. 

15}  BOSCI.B,  Ucbcr  den  Mechanisiiinv  dos  mensoliileheo  Ganges  und  die  BoEiebungen 
xw.  Konn  u.  Bewegung. 
Dois.,  Die  EnlsteboDg  und  Verhütung  der  PussabnormitUen.   MflnehM  und 
Leipxig  4893. 

16)  BaAUMB  0.  KvRKLtTND,  Ein  Beitrag  zur  Mechanik  des  Bllbogeagelenks.  Arebiv 

f.  Anat.  1879,  p.  332. 

1 7)  Bravnb  u.  FtOeii,  üeber  Pronation  und  SupIiMtloa  des  meosehl.  Vorderarm» 

und  der  Hand.  Archiv  f.  Anat.  u.  Pbysiol.  Anal.  Abt.  1889,  p.  169. 

18)  Bbavrb  U.  Kisimkh,  Die  bei  der  Unicrsuchung  von  Golt'nkhrwcgungen  anzu- 

wendende Metbode.  Abh.  d.  k.  S.  G.  d.  W.  Bd.  XIU. 
Dies.»  Dm  Handgelenk,  Abli.  d.  kgl.  SKclis.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XIV. 
Dies.,  Das  Gesetx  der  Bewegungen  in  den  Gelenken  an  der  Basis  der  mittleren 

Finger  und  im  (l  itHl-cIciik  des  Menschen,  ebenda».  Bd.  XIV. 
üicü.,  üuber  den  Aulheil,  den  die  einzelnen  Gelenke  des  Schultergürtels  an  der 

Beweglichkeit  des  niensehlichen  Humerus  Imben,  ebendas.  Bd.  XIV. 
Dies.,  Die  Bewegungen  des  Kniegelenks  nach  einer  neuen  Methode  am  lebenden 

Menschen  gemessen,  ebendas.,  Bd.  XVII. 
0.  1  lätuEH,  Das  Gllbogeogelenk,  ebeodas.,  Bd.  XIV. 
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zahl  vor.  Der  Erste,  welcher  sich  ubOThaopl  mit  dieaer  Seite  des 
Prohlems  beschäftigle,  war  Boaiui'];  deiselbe  hat  suent  die  Lage 
des  Schwerpunktes  im  menscblicheii  Körper  experimentell  bestimmt. 
Dann  Mgen  die  Untersuchungen  von  dm  Brüdern  Wbbbb'),  von  Ibnm'), 
HAtuKs^,  BsADPB  und  FiKsn*)  u.  A.  Durch  diese  Arbeiten  ist  trotz 
ihrer  geringen  Anzahl  der  menschliche  Körper,  so  weit  man  sioh  auf 
die  Zerlegung  desselben  in  die  grösseren  Abschnitte  beschränkt»  ein 
bekanntes  Objecl  der  Bewegung  geworden.  Denn  zur  mechanischen 
llharakloiisirung  eines  Körpers  ist  tjur  die  Kenntniss  seiner  Masse, 
der  Lage  seines  Schwerpunklcü  und  der  Trägliuilsuiuwente  lUr  alle 
Axen  durch  den  Schwerpunkt  erforderlich. 

Weit  weniger  ist  bis  jetzt  von  anatomischer  Seile  zur  Lösung 
der  viel  umfangreicheren  Aufgabe  gethan  worden,  die  Wirkungsweise 
der  einzelnen  Muskeln  fest/ii>t('ll(»n,  so  weit  sich  dieselbe  aus  ihrer 
I^Kige  zu  den  Knochen  uuil  Gelenken  ergiebt.  ilauptsiiehlich  sind  es 
statische  Aufgaben,  denen  nuin  sich  zuj^ewendet  hat.  In  dieser  Be- 
ziehung hat  zuerst  A.  Fick'":  durch  eine  [irlirise  Formulirung  der  Frage- 
stellung und  durch  seine  Behandlung  des  Gegenstandes  das  Fundament 
zu  einer  allgemeinen  Muskelslatik  i^'elef^t.  leinen  Beitrag  dazu  liefert 
auch  die  Abhandlung  von  Focas^)  Uber  die  Gleichungen  der  Muskel- 
statik. Von  A.  Fick")  rühren  ferner  die  ersten  genauen  Messungen 
Uber  Muskelansül/.e  uud  die  daraus  sich  ergebenden  Werte  der 
Drebungsmomente  her.  Ausserdom  beschUfUgen  sich  mit  der  Bestim- 
mung von  Drehungsmomenten  die  Arbeiten  von  SraAssBa*),  sowie 


V   t.  n.  0.  2)  a.  a.  O. 

3)  11.  V.  McvER,  Die   wechselnde   Lage   des   Scliu  crpnnklcs  iai  manscliUcbea 

Körper,  Loip^itj,  1863.    —    Durs.,  a.  a.  0, 
I)  Hmlim,  Die  slaUschen  Momeate  der  meiMclilkiben  Gliedmaassen.  Abb.  d.  kgl. 

B;tyr.  Ak.  d.  W.  1857  ii.  «860. 
b)  BhAVua  u.  Fischer,  Ucbcr  den  Scliwerpiinkt  des  meuscblicben  Körpera  u.  s.  w. 

Abh.  d.  kgl.  S.  ü.  d.  W.  Bd.  XV. 
Die«.,  Beatimoiiiiig  der  TiSf^ettsmomenle  des  memebL  Körpers  inid  seiiier 

Glieder,  cbcmlas.  M.  XVHF. 

6)  A.  l'itk,  Specielle  Ucwegun^slelire  a.  ;i.  0.  und  nuHlit  iniscIie  Physik. 

7)  Fh.  Fucuä,  Ueber  die  üleicliungcu  der  Muskelslatik  luit  Zugrundelegung  der 

Porderong  des  kleinsten  3tofluin9alEe8.  RrLOeis's  Archiv  f.  Physiol. 

«<1.  XIX,  p.  67. 

8)  A.  FicK,  St.itis(  iie  Betrachtung  der  Uuskulalur  dos  Überscbenkel».  Zeitsclir.  f. 

rat.  Med.  IX. 

9)  a.  a.  0. 
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von  Stkassbr  lind  Gassmann ') ,  die  Abhaiulliing  von  E.  Kick  und 
E.  WsiBi^  über  die  SchullermuBkeln,  die  Arbeit  von  £.  Fkk*)  Ober 
zweigeleiikige  Muskeln  und  die  Abhandlung  von  W.  BMim  nnd 
0.  FiscBEi*)  Uber  die  Drehungsmomente  der  Beugemuskeln  des  Bll- 
bogengelenks.  Wahrend  A.  Fkk  die  Drehungsmomenle  aus  den  Co- 
ordinalen  der  Insertionsstellen  der  Muskeln  ableitete,  sind  in  den 
zuletzt  genannten  Arbeiten  die  Drdiuogsmomente  durch  Bestimmung 
der  zu  einer  kleinen  GelenkverrOckung  gehörenden  Elemenlararbeit 
des  Muskels  gewonnen  worden.  Endlich  sind  von  R.  Eick')  zahlroichc 
Messungen  angestellt  worden  Uber  die  gesammte  Arbeit,  welche  die 
auf  die  Fussgelenke  wirkenden  Muskeln  wtthrend  der  Uebernihrung  der 
einzelnen  Fusagelenke  aus  einer  extremen  Stellung  in  die  andere  leisten. 

Mit  diesen  Arbeilen  ist,  so  weit  mir  bekannt,  leider  die  Reihe 
der  Untersuchungen  am  Gadaver  erschöpft,  welche  directe  Messungen 
der  auf  die  grosseren  Muskelpartien  bezOgliehen  Daten  zum  Gegen- 
stand haben.  Abgesehen  von  directen  Messungen  finden  sich  in 
allen  Handbüchern  und  Lehrbuchern  der  Analomie  Ihooretisrho  Be- 
liachtungon  Uber  die  Witkimi;  dci  iMuskehi  vor.  insbesondere  in  den 
bekannten  niechauisch-analomisrhcn  Büchern  von  IIk.vke,  fl.  v.  Meyer. 
und  KoLLiiAN>*j  und  in  der  Mecluinik  der  (jeh\vcrk/,eui,'e  der  Biiider 
Weber.  Von  gro^;se^  Bedeutung  f(h-  (he  Frage  nach  der  Muskel- 
wirkung  .>iiul  ferner  die  zahlreichen  Versuche,  welche  Dichenne  am 
Lebenden  anslollte.  um  mittels  isohrler  Kri/nui^  die  Functionen  dei- 
einzelnen  Muskeh»  aulzudeeken.  Die  llcsullii!«'  derselben  sind  in 
den)  klassischen  Werke  »Physiologie  des  .Mouvemenlso ')  niedergelegt. 

Die  Frage  nacli  der  that.sachlichcn  Betheiligung  sHuunllichor  .Mu.skeln 
an  der  Hervorbriugung  einer  beslimniten,  im  Leben  häufig  vorkonnnen- 
den  Bewegung  des  ganzen  Körpers  ist  dagegen,  abgesehen  von  di'n 
.irbeitcn  Uber  die  Augenmuskeln  und  Kehikopfmuskeln ,  bis  jclzl 

I)  a.  •.  0. 

i)  E.  FicK  u.  E.  WsBEn,  Anatoiiiiscli-meclianisclio  .'^tiidie  über  die  Scbultermmkela. 

Würzb.  Vcrli.  N.  K.  Bd.  XI,  p-  3  4'. 
:ij  Ii.  FicK,  Ucber  zweigclcnkigc  Huskelu,  Arcliiv  f.  Anatomie  4  879,  p.  SOI. 

4)  W.  BaAOifB  u.  0.  Fncraa,  Die  Rolationsmomenie  der  Bengemoskeln  am  Ellbogen-» 

gclonk  des  Mon.schen.  «889,  .Vtih.  d.  kgl.  S.  Ges.  d.  Wiss.  fhl  XV. 

5)  R.  FlCK|  üeber  die  .\rbcilsleistung  der  .mr  die  Fussgelenke  wirkenden  Muskeln. 

Habililatioasschrift.  Würzburg  4  892. 
S)  KoiMUim,  Mecbanik  dea  mendcbHchen  Körtiers.  Matarkrftne  Bd.  1 3.  München,! 871. 
7)  Paria  1S67. 
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noch  nicht  einer  eingehenden  Unlersuchung  unterworfen  worden. 
Eine  derartige  Unterauchung  kann  auch  gar  nicht  in  Angriff  genommen 
werden,  bevor  nidit  von  den  einzelnen  Wissenschaflten  die  dazu 
nOthtgen  Vorarbeiten  beendigt  sind. 

Was  nun  endlich  die  rein  malhematisch-physticaiischen  BeitrUge 
anlangt,  so  liegt  bisher  nur  ein  einziger  vor,  nttmlidi  der  Theil  der 
WnBa*8chen  Mechanik  der  Gehwerkzeuge,  welcher  von  der  Theorie 
des  Gehens  und  T^ufens  handelt.  Wenn  sich  auch  dabei  Yoraus* 
j«elzuniion  und  Einschränkungen  nothwendig  gemacht  haben,  welclio 
sich  von  di  r  Wirkhclikeit  tnelir  oder  woniger  entfernen  —  wie  die 
Ausschliessung  der  Bcwodichkcit  in  den  Knie-  und  Fussgelenken, 
Verlegung  der  Massen  vom  Rumpf  einerseits  und  der  unleren  Extremität 
andererseits  nach  je  einem  einzigen  Punkte,  dem  Massenmittelpunkte, 
und  infolge  dessen  Vernachlässigung  der  (damals  noch  nicht  bekannten) 
Trägheitsmomente  dieser  Abschnitte  u.  s.  w.  — ,  so  ist  doch  durch 
die  WEBEu"sche  Theorie  des  Gehens  eine  streng  mechanische  Be- 
handlung derartiger  Fragen  angebahnt  weiden.  Im  üebrigcn  ist 
aber  auf  diesem  Gebiete  so  gut  wie  nichts  gethao  worden,  und  es 
bleibt  der  Untersuchung  noch  ein  weites  Feld. 

Einen  weiteren,  rein  mechanischen  Beitrag  zu  dem  Pioblem  der 
Muskelwirkung  am  bewegten  Körper  zu  liefern,  ist  der  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit. 

Die  Aufgaben  der  Mechanik  lassen  sich,  soweit  sie  sich  auf 
Kräfte  und  die  durch  dieselben  hervorgebrachten  Bewegungen  be- 
ziehen, in  zwei  Gruppen  theilen. 

Die  eine  Gruppe  nimmt  die  Kräfte  als  gegeben  an  und  fragt 
nach  den  Bewegungen,  welche  durch  dieselben  an  bestimmten,  ihrer 
mechanischen  Natur  nach  bekannten  Körpern  oder  Körpersyslemen 
hervorgebracht  werden. 

Die  andere  Gruppe  setzt  umgekehrt  den  Bevregungszustand  des 
Körpers  fUr  den  ganzen  Yerhiuf  der  Bewegung  als  bekannt  voraus 
und  fragt  nach  den  Kräften,  welche  thstig  sein  müssen,  um  diese 
Bewegung  zu  erzeugen. 

Zu  der  zweiten  Gruppe  von  mechanischen  Aufgaben  gehOrt  das 
Problem  der  Bewegungen  des  menschlichen  KOrpers,  so  weit  die- 
selben der  Thfttigkeit  von  Muskeln  zuzuschreiben  sind.   Denn  hier 


Digitized  by  google 


Otto  Fisguek, 


sind  es  die  wirksameii  Muskelspannitogen,  auf  deren  Beslimmuog 
die  Unlersudiung  binauslAuft.  Daraus  erwachst  aber  die  Nothwendig- 
keit,  sich  eine  genaae  Kenntnis  des  Bewegungszostandes  des  mensch- 
lichen Kttrpers  fttr  den  ganzen  Verlauf  der  Bewe^^img  auf  empirisdiem 
Wege  zu  verschaffen.  Erat  wenn  man  weiss,  in  welcher  Lage  sich 
die  einzelnen  Gtieder  zu  einander  in  jedem  bestimmte  Zeitmomente 
befinden,  wenn  man  die  Geschwindigkeiten  und  die  Besdileunigungen 
festgestellt  hat,  mit  wdcben  sie  ihre  gegenseitige  Stellung  und  ilu« 
Lage  iüi  Räume  zu  verttndem  streben,  und  wenn  man  die  Be- 
dingungen in  Rücksicht  ziclil.  welche  den  Bewegungen  der  Glieder 
durch  (lu!  Massonverthciliiuf;  uud  die  Gelenkverhindiin^on  gesetzt 
sind,  dart  man  liuiren.  einen  Kinblick  iu  die  Tliüligkeil  der  iDoeren 
KrÜfte  des  Körpers  zu  innen. 

Diese  nothwondign  Kennliiis^  des  Hcwegungszuslandes  des  mensch- 
lichen Körpers  lassl  sieh  abei-  hei  geeigneter  Anotduuni;  des  Ver- 
suchs und  hei  Anwendung  sehr  genauer  Messinslruniente  auf  enipiri- 
schein  Wege  erlangen;  sie  ist  von  uns  in  der  lliat  lilr  den  Cianm' 
des  Menschen  unter  ZuhüUeuahme  der  Ph()togra|)liie  gewonnen  worden. 

Im  Sonuuer  des  Jahres  189i  war  es  mir  noch  vergönnt,  mit 
meinem,  leider  so  früh  aus  einem  arbeitsreichen  Leben  duich  den 
Tod  abberufenen,  unvergesslichen,  iheuren  Lehrer,  Herrn  Geheimen 
Medicinalrath  Professor  Dr.  W-lhelm  Uraune.  derartige  photographische 
Fixirungen  der  einzelnen  Bewegungsphasen  beim  Gange  des  unbe- 
lasteten und  belasteten  Menschen  vorzunehmen.  \N  ir  haben  zu  dem 
Zwecke  an  einem  Menschen  in  allen  einzelnen  Gliederabschnilten 
üeissler'sche  Röhren  (CapillarH)liren)  von  der  LUnge  der  einzelnen 
\i)schnilte  in  der  Weise  aogebracht,  dass  dadurch  die  freie  Beweg- 
lichkeil nicht  im  Geringsten  gestört  war.  andererseits  aber  Jede  Röhre 
wllbrend  der  Bewegung  fest  mit  dem  iielreifemlen  KOrperabschnitte 
veibunden  blieb.  Da  wir  fUr  die  Bewegungen  des  Gehens  die  Uand 
zum  Unlerann  und  den  Kopf  zum  Bumpf  festgestellt  annahmen,  so 
hatten  wir  II  solcher  Röhren  ntflhig.  Alle  41  wurden  in  ein  und 
denselben  Strom  eines  RuhmkorlTschen  Funkeninductors  eingeechaltet, 
welcher  durdi  eine  Stimmgabelunterbrechung  in  gleichgrossen  Inter- 
vallen erzeugt  wurde.  Der  Versuch  wurde  mitten  in  der  Nacht  an- 
gestellt, damit  die  sehr  empfindlichen  photographischen  Platten 
(Momentplatten) .  nur  von  dem  Lichte  der  Geissler'scben  Rohren  ge- 
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troffen  und  die  vier  zu  gleicher  Zeit  verwendeten  pholographischen 
Apparate  vor  dem  Versiiclu'  ohne  Gtifahr  geüirnel  werden  konnten. 
Naclideni  das  Versuehs-Individuuni  schon  mehrere  Schrille  gegangen 
war,  wurde  während  einer  kurzen  Zeit  der  Induetor  in  ThiUigkeit 
gesalzt  und  auf  diese  Weise  die  Bewegung  von  vier  vtMschiedenen 
Rielilungen  aus  in  einer  grossen  Anzahl,  in  gleichen  Zeitinlervallcii  auf- 
einan(hT  folgender  IMiaseu  photographisch  üxirl.  Auf  dieselhi  n  l'lallen 
wurde  hinteriier  ein  ('oordinalennel/  photographirl  und  dadurch  die 
Möglichkeit  gegeben,  die  Bewegung  auf  eio  rfluiulicbes  Coordiuaten- 
system  zu  beziehen. 

Pbotographische  Fixirungen  der  einzelnen  Phasen  des  mensch- 
lichen Ganges  sind  zwar  schon  von  dem  amerikanischen  Pholographen 
MoTBUiM»  und  dem  deutschen  Photographen  Anschüts,  vor  allen 
Dingen  aber  zum  Zwecke  wissenscbafUicher  Untersuchung  von  dem 
Pariser  Phynologen  Maibt  (niedergelegt  in  den  Comptes  rendus  des 
leisten  Jahrzehntes)  ausgeflllirt  worden.  Aus  den  Arbeiten  von 
AittcnOTS  und  Mabbt  ist  es  aber  nicht  mOglich,  die  rSumlichen 
Goordinalen  der  Gelenkmittelpunkte  zu  gewinnen,  da  Beide  immer 
nur  eine  Projeclion  auf  einmal  angenommen  haben.  Der  Ameri- 
kaner MbrniiMB  hat  nun  zwar  gleichzeitige  Aufnahmen  von  ver- 
achiedenen  Seiten  gewonnen;  bei  seiner  Anordnung  des  Versuchs 
wird  aber  ein  Schritt  in  zu  wenig  Phasen  zerlegd  als  dass  die  Bilder 
eine  Verwendung  Ittr  vrissenschaftUcfae  Zwedce  gestatteten.  Ausser- 
dem eignen  sich  die  Serienbilder  von  HnauDaB  und  AMscnOrz  schon 
deshalb  nicht  zu  genauen  Messungen,  weil  ste  sich  nicht,  wie  es 
bei  den  vorzüglichen  Aufnahmen  von  .Marey  der  Fall  ist,  auf  ein 
und  derselben  Platte  befinden.  Diese  Gründe  nöthiglen  uns,  fUr  den 
angedeuteten  Zweck  mittelst  einer  anderen  Methode  selbst  photo- 
graphische Aufnahmen  des  (langes  zu  machen. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  sollen  später  an  einer  anderen 
Stelle  veröffentlich  werden.  So  weil  sieh  bis  jetzt  herausgestellt  hat, 
sind  die  .Messungen  so  genau  ausgefallen,  dass  nicht  nur  die  ersten 
Differenzen,  welche  bei  diesen  kleinen,  gleichgrossen  Zeitinlervallen 
mit  grosser  Annilhenmg  den  Geschwindigkeiten  proportional  sind, 
sondern  auch  die  den  Beschleunigungen  entsprechenden  zweiten 
Differenzen  der  Coordinaten  der  einzelnen  Gelenkmittelpunkte  con- 
tinuirliche,  nicht  von  vielen  Zacken  durchsetzte  Curven  eigeben. 
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Bin  Beweis  für  deren  Verwendbarkeit!  Man  hat  also  damit  die 
empirischen  Unterlagen  gewonnen,  um  in  jedem  beliebigen  Moment 

den  Bewegungszustand,  d.  h.  die  lebendige  Kraft  uimI  die  Ver- 
imdcrungen  derselben  beim  menschlichen  Gange  angeben  zu  können. 

Wenn  ich  es  mir  auch  versagen  muss.  hier  naher  auf  diese 
jipeciellon  l'nloisu(  Illingen  einzugehen,  so  glaiible  ich  doch,  in  Kurzem 
(h'rst'lbt>n  I'lrwlihnung  lliun  zu  niiissen,  weil  sie  die  Veranlassung  zu 
der  vürUegouden  Arbeil  geboten  haben,  und  weil  sich  aus  denselben 
die  Nolhwendigkeit  der  folgenden  Helrachlungen  ergibt,  wenn  man 
aus  den  Resullalcn  der  [»holoifraphiscluin  Fixirung  nicht 
blns  iciii  geometrische  Sclililsse,  sondern  auch  solche  ab- 
leiten will,  welche  sieh  aut  die  wahrend  der  Bewegung  im 
Inneren  ties  KOrj)ers  (hiltigen  Kriifte  beziehen.  Denn  für 
diesen  Zweck  ist  es  vor  allen  Dingen  erforderlich,  die  Beziehungen 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft 
lies  Körpers  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zwischen  den  Ge- 
schwindigkeiten, Beschleimigungen  und  .Massen  der  einzelnen  Kürper- 
tlieile  einetsoits  und  den  Elementararbeiten  der  äusseren  und  inneren 
Krttfte,  d.  h.  den  Arbeilen  bei  unendlich  kleiner  Verrttdcung  des 
KOrpersystenis  andererseits  bestehen. 

In  diesen  Beziehungen  hat  man  dann  ein  Mittel,  die  Grösse  des 
resultirenden  Drehungsmomentes  der  in  jedem  Augenblicke  wirksamen 
inneren  Kr&fte  zu  berechnen,  da  man  alle  anderen  Grössen,  nttmlich 
die  lebendige  Kraft  und  deren  Aenderungen  für  den  ganzen  Verlauf 
der  Bewegung  und  auch  die  Elementararbeiten  der  Süsseren  Krflflc 
auf  empirischem  Wege  gewinnen  kann.  Kennt  man  aber  das  resul- 
tirende  Drehungsmoment  für  die  Gesammtheit  der  in  Frage  kommen- 
den Muskeln,  welche  die  inneren  Kittfte  reprasentiren,  so  ist  es 
möglich,  den  Antheil  zu  bestimmen,  welchen  die  einzelnen  Muskeln 
an  der  Hervorbringung  dieses  Drehungsmomentes  haben,  wenn  man 
das  beim  wirklichen  Gebrauche  der  Muskeln  im  Leben  höchst  wahi^ 
scheinlich  gellende  Princip  der  kleinsten  Anstrengung  zu 
Hälfe  nimmt.  Es  ist  somit  das  Problem  an  eine  Frage  der  Muskel- 
statik  angeschlossen,  welche  schon  von  mehreren  Seiten,  namentlich 
von  A.  Fk»')  und  Fa.  Fucns^  in  Angriff  genommen  worden  ist. 

1^  Meiiiciiiiäcliu  i'li^iüik,  3.  Auflage,  |i.  79.  t)  a.  u.  U. 
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Der  Bewegungzuatand  eines  Körpers  Andel  seinen  Aasdmck  in 
der  lebendigen  KrafI  oder  liinetischen  Energie  desselben. 

Handelt  es  sich  nur  um  eine  ebzigo  starre  Masse,  so  stellt  sich 
die  lebendige  Kraft  als  Summe  nur  zweier  Beslandtheile  dar.  Der 
erste  Beslandlheil  ist  die  lebendige  Kruft  des  Schwerpunktes  (Massen- 
mittelpunktes), wenn  in  ihm  die  Gtusamniliuusse  vereinigt  gednclil 
wird.  Der  zweite  Beslaadtheil  slclll  die  lebendige  Kraft  dar,  welche 
der  Kiirper  infolge  seiner  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkte  be- 
sitzt. Bewegt  .sich  der  Schwerpunkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  und 
bezeichnet  m  die  Masse  dos  Körpers,  so  ist  tlcr  erste  Bestandtheil 
^mv^.  Die  dann  noch  zu  berücksichtigende  Bewegung  relativ  zum 
Schwerpunkt  kann  in  jedem  Moment  nur  in  einer  Rotation  um  eine 
Axe  «lurch  den  Schwerpunkt  bestehen.  Betrögt  die  Winkelgeschwin- 
digkeit dieser  Rotation  M'  und  der  Triigheitsradius  des  Körpers  für 
die  Rolalionsaxe  durch  den  Schwerpunkt  x,  so  besitzt  der  zweite 
Besiandilieil  die  Grösse  ^m»^i»\  Die  gesammte  lebendige  Kraft  T 
hat  also  den  Werth: 

T=:  im  (»»-f- 

Besteht  die  Bewegung  des  Körpers  nur  in  einer  Translation, 
80  ist  tr  =  0  und  die  lebendige  Kraft  wird  allein  durch  imv^  dar^ 
gestellt.  Andererseits  verschwindet  dieser  erste  Bestandtheil,  wenn 
die  Bewegung  des  Körpers  ausschliesslich  in  einer  Rotation  um  eine 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  besteht,  und  der  Ausdruck  fttr  die  ganze 
lebendige  Kraft  ist  dann  iwn'wl  Die  Grösse  des  TrUgheitsradius  n 
Sndert  sich  im  Allgemeinen  mit  der  Bicbtung  der  Rolalionsaxe. 

So  einfach  stellen  sich  die  Verhaltiusse  nur  bei  einer  einzigen 
starren  Masse. 

Hat  inan  es  dagegen  mit  einem  System  von  starren  Nassen  zu 
thun,  welche  ihre  gegenseitige  Lage  zu  einander  verändern  können, 
wie  es  beim  menschlichen  Körper  der  Fall  ist,  so  setzt  sich  die 
.  lebendige  Kraft  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Bestandtheilen  zu- 
sammen. Der  Ausdruck  ftlr  die  lebendige  Kraft  wird  dann  sehr 
verwickelt,  wie  aus  den  späteren  Darlegungen  hervorgeht.  Dies  ist 
nicht  aUein  eine  Folge  der  grösseren  Anzahl  von  bewegten  Massen, 
sondern  rohrt  hauplsttcfalich  auch  davon  her,  dass  der  Ausdruck  ftlr 
die  lebendige  Kraft  den  Bedingungen  BechnuQg  zu  tragen  liat,  welche 
den  Bewegungen  der  einzelnen  Körpertb^e  durdi  die  Gelenkver- 
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binduiigen  eineneitB  und  durch  vod  mmea  her  kommende  EmflOsae, 
wie  sie  z.  B.  das  Feslhalteu  emes  Fusses  am  Brdboden  mit  sich 
bringt,  andererseits  gesetzt  sind. 

Man  kann  jedoch  auch  hierbei  die  lebendige  Kraft,  weldie  der 
Gesammtscbwerpunkt  infolge  setner  Geschwindigkeit  besitaen  wurde, 
wenn  man  die  Summe  aller  Massen  des  Systems  in  ihm  ooncentrirt 
annimmt,  absondern  Ton  der  Summe  der  lebendigen  Krttfte,  welche 
den  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  des  Systems  relativ  zum  Ge- 
sammtscbwerpunkt entsprechen. 

Erst  nachdem  man  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  eines 
im  mechaoischea  Sinne  so  verwickelten  Massensystems  gerunden  hat, 
kann  man  daran  gehen,  die  Beziehungen  zwischen  den  Aonderungen 
der  lebendigen  Kraft  und  den  Elementarai  heilen  der  äußeren  und 
inneren  Krlifle  aufzustellen. 

Da  die  Mechanik  bisher  noch  wenig  Veranlassung  gc'nommon 
hat,  sich  mit  deraiiis^  verwickellen  Systemen,  wie  sie  die  Körper 
des  Menschen  oder  der  höheren  l'hiero  darstellen,  zu  besrhUftigen, 
so  ist  es  znniichst  erforderlich,  eine  Methode  aufzusuchen,  niillelst 
deren  tnan  in  diesem  Falle  auf  möglichst  einfache  Weise  zu  dem 
Ausihucke  für  die  lebendige  Krall  und  zu  den  Beziehungen  zwischen 
den  Aenderungen  derselben  und  den  Elemenlararl)eitea  der  wirk- 
samen Kriifte  gelangt. 

niese  M(  tli()(ii'  soll  an  einem  besonders  einfachen  Körpersystem 
entwickelt  werden.  Darauf  soll  dann  erst  der  menschliche  Kürper 
selbst  den  Gegenstand  der  Untersuchung  bilden. 

Wenn  man  den  allgemeinsten  Fall  der  Bewegung  des  mensch- 
iicben  Kürpers  in  Betracht  zieht,  welcher  alle  im  Leben  möglichen 
Bewegungen  als  specielle  Fülle  umfas.st,  so  stellen  sich  natui^emttss 
ausserordentlich  verwickelte  und  unübersichtliche  Formeln  heraus. 
Aus  diesem  Grunde  soll  hier  nur  eine  besondere  Bewegungsart  des 
Körpers  berücksichtigt  werden,  weh^he  sich  nahezu  beim  Gehen  und 
Laufen  verwirklicht  findet.  Die  Ableitung  der  Resultate  des  allge- 
meinsten Bewegungsfalles,  welche  auch  zur  Zeit  schon  fertig  vor- 
liegen, wird  den  Gegenstand  einer  besonderen  VerOffentlicbong  bilden. 
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L  Die  Methode  der  Abieitong  der  lebendigen  Kraft. 

Zur  Darlegung  der  Methode  für  die  Gewinnung  der  lebendigen 
Kraft  eines  Systems  von  Körpern,  welche  miteinander  durch  Gelenke 
verbunden  sind,  soll  folgendes  einfache  System  in  Betracht  gezogen 
werden. 

Von  drei  Körpern  mit  den  Massen  mi,  M},  und  den  Schwer- 
punkten <S,,  5],  S-i  sollen  sowohl  der  erste  und  zweite  als  auch  der 
zweite  und  dritte  durch  je  ein  Charniergelenk  miteinander  verbunden 
sein.  Die  Axen  beider  Gelenke  seien  parallel  gerichtet,  und  die  durch 
dieselben  beBlinioite  Ebene  enthalte  den  Schwerpunkt  des  zweiten 
Körpers.  Ausserdem  soU  die  Ebene  der  drei  Schwerpunkte  für  irgend 
eioe  Stellung  der  drei  KOrper  auf  den  beiden  Gelenkaxen  senkrecht 
stehen;  dann  wird  dies  für  alle  anderen  Stellungen  der  KOrper  zu 
einander  auch  der  Fall  sein.  Bestimmt  man  noch,  dass  die  Ebene 
der  drei  Schwerpunkte  im  Räume  fest  bleibt,  so  kann  das  KOrper- 
system  nur  ebene  Bewegungen  ausführen,  d.  b.  die  Bahnen  aller 
Punkte  sind  ebene  Curven,  welche  der  festen  Ebene  parallel  laufen. 
Man  hat  daher  nur  die  Projection  der  Bew^ng  auf  die  feste  Ebene 
der  drei  Schwerpunkte  zu  untersuchen. 

Die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Gelenkaxen  mit  dieser  Ebene 
sollen  bezOgltch  mit  G,,2,  ^2,3  und  die  Vertiindungslinien  Si  (>],s6u 
und  Gxi^i  bezüglich  deren  Verlängerungen,  als  Langsaxen  der  drei 
Körper  bezeidmet  s^n.  (t  ig.  i  auf  folg.  Seite.)  Nach  den  getroffenen 
Voraussetzungen  wird  der  Schwerpunkt  in  der  Langsnxe  C,^  0-,  -^  1  iegen. 
Auf  jeder  der  drei  Längsaxen  hat  man  eine  positive  und  eine  negative 
Richtung  zu  unterscheiden.  Die  positive  Richtung  soll  diejenige  sein, 
in  welcher  die  LHngsaxen  durchlaufen  werden,  wenn  man  von  S, 
aus  den  gebroclieueii  Liiiien/ug  '"^i  ^'i        '*>!  bcsclireibl. 

.Die  Lji^e  des  Systems  ist  Nolisfündig  bestiiiwnt,  wenn  man  die  drei 
Winkel  yi,  '/j,  r/,  kennt,  welelie  Ijc/ilglich  die  positiven  Ku  litini^^en  der 
drei  Liingsaxcn  mit  einer  festen  Verlicalen  bilden,  und  wenn  aiis.sei(ieiii 
die  beiden  rechtwinkligen  Coordinaton  r.  :  eines  in  der  festen  Ebene 
(welche  verli<-n!  iieslelll  sein  mcigei  gelei^c^iieii  l'uuklcs  ii(»geben  sin<l. 
der  entweder  lest  mit  einem  di-r  drei  Körper  verbunden,  oder  dessen 
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Lage  zu  den  drei  Körpern  für  jed<»  Stellnny  dcrselhcn  cindeulig  bcstiinait 
iöl.  Lelzteros  (i Uli  z.  B.  für  den  üusainiiilscliwn  jnmkl     des  Systems  zu. 

Von  den  lieidcn,  für  diese  elx'ru'  Hewei^iiui^  in  Hetracht  koin- 
Micndcu  CüordinatcnaxiMi  falle  die  eine,  welche  die  /-A\e  genannt 
sein  möge,  mit  der  Verlicalen  /usamnien;  die  URlitiing  nach  oben 
sei  die  positive.  Die  andere  Coordinatenaxe,  Ä-Axe,  veriüuft  dann 
horizontal,  und  /.war  in  Fig.  I  nach  rechts  positiv.  Für  die  Verticale, 
von  welcher  aus  die  Winkel  y,,  yj,  gemessen  werden,  ist  es  in 
Anbetracht  der  späteren  Anwendung  auf  den  meoschlicbea  Körper  und 
der  in  der  Aoalomie  gebrttuchlicbeD  Bezeichnungsweise  zweckniUssiger, 
dieselbe  nach  unten  positiv  zu  reclinen;  sie  wird  dann  parallel  der 
negativen  Z-Ane  verlaufen  oder  mit  derselben  zusammenfallen. 


Der  (Jelenkpiinkl  .  iial)*«  von  S^  die  Kntfeinung  .f,,  der  Schwer- 
punkt S.^  von  6',,,  die  I^nlletuung  r^,  der  Gelenkpunkt  6^,  von 
die  Knlfernung  .v,  und  der  Schwerpunkt  S,  von  die  Entfernung 
fs.  Bedeutet  den  Absland  der  beiden  üeleukaxen,  so  luuss  nach 
der  getrotFenen  \  oraussetzung  über  die  Lag(>  des  Schwerpunktes  St 
die  Kelalion  beslelieo  r^-\-  9^-  - 1^^ 
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A.  Das  frei  bewegliche  Syslem. 

Iis  soll  nun  /unllchst  angonoriiinen  werden,  diiss  keinerlei  Be- 
dingungen lilr  dn'  lleNVcgiiclikeit  des  S\stonJs  bestehen. 

Ist  (las  Korpersysleni  in  brlieljii^er  Hewegung  bogriffcn,  so  ist 
in  jedem  Moment  die  gesainnile  lebendige  Kraft  desselben  gleich  der 
lebendigen  Kraft  einer  Masse,  weiche  gleich  der  Summe  der  drei 
Massen  des  Systems  ist  und  sich  mit  der  Geschwindigkeit  i>o  des  Gc- 
sammtschvverpunktes  Sq  bewegt,  vermehrt  um  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte,  welche  den  auf  den  Gesammlschwerpunkt  bezogenen 
relativen  Bewegungen  der  einzelnen  Kürper  des  Syslems  entsprechen. 

Die  Bewegung,  welche  jeder  der  drei  Körper  relativ  zum  Ge- 
sanamtschwerpunkt  S,^  besitzt,  kann  man  /.erlegt  denken  in  eine  Tranä- 
lation  von  der  Geschwindigkeit  des  I<!inzelschwerpiiDkles  relativ 
zu  und  eine  Kotation  um  eine  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe 
durch  von  der  Winkelgeschwindigkeit  9««  Die  lebendige  Kraft 
jedes  einzelnen  Körpers  relativ  zum  Gesammlschwerpunkt  stellt  sich 
infolgedessen  ebenfalls  als  Summe  zweier  Bestandtheile  dar.  Der 
eine  Bestandtheil  ist  die  lebendige  Kraft,  welche  die  Masse  des 
Körpers  besitzt,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindigkeit  bewegt, 
die  der  Binzelschwerpunkt  5«  relativ  zum  Gesammtschwerpunkt 
besitzt,  der  andere  Bestandtheil  ist  die  lebendige  Krall,  welche 
aus  der  Winkelgeschwindigkeit  ^«  des  Körpers  um  die  Axe  durch 
Sa  resultirt. 

Es  soll  nun  zunächst  die  lebendige  Kraft  bestimmt  werden, 
welche  das  ganze  System  relativ  zum  Gesammtschwerpunkt  besitzt, 
wenn  es  sich  aus  einer  beliebigen  Lage  in  eine  unendlich  benach- 
barte bewegt. 

Nimmt  man  vorlaufig  an,  dass  der  Gesammlschwerpunkt  fest 
bleibt,  so  ist  eine  beliebige  unendlich  kleine  Verrttckung  des  Systems 
dadurch  charaklerisirt,  dass  die  drei  Winkel  (p^ ,  (f^,  (f^  bezüglich  die 
unendlich  kleinen  Aenderuugen  t/t/^«  ^<f.i  erfahren.  Diese  Yer- 
rUckung  kann  man  sich  in  drei  Schritte  zerlegt  denken.  Bei  dem 
einen  soll  nur  der  Winkel  <pi  der  Aenderung  ihpi  unterworfen  wer- 
den, wahrend  die  beiden  anderen  Winkel  «p^  und  (p.  conslant  bleiben, 
beim  zweiten  und  dritten  Schritte  soll  die  Verritckung  nur  in  einer 
Aenderung  vun        bezüglich  «f.,  um  die  Grosse  il<fi  be/.ilglich  «/«f^ 
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bestehen,  vvlihrend  jedesmal  die  Ixüden  anderen  Winkel  ihren  Werth 
beibehalten.  Rs  kommt  also  joder  dor  drei  Schritle  darauf  hinaus, 
einem  der  drei  KinptM  eine  unendlich  kleine  Kolalion  zu  ertheilen, 
wUhrend  die  beiden  anderen,  welclie  infolge  des  Zusannnenhang!» 
der  Kör|)er  dabei  nicJil  in  Ruhe  bleiben  können,  gleiehzeilig  nur 
Iranslalionen  ausfuhren  dürfen.  Die  Transhilion  jedes  der  anderen 
beiden  Körper  ist  gej^eben  tlurcli  die  l'ranshilion  desjenigen  Gelenk- 
punktes, welcher  die  unmittelbare  oder  mittelbare  Verbindung  des 
belreflenileo  Körpers  niil  dem  in  Hotation  b^rifienen  darstellt. 

Bs  enlstehi  nun  die  Frage:  um  welche  Axe  muss  die  un- 
endlich kleine  Rotation  des  einen  Körpers  stattfinden, 
damit  bei  der  dadurch  bedingten  VerrUckung  des  ganzen 
Systems  der  Gesammtschwerpunkt  So  seinen  Ort  beibehalt? 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  soll  zunüclisl  dem  ersten  Körper 
eine  unendlich  kleine  Holation  von  der  Grösse  d(fi  um  die  zu  den 
Gelenkax(in  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  ertheill  wer- 
den, wührend  <f^  und  </ ,  coii^taut  bleiben,  so  dass  die  beiden  anderen 
Körper  nur  Translationen  au>tiilii i-n  düi(en.  Diese  Translationen  sinil 
für  beide  i,'k'ich,  und  zwar  sind  sie  ideuli^cll  mit  der  Iranslation  des 
Gelenkpunkles  (i,  .^.  Da  der  letztere  von  S^  die  Knlferiuinji;  .s,  besitzt, 
so  ist  die  Grösse  dieser  Translation  .v, Dieselbe  fianslalion  erHihrl 
auch  der  Gesammtschwerpunkl  »S^,;,  vom  zweiten  und  dritten  Körper. 
Beachtet  man  nun,  dass  für  jede  Stellung  des  Körpersystems  der 
Gesammlschwerpunkt  S^^  des  ganzen  Systems  auf  der  Verbindungslinie 
der  Schwerpunkte;  .S,  und  S.^  liegt  und  dieselbe  im  umgekehrlen 
Verhaltniss  der  iMassen  bezüglich  Massensunune  m,  und  [m^ 
theilt,  so  ergibt  sich,  dass  der  Gesammtschwerpunkt      dabei  eine 


eingüCuhrten  Bezeichnung  utg  ~  nti  -(-  nt,  -|-  lu«  ist. 

Um  dieses  Resultat  m  beweisen,  seien  in  nebenstehender  F^ur  S, 
Str^%  ^  <Uo  ^  Schwerpunkte  vor  der  Verrttckung  und 
Si,  Sl,  dieselben  nach  der  VerrUckuag,  bei  welcher  Si  fest  ge- 
blieben ist. 

Dann  muss  staltfinden: 


Verrttckung  von  der  GrOsse 


«,i/</,  erleidet,  wobei  nach  der 
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und  infolgedesäeu 

Es  ist  daher,  wenn  Mi  -f  in,  -|-     =     gesetzt  wird: 

v~«^       H"  ü — V'        4"  j 

•'O*'«  =  ~  «^2,3 =   —  ^l^Vi  • 

Mo  »*0 

Da  die  Verrttckung  yod  seokrecbt  zur  Lttngsaxe  S^t^  des 
eraten  Körpers  gerichtet  war,  so  ist  dies  auch  die  Yerrttekung  von  S^, 
Die  gleiche  VerrQckuDg  wie  ^,  sowohl  der  Grosse  als 
auch  der  Richtung  nach,  wird  daher  ein  Punkt  JTi  auf  der 


FiR.  t. 

Langsaxe  £^1(1^1.1  erfahren,  welcher  von  6\  nach  der  Seite  des 

Gelenkpunklcs  G,2  hin  die  Entfernung    * — «,  besitzt. 

Soll  nun  der  Gcsammtschwerpunkt  des  Körpersystems  fest 
bleiben,  so  muss  das  System  noch  einer  Transiation  unterworfen 
werden,  welche  entgegengesetzt  gleich  der  VerrUcknng  von      ist,  . 

also  die  Griissc  — ^ Sidfpi  besitzt.   Dadurch  wird  nicht  nur  Sj, 

Wo 

in  seine  alte  Lage  zurttckgeftthrt,  welche  er  vor  der  Verrttckung 
inne  hatte,  sondern  andi  der  Punkt  Ht  auf  der  Ulngsaxe  des  ersten 
Körpers.  Da  durch  die  zuletzt  hinzugefttgte  Translation  die  Winkel 
^,  ^  immer  nocdi  constant  geblieben  sind  und  auch  die  Grosse  der 
Zunahme  d^  des  ersten  Winkels  nicht  geändert  worden  ist,  so  wUre 
man  auf  die  scfaliessliche  Lage  des  Systems  auch  gekommen,  wenn 
man  von  vornherein  dem  ersten  KOrper  nicht  eine  Rotation  um  die 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  5,,  sondern  um  die  ihr  parallele  Axe 
durch  den  Punkt  Hi  ertheilt  und  gleichzeitig  den  beiden  anderen 
Körpern  nur  Translationen  gestattet  hatte. 

Die  Lage  des  Punktes  Bt  ist  vollständig  unabhang%  von  der 
anfiinglichen  Stellung  der  Körper  zu  einander;  sie  wird  allein  be- 
stimmt durch  die  Grosse  der  drei  Massen  des  Systems  und  die  Lage 
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des  Sphwerpiinklcs  S^  iniuM'lialb  des  erslon  Körpers,  nanius  folgt,  dass 
der  Punkt  //,  cino  fcslo  Lago  im  ersten  Körper  l)ositzl,  iinil  es  gilt  der 

Satz;  Der  l'unkl  //,  ist  der  Scli  vve  r  |)u  n  kl  eines  Massen- 
s\  Siems,  welches  man  erliiill.  wenn  man  in  dem  Gelcnk- 
p  II  n  k  l  («ijdie  Massen  tii^  und  m,  der  beiden  anC,,,  hangen- 
den Körper  und  im  Schwerpunkt  6",  die  Massu  «ij  des 
ersten  Kcirpers  vereinigt  annimmt. 

Dieses  Massensyblcm  sull  üeu  Namen  Mersleü  reüucirles 
System«  fiihron. 

Der  Beweis  ergiebl  sich  daraus,  dass  der  Schwerpunkt  dii'ses 
fingirlcn  Massonsystems  die  Veibindimgssl recke  der  beiden  Punkte 
S,  und  (»1,2  von  der  Grösse  s,  im  uiiip;(»kehrlen  Verliüllniss  der  Massen 
fiij  uDd  {m^-^mi)  tlieill.   Derselbe  liegt  also  auf  üi(it,2  und  besiUl 

von  Si  die  Enifemung   «, ,  d.  h.  er  Hllll  mit  I/,  zusammen. 

Für  diesen  Punkt  //,,  welclier  bisher  noch  nicht  in  die  Mechanik 
eingeführt  worden  ist,  der  al)cr  in  mehrfacher  Uinsiclil  wichtige 
mechaDische  Bedeutung  besitzt,  soll  dir  B( /nichnung  »Hauptpunkt 
des  ersten  Körpers«  und  Tür  die  Strecke  /.wischen  dem  Haupt- 
punkte //,  und  dem  üelenkpunkte  die  Bezeichnung  »Haupt- 
strecke  des  ersten  Körpers«  verwendet  werden. 

Es  soll  nun  ferner  dem  zweiten  KOrper  eine  unendlich  kleine 
Rotation  von  der  Grösse  liif^  uro  die  zu  den  (Jclenkaxcn  parallele 
Axe  durch  ertheilt  werden.  Sollen  die  Winkel  9t  9*2  dabei 
konstant  bleiben,  so  muss  der  erste  Körper  die  dadurch  hervoiigo- 
rufene  Translation  des  Gelenkpanktes  und  der  dritte  die  Trans- 
lation des  Gelenkpunktes  C,.,  erfahren.  Beide  TranslationeD  finden 
senkrecht  zur  Lttngsaxe  des  zweiten  Körpers  statt,  ihre  Richtungen 
sind  aber  entgegeng^tzt,  wenn  zwischen  die  beiden  Gelenk- 
punkte filllt.  Da  nach  den  Festsetzungen  ober  die  Richtung  der 
Langsazen  der  Abstand  des  Gelenkpunktes  von  n^aUv  zu 
rechnen  ist,  so  sind  die  Grossen  dieser  beiden  Translationen  durch 
—  fiäipi  und  i^ägti  dargestellt.  Der  gemeinsame  Schwerpunkt  S,,, 
des  ersten  und  dritten  KOrpers  erleidet  infolgedessen  eine  zur 
zweiten  LHngsaxe  senkrecht  gerichtete  Translation  von  der  Grosse 
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Dieses  Resultat  folgt  daraus,  dass  S,,,  auf  der  Verbindungslinie  der 
Schwerpunkte  S,,      liegt  und  dieselbe  im  VerbMtniss  «3 :  «i  theilt. 

Es  ist  also, 
wenaS,',S|'^,S,' 


drei  Punkte 
nach  der  Ver- 
rttckung  bedeu- 
ten (vgl.  Fig.  3) 


^  A 


1. 


Fig.  S. 


vrorauB  folgt,  da  SiHt  =  —  S^Sl  ist, 


(iw,  -f-  nij)  S,^  =  »1, .  Si  *>;  -f  »»3 .  4»3  Alj  ~  —  mi  •  rjtiy!,  -|-  »I3  •  «^rf^, . 
Es  ist  also 

mifj  -f-  ma*| 


Da  $2  zunilchst  als  fest  angenommen  ist,  so  resultirt  daraus  eine 
Verrttckung  des  Gesammtsehwerpunktes  S„  des  Systems  von  der  GrOsse 

ffl,  4-  ffla  —  m,r2  -f         .    _  —  ffliia-f  "'a*2  . 
«ö     '         /»,  -j-  »»3    ^  lllo  *^ ' 

Dieselbe  Yerrtickung,  sowohl  der  GrOese  als  auch  der  Kichtung 
nach,  erftthrl  aber  ein  auf  der  Lttngsaxe  des  zweiten  Körpers  ge- 
legener Punkt  B^,  welcher  von  8^  in  positiver  Richtung  die  Enb> 

fernung  — besitzt.    Ertheilt  man  dalier  hinterher  dem 

ganzen  System  eine  Translation  von  der  Grösse  -  =J?l!i±^»rfy„ 

so  wird  dadurch  nicht  nur  der  Gesammtschwerpunkt  S^t  sondern  auch 
der  Punkt  auf  der  Lttngsaxe  des  zweiten  Körpers  an  seine  alte 
Stelle  zurückgeführt.  Es  muss  infolgedessen  die  Rotation  des  zweiten 
Körpers  von  der  Grösse  dgi^  um  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele 
Aze  durch  stattfinden,  wenn  die  Lage  des  Gesammtsehwerpunktes 
erhalten  bleiben  soll.  Der  Punkt  spielt  daher  flDir  die  zweite 
Art  der  Verrttckung  des  Systems,  bei  welcher  nur  der  Winkel  ipt 
die  Zunnahme  d^  erleiden  soll,  wahrend  und  ^  constant  bleiben, 
dieselbe  Rolle  wie  der  Punkt      für  die  zuerst  betrachtete  Ver- 
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rUckung-  hv\  welcher  ipt  aUein  sicii  um  </(/,  Undorlc.  DiMuentsprechend 
sollen  i/j  der  Hauptpunkt,  und  die  StreckeD  zwischen  JV^  und  den 
Gelenkpunklen  und  (?2^  die  Hauptstrecken  des  zweiten 
Kdrpers  genannt  werden.  Beachtet  man,  dass  der  Hauptpunkt  //,  auf 
der  LSngsaxe  des  zweiten  Korpen  und  dass  er  von  eine 
Entfernung     besitzt,  für  welche  die  Relation  gilt 

so  ist  ersichtlich,  dass  er  mit  dorn  Sdiwerpunkte  des  Massensystems 
zusamroenföllt,  welches  man  erhält,  wenn  man  in  den  Gelenkpunkten 
Cr,,s  und  ^12,:,  bezüglich  die  Maisen  m,  und  in,  der  durch  diese  Ge- 
lenke mit  dem  zweiten  Kürper  verbundenen  Körper  concentrirt  und 
in  Si  selbst  die  Masse  des  zweiten  Körpers  angebracht  denkt.  Dieses 
fingirte  Massensystem  soll  »das  zweite  reducirte  System«  beissen. 

Bndlich  eigiebt  eine  analoge  Betrachtung,  dass  die  Verrtldmng 
des  Gesammtsyslems,  bei  welcher  sich  um  dtp^  Sndert  und  sowohl 
die  Grossen  der  Winkel  f^,  als  auch  die  Lage  des  Gesammt- 
Schwerpunktes  erhalten  bleiben,  auf  eine  Rotation  des  dritten  Kör- 
pers von  der  Grösse  dtp^  um  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Aie 
durch  einen  im  dritten  KOrper  festen  Punkt  H^,  verbunden  mit 
gleichzeitiger  Translation  der  beiden  anderen  KOrper,  hinausteuft. 
Dieser  Punkt  J?,,  weteher  der  Hauptpunkt,  und  dessen  Entfernung 
von  die  Hauptstrecke  des  dritten  Körpers  genannt  sein  soll, 
liegt  auf  der  LSngsaxe  des  dritten  Körpers  und  besitzt  von  5,  die 

EnlferauDg  —         "'^f,.    Da  diese  Entfernung  einen  negativen 
ivt« 

Werth  besitzt,  so  ist  tf,  zwischen  dem  Gelenkpunkle  Gs,,  und  dem 
Schwerpunkte     zu  suchen. 

Der  Hauptpunkt  fHUt  zusammen  mit  dem  Schwerpunkte  des 
»dritten  reducirten  Systems«,  d.  h.  des  Massensystems,  welches 
man  eAMit  wenn  in  G^^  die  Massen  i», ,  m-^  der  beiden  ersten  Kör- 
per «nd  in     die  Masse  des  dritten  Körpers  concentrirt  gedacht  wird. 

Als  Ucsultal  der  vorau%ebcnden  Betrachtung  kann  mau  den  Salz 

ausspieciicn: 

Satz:  Jede  VerrUckunc;  dos  Systems  dor  droi  Körper 
relativ  zum  (iesammtS(  li\N  erpunkt  S,,  aus  der  Lage  7^,,  y^,  tf^ 
in  die  uneodlich  benachbarte  9t'\'^9ii  9i-i'<h>ii  fs-^f^^h 
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kann  zerlegt  werden  in  drei  unendlich  kleine  Uolalionen 
um  Axen  dureh  die  drei  Haupt  punkte  verbunden  mit  Trans- 
lationen der  beiden  anderen  Körper,  welchen  der  betref- 
fende Hau[)l[)unkt  nicht  anijehort. 

Die  Hauptpunkte  des  ersten   und   dritten  Körpers  lieiK^n  den 
Gelcnkpunkten  nüher  als  die  Schwerpunkte.     Der  Hauptpunkt  des 
zweiten  Körpers  liegt  naher  an      oder  (^^  3,  je  nachdem  die  Masse 
griteser  ist  als  die  Masse  Hh  oder  umgekehrt. 

Es  solien  nun  folgende  Bezeichnungen  fUr  die  Hauptstrecken 
und  die  AbsUnde  der  Schwerpunkte  von  den  zugehörigen  Haupte 
punkten  eingeführt  werden  (vgl.  Fig.  4) : 

S^iji  =  62,3  //a  =  Ci  und  7/3  53  =  «,. 


Fig.  4. 

Nach  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwerpunkte  der 
redudrten  Systeme  mUssen  zwischen  diesen  Grössen  und  den  Massen 
der  drei  Körper  bei  dw  in  F%nr  4  aogenommenen  Lage  der  ein- 
zelnen Punkte  zu  einander  die  Relationen  bestehen: 


—  m,  Ci  -J-  (»1;,  -f  mj)  Ji  =  0 

—  ffl,    —  «ij    ~\-  wi.,  rf,  =  0 

—  (»j,  -\-  m^,c.  -\-  WI3    =  0. 

Infolge  der  drei  VerrilckuDgen  des  Systems,  welche  bezüglich 
einer  alleinigen  Aendcruog  eines  der  drei  Winkel  «p,  ent- 

gprecbon,  erleidet  jeder  der  Einzelschwerpunkte  drei  Translationen. 
Beachtet  man,  dass  die  Abslände  von  den  Hauptpunkten  positiv  oder 
negativ  zu  rechnen  sind,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder  negativer 
Richtung  auf  den  Lüngsaxen  verlaufen,  so  ergeben  sich  als  Grössen 
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diesof  riansliiliotuMi  bei  (Irr  in  der  Figur  angegeben  Lage  der  ein- 
zelnen Punkte  zu  einander 

lür  S^:  +ätdipi,  -^dtdtpt,  -^e^dipa. 

Von  den  drei  zu  einem  Sch\ver[)unlvlc  i^cliuicndcn  Vernlcknngen 
ist  iiunicr  die  en^te  senkreclil  zur  crslcii  Llingsaxe.  die  /wfil«'  senk- 
recht zur  zweiten  und  die  dritte  .senkrecht  zur  dritten  Langsaxe 
gorichtel.  Der  Siun  jeder  Yerriickung  ergibt  sich  aus  dem  Vor- 
zeichen dei-selben. 

Der  Werth  einer  jeden  der  drei  Verr  ii -kuiigen  des  Einzelschwer- 
punklcs  stellt  sich  in  der  Fürni  fj^dffj  dar,  wobei  fj^  die  posiliv 
oder  negativ  zu  rechnende  Länge  einer  Hauptstrecke»  bedeutet.  Der 
Index  j  soll  andeuten,  dass  die  VerrUckung  eine  Folge  der  Rotation 
um  den  Hauptpunkt  Hj  ist,  und  der  Index  A,  dass  dieselbe  dem 
Schwerpunkte  angehört.  Die  Wertbe  der  Factoren  f^^  sind  in 
folgender  Tabelle  niedei^gelegt. 


A 

Au 

— 

2 

—  r, 

3 

+  «3 

Die  Gesammtvcrrtlckung  eines  jeden  Schwerpunktes  ist  nun 
die  geometrische  Summe  (Resultante)  der  drei  zugehörigen  Einzel- 
verrttckungen.  Sie  wird  also  erhalten  als  Schlusslinie  eines  Strecken- 
zuges, der  in  Sf^  beginnt,  und  dessen  Seiten  den  drei  Einzelverrückungen 
in  beliebiger  Aufeinander rolge  geometrisch  gleich  sind. 

Um  die  gcotnetri.sche  Sumnie  anahtiscli  zu  heslininien,  hat 
man  jetie  VerrUckung  auf  dii^  beiden  C.ooi  (Imatetiaveii  /u  pi ojieiren. 
Zu  dem  Zwecke  ist  zu  Ijeaditen.  da.ss  die  drt'i  \ (MiilckiiiiL^i'n.  welche 
mit  luultiplicirt  sind.  <Mnander  parallel  und  zwar  .senkreclil  zur 
;(en  Liing.>axo  verlaufen.  Die  Richtung  der  po.siliven  Verrückung 
Ij^ä^j  bildet,  wie  man  aus  Figur  5  erkennt,  mit  der  positiven  X-Axe 

und  ^Axe  bezag;lich  die  Winkel  %  und  i^^  Es  besitzen  daher 
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Fig.  «. 


die  Projecttonen  der  Verrückung  aul  die  positive  A-Axe  und 

die  positive  ^Axe  bexdglicb  die  Werlhe 
fji,  cos  (fjiiqij  und 

Da  die  Projeclion 
der  geomotoischea 
Summe  der  drei  Ver- 
rückuDgen  des  Schwei^ 
puDkles  5a  auf  jede 
der  Goordinatenaxen 
gleich  der  Summe  der 
Projectioneo  der  drei 
VerrOckungen  auf  die- 
selben Axeo  ist,  so 
bat  man  fllr  die  Pro- 
jectton  der  Gesamml- 
vcirilckuiiij;  von  \  aiil 
die  positive  A-Axc 
den  Werlli 

UDd  für  die  Projccliou  derselben  aui  die  posilivc  Z-Axe: 

3 

Man  erh»ll  daraus  für  das  Quadrat  der  GesanioitverrUckuog  des 
Schwerpunktes  S„: 

cos  (fjdtfj^  +  (^'/.*  si»  %  '^%)  ' 

Nuu  ist 

4-         COS (fi cos  (fidif'idtpi 

und 

+  Vi  sin  »»i<'yi<^Vi + »'^  Vi    9"»    « ^9» 

+  8/»/»  sin  fim  fidiptdfi . 
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Beachtet  man,  dass 

coßVj  "H  =  <  und  coB^'^cos^'k  -[-  5109^8109«  =  C06 (9< —  9») 
ist,  so  erhtth  man  far  das  Quadrat  der  Verrtickung  des  Schwerpunktes 
Sj,  den  Werth: 

fihäff^i + ß  'hi  +  Ii  ''♦r'  H-  2/;*/2A  cos  ( V ,  —  7^,)  f/f ,  % 

+  2/"„,/",A  cos     —  (f:)d(py(i(f:^  -j-  H\,f\u  cos(f/-2  —  (1x1(1 'f  idq,^. 
Dieken  Werth  kann  man  kurzer  in  der  Form  schreiben: 

wenn  man  festsetzt,  dass  stets  i<^k  sein  rouss. 

Dividirt  man  das  Quadrat  der  VerrOckang  von  durch  d^,  wo 
I  die  Zeit  bedeutet,  so  erhalt  man  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
Vi,  des  Schwerpunktes  Si,.  Bezeichnet  man  den  in  dem  Ausdrucke 

auftretenden  DiiTerentialquotienten       welcher  die  Winkelgeschwindig> 

keitder  Rotation  des      Körpers  ausdruckt,  kurz  mit  ^J,  so  ersieht 
sich  als  Werth  des  Quadrates  von  v«: 

(wo  stets  i<i_k). 

n«>r  Hciling.  welchen  der  Schwerpimkl  S,^  infolge  sfinor  eignen 
Hewegiiiig  rchiliv  zuni  (lesarnnitscliwcrpiiiikle  Itir  Ji»'  i^psainnite  le- 
bendige Kraft  des  Kürpcrsyslcms  leistet,  besitzt  daher  die  Grüäse 

— 15'/«»/;»  r«/»  ivt — V»)  v/v»'  • 

Dieser  Ausdruck  gilt  für  den  Schwerpunkt  »S, ,  Si  oder  ifj,  je 
nachdem  man  fUr  h  den  Werth  1 ,  2  oder  3  einsetzt. 

Man  erkennt,  dass  die  zu  den  drei  Schwerpunkten  gehörenden 
Werthe  von  im^vl  sich  nur  in  den  Produclen  Wj^/yi  und  w)*/)^/"« 
unterscheiden.  Man  erhalt  infolge  dessen  den  Beitrag  ftlr  die  lebendige 
Kraft,  welchen  die  drei  Schwerpunkte  zusammen  infolge  ihrer  eignen 
Geschwindigkeit  leisten,  und  welcher  ([^eich  der  Summe  der  Einzel- 
beitrttge  der  drei  Schwerpunkte  ist,  indem  man  in  dem  obigen  Aus- 
drudE  an  Stelle  der  Grossen  m,,ff,,  und  fihMiA  bezüglich  die  Summoi 

und  einselzl.  Derselbe  besitzt  daher  den  Werth : 

I  I 
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3  S  1  S 

I  t  1.  1 

+  V,'^'  cos  {y,  —  (fh)2^  »»»/i»/*»  H-  W ^'  CO«  (9>i— V;»12'»  «»  A*/!^»  • 


Ausserdeiii  kouimt  mm  für  die  lehendiire  Kraft  des  Sjstoiut» 
relativ  ziiiiiGcsaiiitntschwerpunkt  noch  vun  jedum  KOiper  die  lebendige 
Kraft  hinzu,  welche  er  infolge  seiner  Winkeli^eschwindiykeit  (fl  be- 
sitzen würde,  wenn  er  die  Drehung  nicht  um  eine  Axo  durch  den 
Hauptpunkt  i/^.  sondera  um  die  parallele  Axe  durch  deu  Schwer- 
punkt S,,  ausführte. 

Bezeichnet  allgemein  den  Trügheilsrudius  des  A*'"  Körpers  in 
Bezug  auf  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axc  durch  seinen  Schwer- 
punkt so  sind  die  drei  von  den  Winkelgeschwindigkeiten  um  den 
Schwerpunkt  eines  jeden  Kürpers  allein  herrührenden  Beiträge  für 
die  lebendige  Kraft  des  Systems 

fWiXiVi'*»     iWi^iVa'*,  iw»x5vi?. 

Diese  drei  Beslandtheile  addiren  sich  zu  den  früher  angeführten 
hinzu,  und  man  erhttlt  als  Werth  der  lebendigen  Kraft  relativ  zum 
Gesammtschwerpunkt: 

-\-  tf[ cos ,  —  Vjiy*  mklihfv.  -\r  viVa  t^os  (y,  —  ya)^'* i»i.I\hU 

t  1 

:i 

-f  •  y.^*^;  cos  [if^  —  yjjV*  M'A/i»/luk  . 

I 

Die  Ausdrücke  «'^J^ -hi *'"*/>*        ^'•'"hlthiik  hesilzeu  eine 

1  t 

bemerkenswerthe  Bedeutung. 

Rs  ist  nach  der  Tabelle  auf  S.  26: 

«i»!  4-^*        =        +     +      +  »»»}  ''i  • 
I 

Da  X,  der  Triigheitsradius  des  ersten  Körpers  in  Bezug  auf  die 
den  Gelenkaxen  parallele  A\e  durch  den  Schwerpunkt  <S',  ist,  und 
da  der  erste  Haiiplpuiikt  7/,  vun  »S,  die  Entfernung  f,  besitzt,  su  ist 
w,  (x'f -[- <^if)  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Korpei  s  in  Bezug  auf 
die  Axe  durch  den  llauptpimkl  //, .  Ferner  ist  iii,  -f-  m)U\  das  Trilg- 
lieilaiuuiueul,  welclies  die  beiden  Massen  m-^  umi       in  Itezug  auf 
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die  Axc  diiicli  //,  besitzen  umdiMi,  wenn  sie  im  Gelenkpunkte  G,2 
coQceotrirl  wäreu,  deoo  6\j  besilzl  vua  Ui  die  EoUeroung  di.  Es 

isl  daher  der  Ausdruck  fn^i^  -^^itm^ß,  das  Trigheitsmoment 

des  ersten  reiiucirlcn  Systems  in  Keziig  auf  die  zu  den 
Geleokux-eu  parallele  Axe  durch  den  Scbvverpuakl  i/|  des- 
selben. 

Die  Masse  des  reducirlea  Systems  isl  gleich  der  r.psiunmUnaBse 
iiio.  Bezeichnet  man  deo  conslanlen  Ttiigheilsradius  des  ersten 
reducirlen  Systems  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  seioeo  Schwerpunkt 
Hl  mit       80  wirti 

«'ixi  +^'*«»/uk  =  "'«Ar. 

Aus  den  Werthen  für  die  beiden  anderen  Ausdrucke 

9 

"a«^  +^*«»/»     («I  +  ««)  <^  +  w»  W  +  «5 

geht  hervor,  dass  »Jjx]  ;  das  Trägheitsmoment  des  zweiten 

reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele 

3 

Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  i/j  und  »»,>t  !  4-^*        das  TrJig- 

heitsmoment  des  dritten  reilucirlen  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Scliwerpui^t  Ist. 

Bezeichnet  man  die  beiden  zugehOrigon  Trftgbeitsradien  bezQg- 
llch  mit     und  ft^,  so  hat  man 

•j 

t 

Diese  Uesultale  sollen  zusaniniensj^i'fassl  werden  in  den 
Sats:    Das   Quadrat    der    Winkelgeschwindigkeit  ist 
in  dem  Ausdrucke  fUr  die  lebendige  Kraft  des  Körper- 
gyslems  relativ  zum  Gesaininls<-h werpunkt  niultiplicirl 
mit  dem  Trügheitsmomenl  des       reducirten  Systems  in 
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Bezug  auf  die  den  Gclonkaxen  parallele  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  //*  desselbeu. 

Ferner  ist  nach  der  Tabelle  auf  S. 

3 

1 

Nach  den  Relationen  auf  pag.  25  ist  nun 

m,«,  r=  (iiij  -\-  w.,)  (/,  und 
}if]f] —       ^  —  ^i^i'  Es  ist  daher 

:i 

=  (»»»  +  ni^diCt  +  »i.cijfj  —  iWorf,r, . 

In  gleicher  Weise  leitet  mau  unter  BerUcksichligung  der  Rela- 
tionen auf  S.      ab,  dass 

^  n 
J^'^»'hi\i,U  =  tnod,C3      und  =  w'o<^»Ca  . 

Durch  Vergleichen  dieser  Werthe  mit  denen  der  Tabelle  auf 
pag.  26  erkennt  man,  dass 

rfiCi  =  —       ,    J.Cj  =  —  /"„/"a,    und    d^c,  =  —  f^fn . 

Man  kann  daher  allgemein  schreiben  ^i^wi,l\,,[u,  ^  —  m^fafki-  Der 

Ausdruck  fitr  die  lebendige  Kraft  des  Körpersystems  relativ  zum  Ge- 
sammlschwerpuukt  erhalt  infolgedessen  die  kürzere  Form: 

—  «•/'lA  cos(y, — *hWi^— »o/ttAicos{9, — Vi,)^;^; 

—  mt/ssAi cos  (^2  —  fh)*h*p3 ' 
Da  die  Gesammlmasse     allen  Gliedern  gemeinsam  ist,  so  kann 
man  ^m,  als  Factor  absunderu  und  erhUll  dann 

wobei  imiuer  i  <^  k  seiu  uiuss. 

Dabei  bedeuten  also  m„  die  Gesammlmasse  des  Systems,  kj  den 
Triigheitsradius  des  reducirlen  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den 
Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  Hj,  und  ftt*  fu 
die  in  der  Tabelle  auf  S.       niedergelegten  Hauptstrecken. 

Es  ist  zu  beachten,  da.ss  in  dem  Ausdruckt«  für  die  einzelnen 
Massen      gar  nicht  explicit  auftreten.  Dies  ini  der  Einführung  der 
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HaapCstrecken  und  der  Tragheitsradieii  kf  ta  ▼erdankeo*  Die 
Grftasea  dieier  Strecken  hingen  haoiiMkihlich  von  der  Masse  und 
Massenvertbeilung  der  einsehien  Körper  ab,  und  der  EinflnsB,  den  die 
einielnen  Massen  auf  den  Werth  der  lebendigen  Krall  des  ganxen 
Systems  ausoben,  macht  sich  allein  in  der  Lange  dieser  Strecken  gelteod. 

Der  Factor  von  ist  äquivalent  mit  dem  Quadrate  einer 
linearen  Geschwindigkeit  Man  kdonle  daher  auch  in  der  Form 
schreiben 

WO        vi = ys  %7  —  2>w»/rt/*.  cos  (y, — y^v; 

^  I  s 

(«•<*)• 

Der  Gesammlschwerpunkt  Si,  des  Systems  beatze  die  recht- 
winkligen Goordinaten  ,Fig.  \  \  .  Bleibt  nun  derselbe  nicht  fest, 
sondern  bewegt  er  sich  mit  der  Geschwindigkeit  ««,  wo 

—  so  ^  » 

SO  re>iiltiit  daraus  ein  weiterer  BesUndtlieii  7^,  für  die  gesammte 
lebendige  Kraft  T  des  KOrpersysteois,  nämlich  T^=  lm^»l  >  Es  ist 
daher 

T=  i;-f  T„  =  im,fy,-\-vl},  d.  Ii.  aber 

B.  Das  büditigl  bewej^liche  System. 

Wenn  das  System  der  drei  Körper  frei  beweglich  ist,  so  sind 
die  fUof  Coordiuatcn  9i,  und  Ct  vollständig  unabhängig 

von  einander.  Ist  dagegen  die  Bewegung  des  Systems  an  gewisse 
Bedingungen  geknOpfl,  so  treten  in  vielen  FttUen  die  Goordinaten 
Iti  &  des  Gesammtschwerpunktes  in  Abhängigkeit  von  den  Winkel« 
grossen  y«.  Besteht  z.  B.  die  Bedingung  fur  die  Bew^ung  des 
ROrpersystems  darin,  dass  ein  Punkt  mit  den  Goordinaten  «t ,  yi  auf 
einer  der  drei  LSingsaxen  festbleibt,  so  ist  im  Cbrigen  jede  Lage 
und  Haltung  des  Körpersystems  durch  die  drei  Winkel  9)1,  ^j,  ^ 
vollständig  bestimmt.  Es  muss  also  gelingen,  die  Goordinaten  des 
Gesammtschwerpunktes  fo,  ^  bei  dieser  Bedingung  für  die  Beweg- 
lichkeit des  Systems  durch  die  Grossen  und  die  Goordinaten  jr,,  :, 
des  festbleibenden  Punktes  auszudrucken. 
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Fur  die  Darstellung  der  Grossen  (o?  £o  FuncUoDen  von  9:,, 
ff,,  ff,.  X,  und  2,   leisten  nun  wieder  die  Hauptpunkte  der  drei 

Körper  wosenllahc  Dienste.    Es  gilt  namlicli  der 

Satz:  Man  gelangt  stets  zu  di  u»  (lt'aanimtschwer[)iiiikle 
1^  des  Körpersystenis,  wenn  mau  von  irgend  einem  Haupt- 
punkte IIj  der  drei  Körper  aus  die  geonielrisriie  Summe 
der  /u  den  beiden  anderen  Körpern  gehörenden  Haupt- 
strecken l)ildet.  welche  innerhalb  des  gebroclienen  Linien- 
zuges der  drei  LUngsaxen  deui  Hauptpunkte  Uj  zugekehrt 
sind. 

Es  ist  also  nach  diesem  Salze: 

[//.S,]  =  [G,,//,l  +  [G^,/f,] 
[//.So]-=[G,,,//,]  +  [G,,/f,l 

[7/3  S0I  =  [G^,:,//,]  H-       Wil   (vgl.  Fig.  4  auf  S.  25). 
Beweis  dieses  Satzes:  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  0  aus  die  Verl)indung8Strecken  nach  den  drei  Einzelschwer- 
punkten     und  dem  Gesammtschwerpunkte  S^,  so  findet  bekanntlich 
die  Relation  statt 

wo  das  .^-Zeichen  die  geometrische  Suininalion  andeuten  soll.  Der 
Punkt  0  ist  ganz  beliebig.  Insbesondere  kann  derselbe  mit  dem 
Hauptpunkte  //,  zusammenfallen,  dann  ist 

TO»[/fi  5«]  =  «*,  [//i  S^]  +  m^iH,     4-  »»3 [//,  S,] . 
Ersetzt  man  nun  die  Strecken  [U^S^]  und  [//|<S;,]  durch  die  geome» 
Iri.^chen  Summen  +  [G,,,SJ  beiUglich  [1/,G,.J  +  [G,.,G,^] 

+  [Cl.:.Sa],  SO  folgt 

Wendet  man  denselben  Satz  auf  die  drei  reducirten  Systeme 
an,  indem  man  beim  ersten  von  IT,,  beim  zweiten  von  6,.,  und 
beim  dritten  von  G^^  ansgelit  und  berücksichtigt,  dass  ifi,  A|, 
die  Schwerpunkte  derselben  bedeuten,  so  erhttlt  man,  da  [//, //|] 
=  L^' 1.2 ^'1.2]  =  L^a.t^'is]  =  0  ist,  die  Relationen: 

0  = ,«,[//,«,] +  >,-f-i«3)[//.G,,,l 

AUmO.  i.  E.  8.  «toMllMk.  4  WiHiflMk.  XZXUL  | 
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Infolgedessen  geht  die  obige  Formel  über  in 

«.[ir,  S,]  =  m.[G,,^  ifj  +  «o[C„  IIJ , 
so  dass  sich  In  der  That  eingibt 

Usst  man  den  Punkt  0  mit      zusammenfallen,  so  ist 

Femer  gilt 

+  iii,[//,Sa  +  «,[ff,G  J  =  0 

'"»[^i'^al «    folglich  ist  auch: 
[ä;SJ  =  [C.^//,]  +  [G„//,]. 
Auf  enisprecbende  Weise  ergibt  sich  die  dritte  Relation : 

Dieses  Rosulljit  kann  man  auch,  wie  beilüutig  hemerkl  sein  soll, 
verwenden,  um  sich  mit  Hülfe  eines  einfachen  Mei-hanisnius  aus 
(lailunsl reifen  für  alle  Stellungen  der  Liingsaxen  der  drei  K('irper  zu 
einander  die  Lai^e  des  Gesamnilsehwer|iiinkli's  zu  versehalTen  iin<l 
sich  gleichzeitig  die  drei  Verrückuugvsarlcn  des  Systems  zu  ver- 
anschaulichen. 

Dieser  Mechaotsmus  soU  durch  die  beifolgeode  Figur  G  an- 
gedeutet sein. 

^1^12»  ^'i.i^i.s»  G'i  i'^;!  sollen  die  Liingsaxoii  der  drei  Körper 
und  Iii,  die  auf  ihnen  gelegenen  Uauplpuakle  reprUsentiren. 


Diese- drei  Streifen  sind  in  (1,2  und  (i-n  gelenkiuili,'  verhiin<len. 
Die  Übrigen  sechs  Carlonstreifen  JH^.  II^K,  A7/,,  JS  und  \Ä 
sind  in  den  Punkten  Hi,  H^,  U^,     &  und      in  der  aus  der  Figur 
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erkennbaren  Weise  gelenkartig  mit  einander  bezüglich  mit  den  drei 
LilngsaxonslteilV'ii  verbunden.  Sind  nun  die  Dimensionen  der  Streifen 
s<»  gelrolFen,  dass 

S^K  =  JII2  =  ifJ^u2  und        =  Äi/a  =  //^^'j, , 
80  miiss  ftlr  jede  Stellung  der  drei  Liingsaxen  zu  einander 


ilic  des  llcsamiiilschwiTpunktes  iJai>lt'IU'n. 

Man  kann  sirli  nnt  llulfc  dieses  .Mtn  li;inisinii>  aiicli  jode  diT 
drei  Von  ilckiinuen  vi-ianx  liaitlirlicn.  hei  weldn-i  luir  eine  iI(m-  drei 
(irossen  7.,  <p.>^  if  ,  ilirt  ii  U'crlli  hindert,  wühriMid  jodos  Mal  die  beiden 
anderen  constaiil  bleiben.  HiUt  man  nftnili»  Ii  //  mn!  .S„  ft»s(,  so  ist 
aucb  H^J  und  JS„  feslyc'lcgt,  und  es  kann  das  erste  iiiied  zwar 
nach  um  //,  rotiren,  die  beiden  anderen  können  aber  nur  Trans- 
lationen beschreiben,  da  (1.11,  immer  parallel  dem  feslgestelllen 
Glie<l  //,./,  und  V'-,:\i^i  parallel  dem  restgeslelllcn  Glied  ./\  bleiheri 
muss.  Die  beiden  anderen  Verriickungsarfen ,  bei  welchen  nur  if., 
bezüglicli  (f^  seinen  Werth  ändert,  erhält  man,  je  nachdeui  man 
und      oder  tf,  und  festhttlt. 

Es  soll  nun  ein  Punkt  /*,  mit  den  (looidinaltm  j:, ,  z,  auf  der 
ersten  Llingsaxe  fest  bleiben  und  der  ei^sle  Hauptpunkt  von  dem- 
selben in  positiver  Uichtung  die  Enlfeinimg  c,  besitzen.  Da  allgemein 
die  positive  Uichtung  der  J"*  Läogsaxe  mit  der  positiven  Xr  und 


i>ezOg1ich  die  Winkel  (A  und  [n  -f  (^>)  bildet,  ao  erhalt 


man  für  die  Coordinaten  ^  des  Schwerpunktes  nach  dem  oben 
abgeleiteten  Satze  die  Werthe: 


Daraus  folgt  far  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  tr,  des  Gesammt- 
acbwerpunktes,  da  Xx  und  «1  conslant  and: 

1^      + {j*  =  c?r,;^  -I-  (^c^;»  4-  6?^;^  +  äc.ccos  (y,  -  ^t)  vi  vi 


und 


{l  =  «,  —  C|C089t  —  C|C08^s  —  <^C08^  . 
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Bs  iBt  demnach  für  diesen  Fall  die  gesanunle.- lebendige  Kraft 
des  Kflrpersystems  nach  der  Formel  auf  S.  38  und  der  Tabelle 
auf  &  86: 

T  =  i  m,  m  +  cTi  q?  +  {kl  +     <f  ?  +  [hl  +  c?)<3P? 
4-  2  (c,  -f-     Ca  cos  (y,  —  y^}  (f[  (f^  -'r  2  (c,  -f-  </,;  c,cos  ((^',  —  f/;,)  y  i 

+  2  (c.>  -j-  d^)  f., cos (f/^.,  —  (^;\  (f  '-itf  '] . 

Dabei  ist  »»„  Äif -f-  c?)  das  Trrtgheilsuioinent  des  ersten  reducirten 
Systems  in  Bezug  auf  die  zu  den  GeleDkaxen  parallele  Axe  durch  , 
dagegen  sind  [k]  -{-  und  »10(^3  4~  ^^'^  Tragheilsniomcnle  des 
zweiton  und  dritten  reducirtcn  Systems  in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe 
durch        bezüglich  durch  («^  i  • 

Setzt  man  k]  -\-  c]  =  ,  -)-  r ^  =  ,  k]  -\-  c]  =  ,  wo  A, ,  A^ ,  A , 
die  Trägheit:»radien  der  drei  reducirten  Systeme  in  ßezug  auf  die 
bezüglich  durch  i^  («1,2  und  G^j  gehenden  Axen  bedeuten,  und 
schreibt  man  femer  c,  -j-  dj  =  ji ,  -{-  «'s  =  's*  bo  nimmt  der  Werth 
fttr  die  lebendige  Kraft  die  etwas  einfachere  Form  an: 

4-  aiiCjCOS  (9>,  —  Va)        +  2  (,c,cos  (9>,  —  q>i)  • 

Wahrend  im  Falle  vollständig  freier  Beweglichkeit  des  Systems 
<lie  lebendige  Kraft  von  deu  lünl  von  einander  unabhsingigen  Coor- 
(linatcn  f/, ,  (f  ,.  (/  ,,  f,,,  ]h'/.uixVu  \\  deren  Ahgeleitelcii  iiLhing,  gehen 
unter  der  Bedingung,  dass  ein  Punkt  des  Systenjs  festbleibt,  nur  die 
drei  Winkel  ,  ^j,  (p^  und  deren  Abgeleitete  in  den  Ausdruck  für 
die  lebcndiire  Kraft  ein,  so  dass  derselbe  von  den  VVerthen  a?i,  2| 
der  Coordinati'n  des  feslbleibenden  Punktes  unabhängig  ist. 

Zu  demselben  Ucsultale  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ge- 
langen. 

Alan  kann,  ühnlich  wie  frtlher,  die  Frage  anfwerfen:  »Um  welche 
Axe  mnss  die  der  Änderung  eines  der  drei  Winkel  7,.  entsprechende 
tmendlich  kleine  Hutatiun  stattfinden,  daniil  bei  gleichzeitiger  Trans- 
latioQ  der  beiden  anderen  KOrper  der  Punkt  /*i  auf  der  ersten  Lflngsaxe 
festbleibl?« 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  nicht  schwer.  Man  erkennt 
ohne  Weiteres,  dass  die  unendlich  kleine  Rotation  des  ersten  Körpers 
um  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  P| ,  die  der  beiden 
anderen  Körper  dagegen  um  eine  der  beiden  Gelenkaxen  selbst  statip 
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finden  nuiss,  und  /.war  für  d(Mi  /.weiten  K^irpcr  um  die  durch  Gf^2 

und  für  den  drillen  um  die  durch        flehende  A\e. 

Infolge  dies(M-  Dotationen  iiiul  i.'!eicli/,eilii.MMi   Tr;m>l;iti<mcn  (m- 

faliren  die  drei  Einzeln  hwerpuuklc  nach  dcu  umgeiuhrlea  Bezoich- 

nuDgen  folgende  Transiaiionea : 

S| :      (c,  —  «f,)  dy,  ,  0  ,  0  , 

St  '      (ci-\r  äi)  (i(fi  ,      ir,  —  e.)  d(f  .i ,  0  , 

S^:       (c,  +  d^)d<p^  ,        f.  +  (/,  il(p.^  ,       (ca  -|-  Cjjrfff ,  . 

Es  empfiehlt  sich  wiejlei .  für  die  Faclorcn  von  d<fj  Uezc^ich- 
DUDgen  ffk  einzuführen,  welche  eine  kürzere  Schreibweise  der  Formeln 
gestalten,  wobei  der  Index  j  übereinstimmt  mit  dem  Index  des  zu- 
gehörigen Factors  dtp  und  der  Index  h  andeutet,  dass  die  Grosse 
zu  einer  Verrttckung  des  Schwerpunktes  5«  gehört.  Die  Werthe 
der  fj^  sind  daher  die  in  der  folgenden  Tabelle  niedeifielegten: 


h 

1  /; 

1 

i 

0 

0 

Cj  —  e-i 

0 

3 

t-2  +  d-i 

^3  ~|~  ^3 

Da  nun  von  den  drei  zu  ein  und  demselben  Schwerpunkte  ge- 
hörenden Tramdationen  wieder  immer  die  erste  senkrecht  zur  ersten 
Langsaxe,  die  zweite  und  dritte  senkrecht  zur  zweiten  bezüglich 
dritten  Llngsaze  gerichtet  ist,  so  erhittt  man  unter  Wiederholung  der 
früheren  Bntwickelungen  als  Werth  der  lebendigen  Kraft  des  KOrper- 
Systems  nach  S.  S9 : 

3  3  2  :i 

wo  stets  i<k. 

In  diesem  Falle  hat  man  damit  den  vollständigen  Ausdruck  für 
die  lebendige  Kraft,  weU  nicht  blos  die  Verrttckungen  der  Einzel- 
scbwerpunkte  relativ  zum  Gesammtschwerpunkte,  sondern  die  ganzen 
Verrttckungen  derselben  m  Betracht  gezogen  sind,  welche  sie  unter 
der  für  die  Bewegungen  gesetzten  Bedingung  erfahren. 

Da  die  nicht  mehr,  wie  früher,  Hauptstrecken  bedeuten,  so 
gelten  jetzt  nicht  mtUxt  dieselben  Relationen  für  die  in  dem  Aas- 
drucke auftretenden  Summen. 
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Für  mixf-f-^AmjkfS  ergibt  sich  nach  der  Tabcllu  auf  S.  37  alü 
ütidculung:  das  Tragheilsmomenl  des  ersten  reducirteu  Systems  in 
Bezug  auf  die  A&e  durch        Die  Ausdracke  f'h^-t^'>m„fSi  und 

»*3»a +^*"'*/3*  hedeuten  das  Tragheibmouieul  des  zweiten  bezüg- 
lich dritten  reducirten  Systems  in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe  durch 
Cij  bezüglich  durch  G^i-. 
Ferner  ist 

=  ««»(t^i  -i-  «^t)  (Ca  —  «f«)  4-  m^{ct  -j-  «'i)  l*i  +  «^a) 

I 

:) 

^*«»*/u/»  —  »««(t^i  +      (Ci  +  t'a) 
2f''"*kl3kfL  =  "*a(ta  4-      (Cj  4"  «s)  . 

Da  infolge  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwerpunkte 
der  reducirten  Systeme 

—  «a)  +  «»»(«» 4-     =  "»»«i  und 
»»3  (fa  4-  Ca)  =  «»«b   isl»  80  folgt  der 

schon  auf  S.  36  ang^  gchene  Werth  fttr  T. 

Auf  analoge  Weise  erledigen  sich  die  Falle,  mto  ein  Punkt  der 
zweiten  oder  dritten  Langsaxe  festgehalten  wird.  Auch  die  Be- 
handlung des  Falles,  in  welchem  der  festbleibende  Punkt  nicht  auf 
der  Uingsaxe  eines  Körpers  liegt,  bringt  keine  neue  Schwierigkeit 
mit  sich,  wenn  sich  auch  einige  Glieder  in  dem  Ausdrucke  fUr  T 
etwas  verwickelter  gestalten. 

Es  ist  gerade  der  eine  Fall  herausgegriffen  und  ausfilhrlich  be- 
handelt worden,  weil  er  am  menschlichen  Körper  ein  Analogon  findet. 
Ein  am  ruhenden  Körper  hlingendes  Bein,  welches  nch  parallel  der 
Medianebene  des  Menschen  bewegt,  bietet  unter  gewissen  Ein- 
schränkungen ein  solches  System  dreier  hintereinander  durch  Gelenke 
verbundener  Körper  dar,  deren  Axen  für  die  voraui^esetzte  Be- 
weguugsart  nahezu  einander  parallel  laufen. 
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II.  Die  Elemeutararbeiten  der  Kräfte. 

Im  AUgemeinen  wird  nun  die  lebendige  Kraft  de?  Syslems  wah- 
rend der  Bewegung  nicht  constanl  bleiben.  Die  Änderungen  des 
Werthes  derselben  stehen  in  bestimmter  Beziehung  zu  den  Elementar- 
arbeiten der  wirksamen  äusseren  und  inneren  Krttfte.  Um  diese 
Beziehungen,  welche  in  den  Bew^ng^tetchungen  des  KOrpersystems 
ihren  Ausdruck  finden,  zu  foraiuKren,  ist  zunächst  festzustellen, 

»welche  Blementararbeiten  die  am  Körpersystem  wirk- 
samen Kr&fte  leisten,  wenn  das  System  einer  beliebigen 
VerrOckung  unterworfen  wird«. 

Zu  dem  Zwecke  hat  man  nur  die  GrOsse  und  Richtung  der 
Translation  zu  bestimmen,  welche  der  Angriflspunkt  der  Kraft  bei 
der  VerrUckung  des  Systems  erleidet.  Die  Projeclioo  dieser  Trans- 
lalioQ  auf  die  Richtung  der  Kraft  niultipHcirt  mit  der  Intensität  der 
letzteren  gibt  den  Werth  »h-i  Kleinentiu arbeit ,  vveh'he  die  Kraft 
wührend  der  betreffenden  Verruckuug  des  ganzen  S\><teuis  leistet. 
Ist  die  InlensitiU  der  Kraft  A',  die  Grösse  der  Translaliuu  ihres 
Anf4;rillsj)unktes  t/r  und  der  Winkel  zwischen  (h-ii  Uiehlunyen  von 
Kiafl  und  Translation  so  besitzt  denmach  die  Eleiueuturarbeit  der 
Krall  den  Werth: 

Kcosydr . 

Bs  muss  nun  in  jedem  Falle  Gegenstand  einer  besonderen  Unter- 
suchung sein,  die  Grosse  der  Translation  des  Angriffspunktes  und  den 
Winkel  /  aus  den  allgemeinen  Coordinaten  des  KOrporsystems  zu  be- 
stimmen. 

Diese  Untersuchung  soll  zunächst  im  Princip  fUr  das  frei  beweg- 
liche System  und  dann  fUr  das  System  angestellt  werden,  bei  wel- 
chem der  eiste  Körper  um  eine  feste  zu  den  Gclcnkaxon  parallele 
Axe  drehbar  ist. 

A.  Das  frei  bewegliche  System. 

Die  Lage  des  Systems  ist  durch  die  fOnf  von  einander  unab- 
hängigen Coordinaten  r/i,  </2,  (fi,  h  und  Co  bestimmt.  Wie  schon 
früher  erläutert  wurde,  kann  dasselbe  aus  einer  Lage  in  iigend  eine 
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unendlich  benachbarte  dadurch  Obergeführt  werden,  dass  man  suc- 
cessive  dem  System  (Unf  Yerrttckuogen  ertheill,  bei  welchen  immer 
nur  je  eine  der  fUnf  Coordinaten  ihren  Werth  ttndert,  wahrend  alle 
anderen  constant  bleiben. 

Einer  alleinigen  Änderung  des  Winkels  tpj  um  dtpj  entspricht 
nach  den  Irilheren  KüInn  ickelungen  eine  nntMullich  kleine  Kolation 
des  Körpers  von  der  Grösse  (l(f^  um  die  zu  den  (»elenkaxen 
(»aialteie  A\e  durcii  den  Hauptpunkt  //,  ,  verbuudeu  iiiil  gluiclueiliger 
Translation  der  beiden  anderen  Kör[>cr. 

Einer  alleinii^en  Äenderun^  einer  der  Strecken  und  f„  um 
(/fu  bezilizlich  (/^y  ents|)riclit  eine  IVanslalion  des  ganzen  Körpeisysleuis 
von  der  Grösse  d^^  bezüglich      parallül  der  X-Axe  bezüglich  Z-Axo. 

Für  diese  fünf  VerrUckungen  8(rflen  die  Bezeichnungen  V^,,  V^g, 
V>  ^fc        ^fr  eingeführt  werden. 

4)  Blementararbeiten  Süsserer  Krttfte. 

a.  Allgemeine  Betrachtungen:  Es  greife  die  Kratt  A' in  einem 
Punkte  A  des  ersten  der  drei  Körper  an,  welcher  von  der  durcli 
den  ei>t(  n  llaupipunkl  gehenden  zu  duu  Geleakaxun  |>arallüle  Axe 
den  Abütand      bcsiUl  (vgl.  Figur  7.) 


Pif.  r 


Der  Angriffspunkt  A  erfahrt  bei  der  Verrückung  V,^,  eine  Trans- 
lation von  der  Grösse  a^dtfx.  Bildet  dieselbe  mit  der  Richtung  von 
K  den  Winkel  fx «  ^  zur  Verrttckung  V,^,  gehörende  Elementar- 

arbeil  iCcos/tOid^.  Beachtet  man,  dass  ICcosp'i.a,  das  DrehuQgs^ 
momeat      der  Kraft  in  Benig  auf  die  Axe  durch  J^t  i^  kann 
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man  die  Elcmenlararbeit  auch  in  der  Form  schreiben  D^^.dtpy.  Fallt 
insbesondere  der  AojairifFspunkl  der  Kraft  mit  dem  Haiiptpunkle  i/, 
zusammen,  so  besitzt  die  Elementararbeil  den  Werth  Null. 

Bei  der  VerrUckung  erfahrt  der  Angriffspunkt  A  eine  1  lutis- 
lalion.  welche  l)ezüglich  i^Ieich  derjenigen  des  Gelenkpunktes  G,  2  ist; 
dieselbe  besitzt  also,  absolut  genommen,  die  Grosse  C2(l<(>.  Bildet 
sie  mit  der  Richtung  von  A  den  Winkel  so  ist  die  zur  VerrUckung 
V,fj  gehörende  Elenienlararbeit  der  Kraft:  K cos y.,c.,d(f 2.  Dabei  ist 
A'cos;'2^2  Drehungsmoiuent  i)^,  welches  die  Krafl  fUr  die  Axc 
durch  7/2  besitzen  wUrde,  wenn  sie  nichi  in  A,  sondern  im  Gelenk- 
pankte  G,,  angriffe;  man  kann  also  auch  schreiben:  D^.dip^. 

P^inlsprechend  crhüll  man  für  die  Elemcnlararbcit,  welche  die 
Krafl  bei  der  VerrUckung  V^,  leistet,  den  Werth  J^cos/,  e^d^  oder 
D^,d^t  wenn  man  unter  f%  den  Winkel  zwischen  der  VerrückuDg 
des  Punktes  und  der  Kraflrichtung,  und  unter  das  Drehungs- 
moment  versteht,  welches  die  Kraft  fttr  die  Axe  durch  If,  besitst, 
wenn  man  ihren  Angnflispuokt  nach  Cr^^  verlegt  denkt,  ohne  ihre 
Richtung  zu  andern. 

Die  Winkel  werden  sich  im  Allgemeinen  mit  der  Richtung 
der  LftngBaxen  Indem.  Bildet  insbesondere  K  mit  der  nach  unten 
positiv  gerechneten  festen  Verticalen  einen  constanten  Winkel,  so  ist 
es  leicht,  die  Winkel  durch  diesen  Winkel  und  die  Coordinaten 
^  darzustellen. 

Wiederholt  man  dieselben  Betrachtungen  fttr  die  Fslle,  wo  K 

In  einem  Punkte  des  zweiten  oder  dritten  Körpers  angreift,  so  er- 
gicbt  sicli  allgemein  der 

Satz:  Bei  der  VerrUckung  V^^  leistet  jede  am  Körper 
angreifende  Kraft  eine  Elementararbeit,  welche  darge- 
stellt ist  durch  das  Product  der  Zuuahiiie  dtpj  des  Winkels 
fPj  in  das  Drehungsmoment.  weiches  die  Kraft  fUr  die  zu 
den  Gelenkaxen  parallele  Axe  durch  den  Hauptpunkt  des 
jte»  Körpers  besitzt.  G  r  e  i  f l  die  Kra ft  an  einem  der  beiden 
anderen  Körper  an,  so  tritt  an  Stelle  des  zweiten  Factors 
das  Drehungsmoment,  welches  die  Kraft  in  Bezug  auf 
die  Axe  durch  //,  besitzt,  wenn  sie  parallel  mit  sich  nach 
dem  ihr  auf  dem  Linienzuge  der  drei  Längsaxen  zunächst 
liegenden  Gelenkpunkte  verlegt  wird. 
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Die  BlemMtarariieiten,  welche  eine  Kraft  bei  den  beiden  Ver- 
rttcicangen  und  leistet,  lassen  sich  leicht  iin^djcn,  wenn  man 
wetssi,  welche  Winket  die  Richtung  der  Kraft  mit  den  beiden  Co- 

ordinatenaxen  bildet.  Ist  die  Hichlung  der  Kraft  g<'gen  die  nach 
unten  gerichtete  Verlicale  um  den  Winkel  xp  geneigt,  so  sind  diese 

Winkel  bezüglich  |^  —  ^|  und  (ir  —  i^)'  infolgedessen  sind  die  Ele- 
mentararbeiten K^'mxp.dftj  und  — Ä'cosi/'  Dabei  sind  A^iln// 
und  —  h  cos  i/r  die  Couipouenleu  der  Krull  A  jiarullel  den  beiden 

Cooiiiinaleuaxen. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrarlilungcn  ist  es  nicht  schwer,  die 
Kleiuenlararbeitea  für  bestimmte  Fälle  anzugeben. 

b.  Die  Elementararbeiten  der  Schwere:  Die  Wirkung  der 
Schwere  kann  man  sich  fttr  das  Ktirpersystem  dargestellt  denken 
durch  drei  vertical  nach  unten  gerichtete  Krflfte  von  der  Grosse  m,^, 
m-^g  und  m^t/,  welche  bezüglich  in  den  Schwerpunkten  $i,  5|Und 
angreifisn. 

For  die  Verrttckung  V^,  ist  nach  dem  oben  abgeleiteten  Satze 
die  Summe  der  Elementararbciten  der  drei  Kräfte 

Da  nach  S,  26:   — -j- («ij  4~ '";t)«/i  —  0  ist,  so  verschwindet 
dieser  Ausdruck.   Die  Schwere  leistet  also  bei  der  VerrUckung 
keine  Arbeit. 

Zu  diesem  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  die  in  <S|  angreifende  Kraft  m^g  nch  mit  den  beiden  anderen 
nach  (»1,2  verlegten  Kräften  m^g  und  11139  zu  der  im  Schwerpunkte 
des  ersten  reducirten  Systems  angreifenden  Resultante  nio^  zusammen- 
setzt. Der  Schwerpunkt  des  reducirten  Systems  fällt  aber  mit  Ifj  zu- 
sammoi.  Da  Ht  bei  der  Verrttckung  fest  bleibt,  so  besitzt  die 
Arbeit  dieser  Resultante  den  Werth  Null. 

Desgleichen  leistet  die  Schwere  keine  Arbeit  bei  den  Verrttckuogen 

und  Vy,. 

Ftlr  die  YerrOckungen  und  V^^  kann  das  System  als  starr 
angesehen  werden,  und  die  Wirkung  der  Schwere  stelll  sich  infollge- 
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dessen  durch  die  einzige  im  GesammUschwerpiinkh»  S,^  angreifende, 
verlical  nuch  uolen  ^erichletc  Krafl  w^g  dar.   Die  Kichluiig  der;»clbeD 

bildet  mit  der  Translalion       den  Winkel  ^  und  mit  der  Translatioo 

rffy  den  Winkel  y.  Daliei-  bcsil/.l  die  zur  Verrückunt;  V;^  i^i  iiörcnde 
Klementiirarlx'il  drr  Scliwere  ebenfalls  den  Werth  Null.  Ks  komnil 
also  allein  die  Elcujenlararbeit  der  Schwere  lür  die  VerrUckuug  Vj, 
in  Betracht;  ihre  Grösse  i&l  — m^yäf^^ 

i)  Elementurarhi  ileii  innerer  Kröfle  (d.  i.  der  Muskelkräfte). 

Zvvi>Then  feslen  Punkten  je  zweier  der  drei  Körper  wirken  enl- 
weder  längs  einer  geraden  Linie  oder  längs  einer  kürzesten  Linie, 
welche  (tlier  einen  Vorsprung  eines  der  beiden  Körper  gezwungen 
ist,  Kräfte,  welche  die  Länge  dieser  Linie  zu  verkurzen  streben. 
Solche  Kräfte  treten  an  jeder  Stelle  immer  paarweise  auf,  und  zwar 
sind  beide  stets  entgegengesetzt  gleich.  Eine  sich  conlrahirende 
Muskelfaser  ruft  ein  Paar  solcher  entgegengesetzt  gleicher  Krttfte 
hecvor.  Diese  paarweise  aüftretenden  Krttfle  sind  für  das  ganze 
Körpersystem  als  innere  Kräfte  anzusehen.  Die  Summe  ihrer 
Elementararbeiten,  welche  sie  bei  den  YerrUckungen  V^,  und  V^. 
des  Gesammlschwerpunkles  leisten,  muss  daher  stets  den  Werth  Null 
besitzen.  Verlegt  man  sie  beide  nach  dem  Gesammtschwerpunkle  8^ 
des  Systems,  so  heben  sich  in  der  That  die  beiden  Krftfte  auf,  da 
sie  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Fttr  jeden  einzelnen  der  drei  KOrper  stellen  die  paar- 
weise auftretenden  Krttfte  dagegen  zwei  ttussere  Kräfte  dar,  welche 
bei  jeder  der  drei  YerrUckungen  V^^  im  Allgemeinen  sehr  verschiedene 
£lementarari)eiten  leisten.  Zur  Bestimmung  der  letzteren  lassen  sich 
direct  die  für  die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  gefundenen  Resultate 
verwenden.  Es  kann  nun  ein  Mal  dadurch  eine  verschiedene  Wir- 
kungsweise bedingt  sein,  dass  die  Linie,  welche  die  Richtung  des 
Zugs  dieser  Krflfte  angibt,  durch  zwei  feste  Punkte  benachbarter 
oder  nicht  benachbarter  KOrper  hindurchgeht,  ein  anderes  Mal  dar 
durch,  dass  sie  zwischen  diesen  Punkten  geradlinig  ausgespannt  oder 
durch  VorsprUnge  an  den  Körpern  am  geradlinigen  Verlaufe  gehindert 
ist.  Für  die  Muskeln  bedeulel  dies  eine  Unterscheidung  zwischen 
eingeleukijjcu  und  melirgeleukigeu  Muskeln  einerseits  und  zwischen 
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frei  zwischen  zwei  Knochenpunltten  oder  auf  dem  Umwege  aber 

KoochenvorsprUngo  wirkenden  Muskeln  andererseits. 

Demnach  kann  man  fUi  das  System  der  drei  Küiper  lolgende 
Fälle  unteröclu'idcti: 

a.  Die  beiden  KrUfte  wirken  zwischen  zwei  bouach- 
barlen  K<ji|»ern  (eingelenkigo  Muskeln)  tmd  zwar 

a)  Die  Zuylinie  ist  (jcradUnuj  zwischen  den  beiden  Ansalzpunklen 
uusgespuiiut.  Die  Kräfte  iiKtgcn  /wisclien  dem  ersten  und  zweiten 
K»»r[MT  wirken;  die  Intcn.-iliit  derselben  sei  K.  Ihre  Uicblungen, 
welche  durch  die  La^o  der  beiden  Ansatzpunkte  (vgl.  Fig.  8) 

bctitiminl  sind,  verlaufen  (>i)tgegengesetzt. 

Aus  den  Belrachlungen  Uber  die  Wirkungsweise  äuüjserür  Krätle 


Flg.  s. 

ergiebt  Bich,  dass 

für  die  VerrUckung  die  in  angreifende  Krall  eine 
Elementararbeit  D^.d^i  leistet,  wo  Ü'^,  das  Drehungsmoment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  die  Aze  durch  den  Hauptpunkt  F,  ist,  wahrend 
die  Blementararbeit  der  in  A.^  augreifeaden  Kraft  die  Grosse  D'^,d(fi 
besitzt,  wo  X^,  das  Drehungsmoment  bedeutet,  welches  dieselbe  in 
Bezug  auf  die  Axe  durch  H^  besitzen  wtlrde,  wenn  man  sie  paralldl 
mit  sich  nach  dem  Gelenkpunkle  6',  2  verlegte.  Die  Gesannulelementar- 
arbeit  beider  entgegengesetzt  gleicher  Krälle  ist  daher 

Da  die  beiden  in  At  und  6t,t  angreifenden  KrttAe  entgegoa- 
gesetzt  gleich  sind,  so  bilden  sie  ein  KrSflepaar;  das  Moment  des- 
selben ist  gleich  D'^^-\-  D^, 
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Man  kann  das  Resultat  auch  so  aufTaasen:  tHe  beiden  DrehungB- 
momente  setzen  sieb  zu  einem  einzigen  zusammen,  welches  gleich 
dem  Drehungsmomenl  ist,  das  die  eine  im  Punkte  >i|  des  ersten 

Kürpers  angreifende  Kraft  für  die  Gelenlfaxe  durch  G,,,  besitzt. 

Für  die  VerrUckung  V^^  ergibt  .sich  in  analoger  Weise  als  Gesammt- 
elemenlararbeit  der  beiden  Kräfte  das  mit  dfp.^  nmitiplicirte  Moment 
des  Kräfte paa res,  welches  durch  die  in  A.^  angreifende  Kraft  und  die 
nach  G,2  verlegte,  ihr  cnlgegenge.setzt  gltMclie  Kraft  gebildet  wird. 
Das  letztere  ist  gleich  dem  Drehungsmomenl  D^,  welches  die  im 
Punkte  A2  des  zweiten  Körpers  angreifende  Kraft  in  Bezug  auf  die 
Gelenkaxe  ausübt. 

Bei  dem  in  der  Figur  8  dargestellten  Falle  strebt  das  zur  Ver- 
rUckung gehörende  Kräftepaar  den  Winkel  91  zu  verkleinern, 
dl^gegen  das  lur  YcrrUckung  gehörende  Krüftepaar  den  Winkel  ^ 
zu  TergrOssem.  Analytisch  wird  sich  dies  dadurch  ausdrücken,  dass 
im  ersten  Falle  das  Drehungsmoment  einen  negativen  Werth  annimmt, 
weil  der  Winkel  zwischen  Kraftrichtung  und  Transtalion  des  Punktes 

grösser  wie  ^  ist. 


Da  für  die  dritte  VerrUckung  die  beiden  Krttfle  nach  demselben 
Punkte,  nümlich  6^»,  verlegt  werden  mttssen,  so  heben  sich  ihre  Wir- 
kungen gegenseitig  auf  und  die  resultirende  Elementararbeit  ist  Null. 


Fiff.  a. 


P)'  Die  Zuglinie  läuft,  über  einen  Vorsprung  des  einen  Körpers. 
Dieser  Fall  Uisst  si(;li  auf;  den  ersten  zurückführen.  Es  kommt  für 
die  Wirkung  der  beiden  KräRe  hier  nur  das  Stück  der  Zuglinie  in 
Betracht,  welches  zwischen  zwei  Funkten  der  l)eiden  Körper  gerad- 
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linig  verlauft,  also  in  der  umstehenden  Figur  9  nur  das  Sittck 
A[Ai,   Das  zwischen  den  beiden  Punkten  bezOglich  A[  des- 

selben Körpers  verlaufende  Stack  kommt  ftir  die  Gesammtelementar- 
arbeit  der  beiden  Krftfte  nicht  in  Betracht,  da  die  beiden  Drehungs- 
momente der  in  At  und  A'i  cnij^egensetzt  angreifenden  gleichen  Krtflc 
sich  gegenseitig  in  ihren  Wirkungen  aufheben. 

Ein  Unterschied  zwischen  dem  ersten  [a)]  und  zweiten  i^)] 
Falle  besieht  nur  darin,  dass  im  ersten  Falle  das  geradlinige  Stück 
der  Zu£^linic  zwischen  zwei  festen  Punkten  A, ,  ^l,  der  beiden  Körper 
ausi^cspannt  war.  wühroiul  im  zwi'ilcn  Falle  der  eine  Endptinkt  A\ 
dieser  geradlinigen  Strecke  im  Allgemeinen  mit  der  Voriintlorung  der 
Winkel  7),  und  (f>  seine  Lage  im  ersten  Kr»rpcr  niciit  bcibehlllt. 
Diese  Wanderung  des  Punktes  A[  hüngt  ganz  von  der  Gestalt  des 
ersten  Körpers  ab.  ihre  Bestimmung  muss  daher  für  jedes  System 
von  Kürpcrn  den  Oegenstand  einer  besonderen  ünlersuchung  bilden. 

b.  Die  beiden  Krttfte  wirken  zwischen  zwei  nicht  be- 
nachbarten Körpern  (mehrgelenkige  Muskeln). 

Da  die  Fälle,  wo  die  Zuglinie  sich  nicht  Vaa  Anfang  bis  zu 
Ende  geradlinig  zwischen  zwei  festen  Punkten  der  beiden  Körper 


ausspannen  kann,  sich  auf  den  Fall  zurückfuhren  lassen,  wo  die 
KrUAe  ungehindert  zwischen  den  beiden  Ansatzpunkten  wirken,  so 
wird  es  nur  nothig  sein,  die  allgemeinen  Gesichtspuokte  fttr  die  Be- 
handlung dieses  einen  Falles  aufzustellen. 

Wirken  beide  Krllfte  Ittngs  der  zwischen  den  festen  Punkten  Ai 


Flg.  M. 
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und  des  ereten  und  dritten  Körpers  geraiHinig  ausgespunnten 
Ziiglinic  (Figur  10),  so  ergeben  sich  aus  Betrachlungen,  welche  den 
früheren  vollständig  analog  sind,  lolgeado  Resultate:  Die  Gesammt- 

elenionlararheit  iler  boid(Mi  KrUfle  ist 

für  die  VerrUckung  V^,  gleich  dem  mit  (l<f^  iiuillijilicirlen 
Moment  l),^  des  Kiäflepaaros,  welches  durch  die  in  angreilende  und 
die  ihr  entgegengesetzt  gleich{;  nach  H^  -,  voilci^te  Krall  gebildet  wini, 

für  die  Verrückung  gleich  dem  mit  (hf..  nudtiplicirlon 
Moment  des  KrJtftcpaares,  welches  durch  die  von  -l,  nach  ^\  ,  und 
die  von  A;,  nach  G^,^  parallel  mit  sich  verlegten,  entgegengesetzt 
gleichen  Kralle  dargestellt  ist,  und  endlich 

für  die  Yerrttckung  gleich  dem  mit  d(p^  muUiplicirtcn 
Moment  des  Krüfltepaares,  welches  durch  die  in  Ai  angreifende  Kraft 
einerseits  und  die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  uach  G^jt  verlegte 
Kraft  zusaoimengesetet  ist. 

B.  Das  bedingt  bewegliche  System. 

Bs  soll  wieder  der  schon  früher  in  Betracht  gesogene  Fall  be- 
handelt werden,  bei  welchem  ein  Punkt  Pt  der  ersten  Lttngmixe 
fest  bleibt,  so  dass  dem  ersten  KOrper  nur  eine  Bewegung  um  die 
durch  diesen  Punkt  gehende  und  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axe 
gestattet  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  das  System  aus  irgend  einer 
Stelhmg  in  eine  unendlich  benachbarte  dadurch  ttberftohren,  dass 
man  demselben  sucoessive  drei  mit  der  Bedingung  fttr  die  Bewegung 
yertrftgliche  VerrUcknngen  ertheilt,  bei  welchen  immer  nur  je  einer 
der  drei  Whikel  «ne  unendlich  kleine  Verttnderung  erfahrt,  wahrend 
die  beiden  anderen  constant  bleiben.  Einer  alleinigen  Ändening  des 
des  Winkels  (pj  und  d<pj  entspricht  nach  den  früheren  Entwickelungen 
eine  unendlich  kleine  Rotation  des  j**"  Körpers  von  der  Grösse  tLpj 
um  die  am  j**"  Körper  befindliche  Gelenkaxe,  welche  innerhalb  des 
Körper>yslems  demjenigen  Körper  am  nächsten  liegt,  dt m  der  feste 
Punkt  /*,  angehört,  verbunden  mit  Translationen  oder  aucli  der  Huho 
der  anderen  Körper.  Dies  gilt  alliretnein.  mag  der  feste  Punkt  auf 
der  LSnj^saxe  des  betretrenden  Korpers  liegen  oder  nicht,  wobei  die 
Axe  durch  I\  auch  unter  die  Gelenkaxen  gerechnet  sein  möge. 

Diese  VerrUckungen  sollen  wieder  mit      bezeichnet  sein. 
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4.  Elementararbeiten  HoBserer  Krttfte. 

a.  AH  gerne  ine  Retrachlungen :  Obgleich  diese  Fülle  sich 
durch  (\\p  gleichen  Betrachlungen,  rnutatis  mutandis,  erledigen  lassen, 
wie  die  Fillle  vollkomineii  freier  Beweglichkeit,  so  .soll  doch  etwas 
ausführlicher  auf  .sie  eingegangen  werden,  als  es  vielleicht  unbedingt 
nöthig  erscheint,  weil  gerade  die  bedingte  Bewegung  beim  mensch- 
lichen Körper  die  Begel  ist.  wüiirend  die  ganz  freie  Bewegung  nur 
sellener,  z.  B.  beim  Sprung,  vorkommt. 

Greift  eine  Kraft  K  im  Punkte  A  des  ersten  Ktirpers  (Fig.  \\) 


Fig.  II. 


an,  so  kommt  zu  der  Elcmentararbeil,  welche  sie  bei  der  unendlicli 
kleinen  Drehung  um  den  Hauptpunkt  //,  leistete,  jetzt  noch  die 
Bl^entararbeit  hinzu,  welche  aus  der  VcrrUckung  des  Hauptpunktes 
bervoiigehL  Dieser  letztere  Bestandtbeil  ist  nach  dem  Früheren  gleich 
dem  mit  thpi  multiplicirten  Drehungsmoment,  welclies  die  Kraft,  wenn 
man  sie  parallel  mit  sich  nach  dem  Hauptpunkte  verlegte,  in  Bezug 
auf  die  Axe  durch  Pi  leisten  würde.  Der  erste  Bestandtbeil  der  Ge- 
aamraleieaieBtararbeit  war  gleich  dem  mit  dqp,  multiplicirten  DrebuDga~ 
moment  der  Kraft  in  Beiug  auf  die  Axe  durch  Ht .  Beide  Drebungs- 
momente  Selzen  Bich  zu  dem  einen  Drehungsmoment  zusammen, 
welches  die  Kraft  bei  der  thatsflcblicben  Lage  des  Angri&punktes 
in  Bezug  auf  die  Axe  durch  P|  besitzt.  Die  Gesammlelementararbeit 
derselben  ist  daher  bei  der  Verrflckung  gleich  dem  Product  aus 
diesem  resultirenden  Drohungsmoment  und  der  Grüsse  d^. 
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Da  dei  Haujitpunkl  //i  in  dem  Endresultat  nicht  mehr  vorkommt, 
80  raiiss  man  zu  dem  letzteren  auch  auf  directem  Wege  gelangen 
künnen,  ohne  erst  den  Umweg  Uber  den  Uauplpunkt  zu  machen ;  dies 
l2i£St  sich  leicht  bestätigen. 

Bei  den  Verrtlckungen  V,^,  und  V,^^  bleibt  jetzt  der  erste  Körper 
fest,  und  die  Kraft  leistet  daher  keine  Arbeit. 

Greift  die  Kraft  K  in  einem  Punkte  A  des  zweiten  Körpers  an, 
80  leistet  sie  bei  der  Yerrückung  V^,  dieselbe  Elementararbeit,  als 
wenn  sie  in  (r,^  angriffe;  die  Grösae  der  letzteren  ist  also  gleich 
dem  mit  e/^,  multiplicirten  Drchungamomenl,  welches  die  Kraft  in 
Bezug  auf  die  Axe  durch  /\  besitet,  wenn  man  sie  parallel  mit  aich 
nach  dem  Gelenkpunkte  C14  verlegt. 

Zu  der  Yerrttckung  gehflrt  eine  Blementararbelt  der  Krafti 
welche  gleich  dem  mit  d^  multiplicirten  Drehungamoment  derselben 
in  Bezug  auf  die  Gelenkaxe  durch  iaL 

Bei  der  Yerrttckung  bleiben  die  beiden  ersten  KOrper  voll- 
sttndig  in  Ruhe,  da  die  BedioguQg,  dass  der  Punkt  jPi  des  ersten 
Körpers  fest  bleibt,  auch  eme  T^ansUlion  verbietet.  Infolgedessen 
leistet  die  am  zweiten  KOrper  angreifende  Kraft  keine  Elementararbeit. 

Hat  endfidi  die  Kraft  ihren  Angriffspunkt  am  dritten  Körper,  so 
ist  ihre  Elementarbeit 

für  die  Yerrückung  V,^,  gleich  dem  mit  dipi  multiplicirten 
Drehungsuioiuenl,  welches  sie  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  f*,  besitzen 
würde,  wenn  man  ihren  Angriffspunkt  nach  demGelenkpunkle^i  jVerlegle, 

für  die  Veiruekung  gleich  dem  mit  ä(f2  mulliciplirten 
Drehungsmoment,  welches  sie  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  (^,2  be- 
sitzen würde,  wenn  man  sie  parallel  mit  sich  nach  Gjj  verlegte,  und 

für  die  Yerrückung  V'^  gleich  dem  mit  dq^  multiplicirten 
Drehungsmomeut,  welches  dieselbe  für  die  Gelenkaxe  durch 
besitzt. 

Diese  sttmmtlichen  Resultate  behalten  ihre  Gültigkeit,  wenn  der 
Punkt  Pt  ausserhalb  der  Lüngsaxe  des  ersten  Körpers  liegt. 

Ganz  entsprechende  Resultate  ei^eben  sieb,  wenn  nicht  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers,  sondern  eines  der  beiden  anderen  Körper  fest* 
bleibt.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  folgenden  allgemeinen  Sätzen: 

1:  Salb  Greift  eine  Kraft  K  an  demjenigen  (k*^)  Körpe[r 
an,  welchem  der  feste  Punkt      angehört,  so  ist  die  Ele- 

AMaatt.  4.  K.  tt.  flMtUiA.  i.  WiMMueh.  Xizm.  4 
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menlararbeit  derselben  bei  der  Verrttckung  Y,^,  welche 
allein  die  Richtung  der  Lftngsaxe  diesaa  Körpers  ftndert, 
gleich  dem  mit  dtp^  multiplicirten  Drebungsmoment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  P^.  Bei  den  flbrigen  Ver- 
rOckungen  leistet  die  Kraft  in  diesem  Falle  keine  Arbeit 

2s  Sati.  Greift  die  Kraft  K  an  einem  der  KOrper  an, 
welchem  der  feste  Punkt  P„  nicht  angehört,  so  ist  die 
Elementararbeit  derselben  bei  der  Verrttckung  V^^  gleich 
dein  mit  dtpi,  multiplicirten  Drehungsmoment,  welches 
die  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe  durch  besitzt,  wenn 
ihr  Angriffspunkt  nach  demjenigen  Gelenkpunkte  des  Ä*" 
KörptMs  verlegt  wird,  welcher  innerhaUj  des  Kurper- 
systeins  dem  A  u  r  i  ff  spu  n  kte  der  Kraft  am  nächsten 
liegt.  Bei  der  Verriu  kunt;.  welche  einer  unendlich  kleinen 
Rotation  desjenigen  Körpers  ents{)rirhl,  an  welchem  die 
Kraft  angreift,  leistet  dieselbe  vine  El  eni  e  n  t  a  r  ar  b  e  i  t 
gleich  dem  Pro<lnct  ans  der  eni  -pi  im  heiiden  WinkelUnde- 
rnng  (l<f'  in  das  Dreliungsmomeul,  welches  die  Kraft  f  tl  r 
diejenige  Gelenkaxe  desselben  Körpers  besitzt,  die  im 
Innern  des  Systems  dem  Punkte  I\  am  nächsten  liegt.  Für 
die  dritte  Verrück  iing  V,^  endlich  kommt  in  Frage,  ob 
der  j'  Körfier  im  Innern  des  Systems  dem  festen  Punkte 
nJlher  oder  entfernter  liegt  als  der  Körper,  an  welchem 
die  Kraft  angi  eift.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Eleraentar- 
arbeit  gleich  dem  mit  d^^  multiplicirten  Drehungs- 
moment, welches  die  Kraft  in  Bezug  auf  die  dem  Punkte 
Pn  naher  liegende  Gelenkaxe  des  Körpers  besitzt, 
wenn  man  ihren  Angriffspunkt  nach  dem  dem  Punkte  P^ 
entfernteren  Gelenkpunkte  des  j'*"  Körpers  verlegt;  im  letZ' 
teren  Falle  leistet  die  Kraft  dagegen  keine  Arbeit. 

b.  Elementararbeiten  der  Schwere.  Denkt  man  sich 
wieder  die  Wirkung  der  Schwere  durch  die  drei  in  den  Schwer- 
punkten ^1,  ^,  ^  angreifenden  und  vertical  nach  unten  gerichteten 
Kräfte  nii9,  m^g,  m^g  dargestellt,  so  hat  man  fttr  die  Verrttckung 
die  beiden  letzteren  der  drei  Krlfte  nach  Gi,«  zu  Terlegen.  Die 
drei  jetzt  am  ersten  Körper  allein  angreifenden  Krttfle  setzen  sich 
zusammen  zu  der  ebenfalls  vertical  nadi  unten  gerichteten  Resul- 
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taote  Wo<7,  deren  Angriffspunkt  in  den  Hauptpunkt  //,  als  den  Schwer- 
punkt des  ersten  reducirten  Systenms  hineinnUlt.  In  Folge  dessen 
ist  die  gcsammte  Elementararheit  »ler  Schwere  bei  der  VerrUckuni,' 
V^,  gleich  dem  mit  (iy,  luultiplicirten  Drcliuu^stiKiment,  welches  die 
im  Hauptpunkte  //,  angreifende  Büüultanlc  m^g  in  Bezug  auf  die  Axe 
durch  den  festen  Punkt  /*,  ausübt. 

Analog  ergibt  sich,  dass  die  Elenienlararb(Mt  der  Schwere  für 
die  VerrUckungen  V^^  bezüglich  V^,  gleich  dem  mit  d(p^  be- 
züglich (i(f3  mulliplicirlcn  Drehungsmoment  ist,  welches  die  im 
Hauptpunkte  //.j,  bezüglich  /(,  angreitende  Kraft  von  der  Grösse  m^g 
auf  die  Geleukaxe  durch  G,,]  bezüglich  durch  (^^.t  ausübt. 

>fan  erkennt  daraus  von  Neuein,  welche  wichtige  Bedeutung  die 
Hauptpunkte  filr  das  g^oze  Problem  besitxen. 

i)    Elemcntararbeilen  innerer  Kräfte. 

Eb  im  sich  leicht  zeigen,  dass  das  Festbalten  des  Punktes  P, 
an  den  Elementararbeiten  der  fttr  das  frei  bewegliche  System  be- 
trachteten inneren  Krttlte  keine  Aenderung  hervorbringt.  Es  lassen 
sich  also  die  (lir  das  freie  System  gefundenen  Resultate  direct  auf 
den  Fall  der  bedingten  Beweglichkeit  übertragen. 

Bin  Beispiel  mag  dies  erlttutern. 

In  dem  durch  Figur  8  auf  S.  44  versinnlichlen  Falle  würde 
bei  Feslhaltung  eines  Punktes  Pi  des  ersten  Körpers  die  Gesummt- 
elementararbeit  der  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Krttfte  E  sich 
darstellen  als  jas  Product  der  Grösse  dipi  in  die  Summe  der  Drehungs- 
momente, welche  die  in  angreifende  und  die  ihr  entgegengesetzt 
gleiche  im  Punkte  angreifende  Kraft  in  Bezug  auf  die  Axe 
durch  l'i  ausüben.  Die  beiden  Drehungsmomentc  haben  in  diesem 
Falle  verschiedenes  Vorzeichen  oder  gleiches,  je  nachdem  der  Punkt 
Pi  ausserhalb  oder  innerhalb  des  durch  die  beiden  Kraftrichtungen 
'  gebildeten  Flllchenstreifens  fallt.  Man  erkennt  leicht,  dass  ihre  al- 
gebraische Summe  wie  beim  frei  beweglichen  System  gleich  dem 
Moment  des  Krtiftepaares  ist,  welches  dunh  die  beiden  Kräfte  ge- 
bildet wird.  Bei  dem  durch  Figur  8  dargestellten  Falle  sucht  das 
Kraflepaar  ebenfalls  den  Winkel  y,  zu  verkleinern;  dies  geht  schon 
daraus  hervor,  dass  das  Drehungsmoment  der  nach  6,.^  verlegten 
Kraft  Uber  da^enige  der  in  A|  direct  angreifenden  Kraft  überwiegt. 

4* 
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EL  Die  Beziehungen  zwischen  den  Aendeningen 
der  lebendigen  Kraft  nnd  den  £lementararbeiten  der 

wirksamen  Kräfte« 

Die  Beziehongen,  welche  zwischen  den  Aenderangeii  der  leben- 
digen Kraft  des  in  BeweguQg  begriffenen  KOrpersysteois  einerseits 
und  den  Blementararbeiten  der  sSounÜichen  Süsseren  und  inneren 
Kräfte  andererseits  bestehen,  sind  gegeben  durch  die  bestimmten 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  Yon  LAeiAiioi  her- 
rohrenden  Form,  bei  der  die  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  all- 
gemeine Ck>ordinaten  ersetzt  sind,  welche  die  Lage  des  Systems  yoll- 
stHndig  bestimmen. 

Für  das  zunächst  in  Betracht  gesogene  Korpersystem  stellen  die 
drei  Winkel  qp»«  9»»  in  Veiitindung  mit  den  variabelen  Coordinaten 
{«,  ^  des  Gesammtschweipunktes  bei  freier  BewogUchkett  des  Systems 
oder  den  constanten  Coordinaten  9^  *\  des  festbleibenden  Punktee  P| 
in  dem  betrachteten  Falle  bedingter  Beweglichkeit  ein  solches  System 
allgemeiner  Coordinaten  dar,  durch  welches  die  Lage  und  Gestalt 
des  Körpersyslems  eindeutig  bestimmt  ist. 

Das  System  der  fünf  Differentialgleichungen  der  Beweg;ung  lautet 
fOr  den  Fall  freier  Beweglichkeil 

Für  den  in  Betracht  gezogenen  Fall  bedingter  Beweglichkeit  kommen 
die  beiden  letzten  Gleichungen  in  Wegfall.  Es  troton  auch  keine 
neuen  hinzu,  da  die  Coordinaten  x^^  Zy  des  festbleibenden  Punktes 
constante  Grössen  sind,  so  dass  schon  die  drei  ersten  DifTerenlial- 
gleichungen  das  vollständige  System  der  Bewegungsgleichungen  dar- 
stellen. 

Die  Ausftihmng  der  Differentiationen  bei  dem  auf  S.  32  nieder- 
gellten  Ausdrucke  ftir  die  gesammte  leboulige  Kraft  des  Systems 
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bei  freier  Beweglichkeit  ergibt  zunUchsl  (Ur  die  linke  äeite 
der  erotea  DiffereDlialgleichung  den  WerLh: 

Die  Werihe  der  Grossen  f  sind  aus  der  Tabelle  auf  S.  26 
III  ereehen. 

Man  kann  den  Ausdruck  auch  in  der  kürzeren  Form  schreiben: 

wobei  unter  <Ti  der  Trägheitsradius  des  ersten  reducirten  Systems 
in  Bezug  auf  die  durch  den  Einzelscbwerpunkt  S|  gehende  Aze  be- 
deutet Die  RicbMgkeit  dieses  Resultates  erkennt  man,  wenn  man 
beaditet,  dass  nach  der  Bedeutung  von  01  stattfinden  muss 

und  dass  cos  0  =  1,  sin  0  =  0  ist. 

Die  Zwockmiissii^koit  dieser  letzteren  Schreib\v(Mt>(i  eiimlll  gnnz 
besonders  daraus,  dass  dieser  Ausdruck,  wovon  man  sich  leicht  über- 
zeugt, auch  zugleich  den  Werth  von 

und  —lll]—^-^ 

darstellt,  wenn  man  in  ihm  den  Index  I  besttgUdi  durch  %  oder  3 
ersetzt 

Femer  ist  nun 


Man  hat  daher  das  System  der  Differealialgleichungen: 

»»« {«*  ^        Uj  (ik  [cos  {ifu—<p,)  ^  +  sin  (9»— 9^)      j  ]j  =  öy^, 

«.^"  =  0«.  und  m,^  =  Q^. 

Die  Grossen  0,^,  Oi.  und  hängen  sehr  eng  mit  den  Ble- 
mentararbeiten  der  wirlcsamen  KrSfle  zusammen.   Q,f^dff„  bedeutet 
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die  Suuime  der  Kleiueniararbeilen  sämmtlichor  itiisseror  und  innerer 
Kräfte  für  die  VcrrUckung  V^^,  und  i/^o  bezüglich  (J;,dCo  he- 
di'iilel  die  Summe  der  Elpmentiirarbeitea  der  äussereu  Krülle  allein 
fUr  die  Verrückuna;  V^,  l)ezUglicli  V.^. 

Nach  den  früliei  en  Entwiekelungen  stellen  daher  die  Grö>sen  Q,^,^ 
dinthwes  Drehungsmuiiieutc  und  die  Grössen  Q^,  Oj,  die  Compo- 
nentensurnnien  der  äusseren  KrUfle  parallel  der  X-Axe  bezüglich 
parallel  der  Z-A\q  dar. 

Sind  insbesondere  ausser  der  Schwere  keine  {Süsseren  K riefte 
vorhanden,  so  ist  Q^^  =  0,  Q^,  =  —  «»„,7.  wilhrend  ji'dr  der  Grössen 
Q^^  die  Summe  der  Momente  aller  Krüflepaare  darstellt ,  welche 
dadurch  entstehen,  dass  man  zu  den  am  //''"'  Korper  selbst  angreifenden 
Kräften  die  anderen  noch  auftretenden  KrJifte  in  der  Weise  hinzu- 
lügl,  dass  man  jede  derselben  parallel  mit  sich  nach  demjenigen 
Gelenkmiltelpunkle  des  A""  Körpers  verlegt,  welcher  ihrem  Angriffs- 
puokte  innerhalb  des  Körpersystems  am  nächsten  liegt. 

Fur  den  Fall,  dass  ein  Punkt  Pi  auf  der  Längsaxe  des  ersten 
Körpers  festliegt,  so  dass  der  erste  Körper  nur  Drehungen  um  die 
KU  den  GelenkaiiLeD  parallele  Axc  durch  I\  ausftdiren  kann,  erhnlt 
man  unter  Benutzung  des  auf  &  36  nieder]gelegten  Werthes  für  T 
die  drei  Differealialgleichungen: 

+  Acjsin  (vi-Vi)  (^)  +  /.fjsin  ^v,-v,)  (-^)]  =  Qr> 


-f  /jc,  sin  {if^~-  -j-    c,  sin  (yj— Vi)  (^)  ] 

^  (V3- Vli  ^  +       cos  (Vj— V2) 
-f  /.f,  sm  ;V3— ViJ  (^)  +  '2*^3  sin  (^3—^2)  ('^)^ 


9*' 


Jede  der  GrOasen  Q^^  bedeutet  jetst  die  Summe  der  Drehungs- 
momente,  weldie'  aSmmtlidie  am  Körper  angreifendea  üussereo  und 
ioDeren  Kmfle  m  Beiug  auf  die  Axe  bezüglich  durch  Pi,  614  oder 
auBOben,  nachdem  alle  diejenigen,  wetdie  nicht  direct  am  A*"*  Körper 
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angreifen,  parallel  mit  gicb  nach  dem  Gelenkpunkle  verlegt  worden 
sind,  der  ihnen  innerhalb  des  KOrpersystems  am  Körper  am 
nSchslen  liegt.  Die  Drehungsmomente  zweier  zusammengehöiiger 
innerer  Kräfte  setzen  sich  dabei  immer  zum  Momeut  eines  Krüfle- 
paares  zu^ammen. 

Hat  man  sich  nun  auf  empirischem  Wege  eine  eingehende 
Kennlniss  der  bei  den  einzelnen  Körpern  des  S\^t("m^  auftrelenden 
Geschwindigkeiten  und  Heschleunigungen  verschallt,  und  kennt  man 
ausserdem  die  wirksiimen  äusseren  Krafle,  so  k;inn  man  nicht  mir 
für  jeden  Zeitmomenl  die  VVerlhe  der  linken  Seilen  aller  dieser  Be- 
wegungsgleichungen Ijcrechnen,  sondern  man  kann  auch  den  nume- 
rischen Werth  des  Bestandlheiles  der  rechten  Seite  angeben,  welcher 
von  den  äusseren  Kräften  herrührt.  Es  bleibt  infolgedessen  in  jeder 
dieser  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite  nur  noch  das  betreffende 
Gesammtdrehungsmoment  der  inneren  Kräfte  als  Unbckaimte  Übrig. 
Man  ist  daher  in  den  Stand  gesetzt,  den  zu  jeder  der  VerrUckungs« 
niiem  V^,  bezuglich  V^,  und  gehörenden  Werth  des  resultirenden 
Drehungsmomentes  der  inneren  Kräfte  für  den  ganzen  Verlauf  der 
Bewegung  anzugeben. 

Kommen  nur  drei  verschiedene  Paare  innerer  Krttfle  (Huskel- 
lirafte)  vor,  so  kann  man  darauf  ohne  Weiteres  auch  den  Anlheil 
bestimmen,  den  jedes  derselben  an  der  Hervorbringung  des  resul- 
tirenden Drehungsnwmenles  besitzt.  Hat  man  mehr  wie  drei  Paare 
von  Kräften,  so  muss  man  zu  dieser  letzteren  Bestimmung  noch  ein 
Princip,  wie  das  der  Ueinslen  Anstrengung,  zu  Hülfe  nehmen. 

Damit  ist  im  Princip  dieser  einfache  Fall  der  Bewegungen  eines 
Systems  von  drei  durch  Gelenke  mit  einander  verbundenen  KOrpera 
erledigt.  Die  bei  demselben  gewonnenen  Methoden  fttr  die  Auf- 
stellung der  einzelnen  Bestandtheile  der  Bewegungsgleichungen  lassen 
sich,  mutalis  nmtandis,  aul  die  viel  verwickeiteren  Systeme,  wie  sie 
der  menschliche  Körper  oder  die  Körper  der  Thiere  darstellen,  an- 
wenden. Gewisse  Bewegungen  der  letzteren,  bei  welchen  nur  zwei 
oder  drei  zusammenhängende  Glieder  ihre  Lage  zu  einander  ver- 
ändern, wie  z.  B.  die  Bewegung  eines  frei  herabhängenden  Beins 
parallel  der  .Medianebene  des  Menschen  infolge  beliebiger  Contraction 
der  Mufikeln  sind  durch  den  behandelten  Fall  schon  vuUsländig  erledigt. 
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IV.  Die  lebendige  Kraft  des  luenschlicheii  Körpers. 

Wenn  der  menschlidie  Körper  Air  di«  Mechanik  greifbar  M^erden 
soll,  so  muss  man  gewisse  Voraassetzungen  und  EinschrUnkungen  in 
Bezug  auf  seine  Zusammensetzungen  machen,  wolche  der  Wirklichkeil 
nicht  vollslündig  entsprechen.  Wenn  man  /.  B.  die  Wirkungsweise 
von  Muskeln  untersuchen  will,  welche  zwischen  grösseren  Körper- 
theilen  au^^gespnnnt  sind,  so  kann  man  diese  Aufgabe  nur  dadurch 
fUr  die  Meclianik  lösbar  geslallen,  das»  man  erstens  von  der  Defor- 
mation der  Korperlheile  infolge  der  Contraclion  der  Muskeln  oder 
mtolge  anderer  Einflüsse,  wie  Blulstrom  u.  s.  w.  absieht  und  die 
Glieder  als  starre  Massen  auffasst,  und  dass  man  zweitens  über  die 
Wirkungsweise  der  Muskeln  gewisse,  nicht  streng  realisirte  Voraus- 
setzungen macht,  wie  das  Vorhandensein  einer  Hesultante  für  den  gan- 
zen Muskel  oder  wenigstens  für  bestimmte  Muskclpartien.  geradlinii^er 
Verlauf  dieser  Resultante  entweder  direct  zwischen  zwei  Knochen- 
pnokteo  oder  auf  dem  Umwege  tiber  KnocheavorsprUnge,  Sehaen« 
rollen  u.  s.  w.  Die  Zerlegung  des  Körpers  in  einzelne  starre  Massen 
ist  im  Allgemeinen  gegeben  durch  die  Gelenke.  Es  hangt  nun  ganz 
von  der  Art  der  zu  untersuchenden  Bewegung  ab,  wie  weit  man 
die  Zerlegimg  in  starre  Massen  vorzunehmen  hat.  So  kommt  bei- 
^ielsweise  fUr  die  Bewegungen  des  Gehens  und  Laufens  die  Be- 
weglichkeit der  Fingelglieder,  ja  selbst  die  Beweglichkeit  der  Hand 
gegen  den  Unterarm  nicht  in  Betracht.  Man  kann  daher  in  diesen 
Fallen  den  Unterarm  mit  der  Hand  zusammen  als  eine  starre  Masse  anf- 
fessen.  Wollte  man  dagegen  die  Bewegungen  eines  Clavierspieleis  unter- 
suchen, so  könnte  man  vom  mechanischen  Standpunkte  aus  anderer- 
seits unbedenklich  den  ganzen  Körper  mit  Ausnahme  der  Arme  als 
eine  starre  Masse  ansehen  ^  dagegen  hiltte  man  auf  die  Bewegungen 
in  den  Arm-,  Hand-  und  Fingoigelenken  das  Aiuptgewicht  zu  legen. 
Beim  Gehen  oder  Laufen  kann  man  femer  mit  grosser  Annäherung 
auch  den  Rumpf  als  eine  starre  Masse  ansehen,  obgleich  derselbe 
wahrend  des  Athmens  fortwährend  seine  Form  ändert,  ja  man  kann 
hei  dieser  Bewegungsart  sogar  den  Schulteigttrtel  und  den  Kopf  als  starr 
mit  dem  Rumpfe  verbunden  auffassen.  Wenn  auch  der  Schultcrgurtel 
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and  der  Kopf  gewöhnlich  beim  Gehen  elwas  gegen  den  Rumpf  ver- 
rückt werden,  so  sind  diese  Bewegungen  für  die  Fortbciwcgung  des 
ganzen  Körpers  nicht  unbedingt  erforderlich,  lintordriirkt  mau  die- 
selben, was  beim  MililUr  besonders  geübt  wird,  so  wird  dadurch 
weder  die  Möglichkeit  noch  die  Art  dos  (iohens  wesentlicli  heeinflusst. 
Man  könnte  endlich  fUr  den  Gang  sogar  die  Arme  zum  Kumpfe 
feststellen  und  mit  grosser  Anniiheriing  den  Rumpf  mit  dem  Kopfe 
und  den  Armen  zu  einer  einzigen  starren  Masse  zusammennehmen. 
Dadurch  würde  sich  die  raechaDische  Aufgabe  wesentlich  vereinfachen. 
Für  andere  Bewegungsarien,  wie  z.  B.  das  Schwimmen,  kommt 
andererseits  gerade  die  Beweglichkeit  der  Arme  in  Frage  und  man 
konnte  in  diesem  Falle  etwa  nm*  den  Kopf  gegen  den  Rumpf  feststellen. 

Es  läflst  sich  daher  von  vornherein  keine  für  alle  FttUe  gleicb- 
werthige  Zer^iedening  des  menscbUchen  Körpers  in  einzelne  starre 
Massen  angeben.  Dieselbe  richtet  sich  jedesmal  nach  der  besonderen 
Art  der  zu  untersuchenden  Bewegung. 

Fttr  viele  im  Leben  bttufiger  vorkommende  Bewegungen  ist  die 
Zerlegung  des  gunzen  KOrpere  in  folgende  18  als  starre  Massen  zu 
behandehiden  Tbeile  aasreichend: 

Rumpf  (1),  rechter  Oberschenkel  (2),  linker  Oberschenkel  (3), 
rechter  Unterschenkel  (4),  linker  Unterschenkel  (5),  rechter  Fuss  (6), 
linker  Fuss  (7),  rechter  Oberarm  (8),  linker  Oberarm  (9),  rechter 
Unterarm  mit  Hand  (10),  linker  Unterarm  mit  Hand  (11)  und  Kopf  (12). 

Dabei  soll  der  SchultergUrtel  fest  zum  Rumpfe  augenoramen 
werden  und  einen  iheil  desselben  ausmachen. 

Da  für  jeden  dieser  12  Körperabschnitte  sowohl  die  Masse  und 
die  Lage  des  Schwerpunktes')  als  auch  die  Grösse  der  drei  Haupt- 
Irägheitsradien  des  Schwerpunktes*^!  früher  von  uns  bestimmt  worden 
sind,  so  stellen  dieselben  im  mecbanischcn  Sinne  voUstiindig  bekannte 
Massen  dar  imd  können  daher  als  Objecl  der  Bewegung  in  Betracht 
gezogen  werden.' 

Ftlr  die  Behandlung  von  Bewegungen  des  menschlichen  Körpers, 
welche  eine  weitergehende  Zeigliederung  desselben  zur  Voraussetzung 
haben,  würde  es  sich  dagegen  nöthig  machen,  erst  noch  kleinere 


I)  Abbaodl.  der  KgL  Siel».  G««.  d.  'WiMwnsch.  M.  XV. 
9}  Abbandl.  der  Kgl.  Siebs.  Ges.  d.  Wissenseh.  Bd.  XTOI. 
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Theile  des  Korpen  auf  ibre  Masse,  Massenvertheiluog  und  TrHgbeili- 
momeDte  ai  antersucheiL 

In  der  folgenden  Darlegung  soll  nun  oft  flUr  die'einielnen  KOipei^ 
abschnitte  die  in  Klammer  beigeseUte  Nummerining  verwendet  wer- 
den. Femer  soll  als  LXngsaxe  des  KdrperabschniUes  oder  GKedee 
eingefQlirt  sein:  bei  den  durch  zwei  Gelenke  begrenzten  ExtremitlUen« 
abschnitten  (2,  3,  4,  5,  8,  9)  die  Vertrindungslinie  der  beiden  Ge- 
lenkmittelpunkte, bei  den  EndkOrpertheilen  (6,  7,  10,  11,  42)  die 
Verbindungslinie  des  Gelenkraittelpunktes  mit  dem  Einzelschwerpunkt, 
und  heim  Rumpf  (1)  die  Verbindungslinie  des  Millelpunktes  voiu 
Allantu-0(  (  ipiUilgelenk  mit  der  Mille  der  Ilüflaxe.  Der  Schwerpunkt 
des  Gliedes,  welcher  nacli  unseren  früheren  Unlcrsuchungen  immer 
mit  grosser  Annäherung  in  der  Lüngsaxe  des  Gliedes  liegt,  soll  mit 
S^,  der  Gesammtschwerpunkt  des  menschlichen  Körpers  mit  Sq  und 
der  Mittelpunkt  des  Gelenkes,  welches  das  t'"  und  Glied  mit  ein- 
ander verbindet,  mit  G,  ,^  bezeichnet  sein.  Demnach  erhält  man  die 
in  der  Figur  auf  Tafel  I  einirdragenen  Bezeichnungen  fttr  die  ein- 
zelnen Schwerpunkte  tintl  Gelenkmillelpunktc. 

Um  die  Lage  eines  jeden  der  Ii!  Körpertheile  im  Haume  zu 
bestimmen,  sind  im  Allgemeinen  C  Coordinalen  erforderlich.  Es  em- 
fiehlt  sich,  dazu  die  3  rechtwinkligen  Goordinalen  eines  zum  Körper- 
theil  festen  Punktes  und  drei  Winkel  tf  ,  t'/,  ^  zu  verwenden.  Von 
den  drei  rechtwinkligen  Coordinatcnaxen  sei  die  X-Axe  vertical  und 
nach  oben  positiv  gerichtet,  dann  liegen  die  .Y-Axe  und  Y-Axe  in 
einer  Ilorizonlalebene.  Es  soll  fp  den  Winkel  bedeuten  zwischen  der 
Lttngsaxe  des  Gliedes  und  einer  nach  unten  positiv  zu  rechnen- 
den Verticalen,  ^  den  Winkel  zwischen  der  durch  die  LUngsaze 
gehenden  Yerticalebene  und  einer  im  Räume  festen  Verticalebene, 
welche  mit  der  YZ-ßbene  des  Goordinatensystems  parallel  laufen  mOge. 

Zur  Fealstellung  der  Bedeutung  des  dritten  Winkels  ^  soll  Fol- 
gendes verabredet  sein:  Als  Normalstellung  des  menschlichen 
Körpers  soll  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  der  Körper  ein- 
nimmt, wenn  alle  Lttngsaxen  mit  Ausnahme  derer  der  beiden  Fasse 
vertical  gerichtet  sind  und  in  einer  einzigen  zur  FZ-Bbene  parallelen 
.Yerticalebene  liegen.  Setzt  man  dann  noch  fest,  dass  beslinunte  zu 
den  einzelnen  Körperthetlen  feste  Ebenen  durch  die  Lftngsaxen 
(Frontalebenen}  mit  dieser  Yerticalebene  zusammenfallen,  daas  die 
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Arme  herabhSngen,  und  dass  die  durch  die  l^äng^axen  der  FUsse 
gelegten  VtM  licalebenen  (Sagitalebenen)  auf  der  YZ- Ebene  senkrecht 
stehen,  so  ist  bei  der  eigcnthümlichen  Art  der  Gelenkverbindungen 
und  der  Freiheit  der  Gelenkbewegungen  damit  eine  feste  Stellung  des 
Körpers  eindeulii^  bestimmt;  dies  die  Nornialstellung.  In  unserer 
Arbeit  Uber  den  Schwerpunkt  des  menschlichen  Körpers  haben  wir 
gezeigt,  dass  der  Kürper  auch  wirklich  im  Stande  ist,  diese  Stellung 
einsuDeboieD.  Es  kann  nun  die  Längsaxe  eines  jeden  Körpertheils 
ati8  ihrer  Lage  in  der  Nonnalstellung  in  die  neue  dadurch  uber^efuhri 
werden,  dass  der  ganse  Ktfrpertheil  um  eine  boriasontale  Axe 

welche  mit  der  festen  Verticalebene  den  Winkel      —  ff]  bildet,  um 


den  Winl»l  9  gedreht  wird.  Dabei  wird  im  Allgemeinen  die  Ebene 
des  Körpertheils,  welche  in  der  Normalstellung  parallel  der  yZ-Ebene 
verlief,  um  die  Lüngsaxe  eine  Drehung  aufführt  haben.  Die  Grosse 
dieser  Drehung,  welche  man  als  Rollung  des  Körpertheils  zu 
bezeichnen  pflegt,  soll -durch  den  Winkel  q  dargestellt  sein.  - 

Zur  Unterscheidung  der  zu  den  verschiedenen  Gliedern  gehören- 
den Winkel  ^,  ^,  ^  soll  denselben  immer  die  Nummer  des  Gliedes 
als  Index  beigegeben  werden. 

Da  12  Glieder  in  Betracht  kommen,  so  würden  demnach  zur 
Bestimmung  der  Lege  aller  Glieder  im  Räume  1%  Coordinaten  ge- 
hören. Diese  sind  aber  nicht  alle  von  einander  unabhängig.  Bs  ist 
leicht  ersichtlich,  dass  infolge  der  Gelenkverbindungen  die  Haltung 
des  Körpers  und  seine  Lage  im  Räume  schon  durch  39  Coordinaten 
vollstUndig  bestimmt  ist.  niUiilich  ilurch  die  36  Winkel  ff,  q  und 
drei  rechtwinklige  Coordinaten  x,  »/,  z  für  irgend  einen  Punkt  des 
Gesammtkörpers.  Letzterer  braucht  nicht  unbeilingl  fest  zu  irgend 
einem  Gliede  zu  liegen;  es  genügt,  wenn  seine  Lage  für  jede  Haltung 
des  Körpers  eindeutig  bestimmt  ist.  Dies  ist  z.  B.  für  den  Gesamml- 
schwerpunkt  S,,  der  Fall. 

Die  36  Winkelcoordiuaten  sind  genau  genommen  nur  dann  von 
einander  unabhängig,  wenn  jedes  Gelenk  zwischen  zwei  Gliedern 
drei  Grade  der  Freiheit  besitzt.  Jede  Beschränkung  der  Beweglich- 
koit  im  Gelenk,  sei  sie  durch  die  besondere  Form  der  Gelenkflachen, 
durch  Arretirungen  oder  durch  die  besondere  Art  der  gleichzeitigeu 
Innervation  der  auf  das  Gelenk  wirkenden  Muskeln  hervorgerufen. 
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bediogl  eiae  Abbttogigkotl  zwischen  den  WinkelgrOflaen  der  betrelfeii- 
den  Glieder  nnd  vermindert  infolgedessen  die  Zahl  der  onabblngigen 
Goordinaten.  Da  diese  Veriklltaiase  aum  Tbeil  noch  nicbl  genügend 
aufgeklilrt  sind,  so  können  sie  vorläufig  noch  keine  Berllckiichtigong 
erfahren,  und  es  sollen  fnr's  Erale  die  GrOaaen  9),  ^,  als  von  ein- 
ander iinubhüngig  bebandelt  werden. 

Die  lebendige  KrafI  th's  menschlichen  Körpers  muss  sich  dann 
als  Function  der  GröSiien  {/,  (>,  </>',  (/  und  der  (Koordinaten  des 
(iesaiunilschwerpunktes,  bezüglich  eines  anderen  für  die  Beweciint: 
bevorzugten  Punktes,  und  deren  Abgeleiteten  dar&leiien  lassen.  Die 

Grössen  q>\  &\  ^*  bedeuten  die  WinkelgeschwindigMten 

Die  Ableitung  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft  kann  auf 
ganz  entsprechende  Weise  geschehen  wie  für  das  System  der  drei 
Körper.    Ks  ist  dabei  Folgendes  zu  beachten: 

Mau  kann  bei  feslgehallononi  Gesammtschweipunkl  den  Körper 
a«is  einer  Stellung  in  eine  uiumlln  h  benachbarte  dadurch  Uberführeu, 
dass  man  dem  ganzen  System  successive  unendlich  kleine  Verrtlckungen 
ertheilt,  bei  welchen  jeweilig  nur  die  drei  AVinkel  ,  i'/, ,  für  ein 
Glied  Glied)  gelindert  werden,  wUhrend  die  zu  den  übrigen 
Gliedern  gehörenden  Winkel  constant  bleiben.  Bei  einer  solchen  Yer- 
rUckung  erfahrt  das  Glied  eine  unendlich  kleine  Holatiou  um  irgend 
eine  Axe,  wahrend  die  anderen  Glieder  gleichzeitig  nur  Translalioneo 
ausfllhren  können. 

Es  gilt  nun  folgender 

Silit  Die  Axe  dieser  Rotation  muss,  unabhängig  von 
ihrer  Richtung,  immer  durch  einen  zum  j**"  Gliede  festen 

Punkt  hindurchgehen,  wenn  der  Gesammtschwerpunkt  des 
Körpers  wahrend  der  YerrUckung  an  seiner  Stolle  blei- 
ben soll.  D  i  e  s  e  r  P  II  n  k  t .  f  ü  r  w  e  1  c  h  e  n  d  e  r  N  a  m  e  Hauptpunkt 
des  j**"  Gliedes  eingeführt  sein  soll,  fallt  zusammen  mit 
dem  Schwerpunkte  eines  Systems,  welches  man  erhält, 
indem  man  zu  der  Masse  des  j**"  Gliedes  die  Massen  aller 
anderen  Glieder  des  menschlichen  Körpers  in  der  Weise 
hinzufügt,  dass  man  in  dem  Mittelpunkte  eines  jeden  am 
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j*^  Gliede  befindlichen  Gelenkes  die  Massen  aller  der  Glie> 
der  vereinigt  annimmt,  welche  durch  dieses  Gelenk  mit 
dem  j***  Gliede  in  mittelbarer  oder  unmittelbarer  Ver- 
bindung stehen. 

Letzteres  Iin2;irte  Ma:isensy:>tL'm,  welches,  wie  man  aus  der  Be- 
Iraclilung  des  vorautycschicklen  ciolachea  Falles  weiss,  für  das  Pro- 
blem der  BewogiiQg  des  menschlichen  Körpers  oder  ähnlich  zu- 
sammengesetzter Massensysteme  eine  wichtige  Kolle  spielt,  soll  wie 
früher  den  Namen  rediicirtes  System«  führen.  An  Stelle 
der  Nummer  soll  sehr  oft  auch,  der  besseren  Anschaulichkeit  halber, 
der  Name  des  Gliedes  verwendet  werden.  Es  ist  also  z.  B  redu- 
cirtes  System  und  »rcducirtes  Kumpfsyslem«  dasselbe.  Die  Masse 
eines  jeden  reducirten  Systems  stimmt  ttberein  mit  der  Gesammt- 
masse  des  Körpers. 

Dieser  Satz  ist  die  directe  Verallgemeinening  des  entsprechenden 
Sattes  vom  DreikOrpersystem  fttr  eine  grossere  Anzahl  durch  Gelenke 
▼eibundener  Körper  und  fUr  beliebige  Richtung  der  Rotationsaze. 
Der  Beweis  desselben  soll  aus  diesem  Grunde  nicht  wieder  m  der 
fmheren  Form  ausführlich  milgetheilt  werden,  da  die  Anleitung  zu 
demselben  im  Princip  durch  die  fiHberen  Entwickelungen  gegeben 
ist.  Es  soll  dagegen  an  dieser  Stelle  gezeigt  werden,  wie  man  den 
Satz  noch  auf  andere  Art,  ohne  alle  Rechnung,  beweisen  kann: 

Es  njoi^e  zunächst  dem  Gliede  eine  uuendUch  kleine  Kotation 
um  irgend  eine  Axe  durch  seinen  Kinzelschwerpunkt  Sj  ertheill  wer- 
den. Dabei  können  die  anderen  Glieder  infolge  des  Zusammenhangs 
zwischen  den  einzelnen  Körpertbeilen  nidit  in  Ruhe  bleiben.  Da 
ihre  Bewegung  aber  nur  in  einer  Translation  bestehen  darf,  so  ist 
klar,  dass  die  Translation  eines  jeden  der  1 1  anderen  Glieder  uber- 
einstimmt mit  der  Translation  des  am  j^"  Gliede  befindlichen  Gelenk- 
mittelpunktes, welcher  die  Verbindung  zwischen  diesem  und  dem  j^* 
Gliede  darstellt.  Handelt  es  sich  Z.B.  um  eine  unendlich  kleine  Rotation 
dw  des  rechten  Oberschenkels  um  eine  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt 

so  werden  alle  GUedw,  welche  durch  das  rechte  Kniegelenk 
mit  dem  rechten  Oberschenkel  in  Verbindung  stehen  (rechter  Unter- 
sehenkel und  rechter  Fuss)  eine  unendlich  kleine  Translation  erfohren, 
welche  übereinstimmt  mit  der  Translation  des  Kniegelenkmittelpunktes. 
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Alle  anderen  Glieder  sind  TranslatkmeD  unterworfen,  welche  gleich 
der  Translation  des  rechten  Huflgelenkmittelpunktes  sind. 

Es  soll  nun  mit  5*  der  gemeinsame  Schwerpunkt  für  alle  Glieder 
jenseits  des  Hafkgelenks  und  mit  8"  der  gemeinsame  Schweiponkt 
fur  die  beiden  Glieder  jenseits  des  Kni^eienks  bezeichnet  werden. 

Die  Translation  des  Schwerpunktes  ist  unabhängig  von  der 
Stellung  der  einzelnen  Glieder  jenseits  des  Hüftgelenks  zu  einander; 
sie  wQrde  also  dieselbe  bleiben,  wenn  man  diesen  Gliedern  eine 
solche  Stellung  zu  einander  erthtilen  konnte,  bei  welcher  der  Schwer- 
punkt  gerade  in  den  Mittelpunkt  Gi^<x  des  Hüftgelenks  hineinftiUt. 
Desgleichen  kttaaUß  der  gemeinsame  Schwerpunkt  ST  der  Glieder  jen- 
seits des  Kniegelenks  in  den  Mittelpunkt  G^^,  des  Kniegelenks  fallen, 
ohne  dass  dadurch  die  Translation  desselben  beeinflusst  wOrde.  Der 
Gesammtschwerpunkt  des  ganzen  Kürpers  würde  aber  dann  auch  mil 
einem  im  Oberschenkel  festen  Funkte  zusammenfallen,  nümlich  gerade 
mit  dem  Schwerpunkte  //^  desjenigen  Massensystems,  welches  man 
erhalt,  wenn  iiiiiii  im  Huflgelenkmittelpunkt  einerseits  und  im  Knie- 
gelenkmitleljjuukt  anilererseils  die  Massen  aller  durch  diese  heiden 
Gelenke  mit  dem  Oberschenkel  in  Verbindung  stehenden  Glieder  ver- 
einigt annimmt.  Für  dieses  fingirte  Massensystem  ist  die  Hczeiciinung 
»2**'  reducirtes  System«  oder  auch  »r(;diicirtes  ()berschenkelsy.>tem« 
und  für  den  Schwerpunkt  II,  desselben  die  Bezeichnung  »Hauptpunkt 
des  Oberschenkels«  eingeführt  worden.  Soll  nun  der  Gesammt- 
schwerpunkt wahrend  der  VerrUckimg  des  ganzen  K'irpiMS  fest 
bleiben,  so  darf  auch  der  Haufilpunkt  //^  seinen  Ort  nicht  ver- 
andern; es  musä  daher  die  Axe  der  Holalion  stete  durch  deuselbea 
hiodurchgehen. 

Entsprechendes  gilt  natürlich  auch,  wenn  das  bevorzugte  Glied, 
welchem  bei  der  VerrUckung  des  ganzen  Kürpers  jeweils  allein  eine 
Rotation  gestattet  ist,  durch  mehr  als  zwei  Gelenke  mit  den  übrigen 
Gliedern  verbunden  ist.  im  KOrper  exislirt  ein  solches  Glied,  nämlich 
der  Rumpf.  Auch  in  diesem  gibt  es  daher  einen  Hauptpunkt;  der- 
selbe ist  wieder  identisch  mit  dem  Sdiwerpunkte  des  reducirlen 
Rumpfiiystems. 

Die  Strecken  zwischen  dem  Hauptpunkte  Bj  und  den  Gelenk- 
mittelpunkten des  Gliedes  sollen  wieder  den  Namen  »Haupt- 
strecken des       Gliedes«  ftlhren. 
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Die  Lage  des  Hauptpunktes  innerhalb  eines  jeden  KttrpertheOs 
und  die  GrOase  der  Hanptatredien  bSngen  ?on  den  Massen  sSnimt- 
I icher  Glieder  ab.  Verändert  man  die  Hasse  auch  nur  eines  Körper- 
theils,  z.  B.  des  Rumpfes,  indem  man  ihn  mit  einem  Tornister  be- 
schwert. Oller  des  Armes,  indem  man  ein  Gewicht  in  der  Hand 
hält,  so  verändert  sich  iiucli  s(jt"ürl  die  Lage  saminllicher  Haupt- 
punkte, und  zwar  immer  in  der  Weise,  dass  sie  alle  innerhalb  des 
Körpers  dem  beschwerten  Gliede  näher  rücken. 

Die  Hauptpunkte  der  \  t  KOrperabschnitte  ermöglichen  wieder 
eine  wesentliche  Vereinfachung  für  die  Ableitung  der  lebendigen 
Kraft  des  menschlichen  Kör[)eis.  Aus  der  ikK]leutuD|s  derselben  gebt 
unmittelbar  folgender  Sulz  hervor: 

Satz :  Der  menschliche  K ü r  p e  r  kann  aus  einer  be- 
liebigen Stellung  in  eine  unendlich  Itc  nachbarte  mit  der- 
selben l  äge  des  Gesamnjtschwerpunkles  dadurch  über- 
geführt werden,  dass  man  ihm  nach  einander  12  unendlich 
kleine  VerrUckungen  ertheilt,  bei  welchen  immer  nur  je 
ein  Glied  um  eine  A\e  seines  Hauptpunktes  unendlich 
wenig  gedreht  wird,  wtthreud  alle  anderen  Glieder  gleich- 
zeilig  Translationen  ausfuhren. 

Infolgedessen  stellt  sich  die  VerrUckung  eines  jeden  der  42  Einzel- 
schwerpunkle  im  Allgemeinen  dar  als  geometrische  Summe  TOn  12 
Translationen,  welche  leicht  zu  berechnen  sind,  nachdem  man  die 
Lage  der  42  Hauptpunkte  und  die  Richtungen  der  12  Axen  für  die 
VerrUckungen  (j  «s  1,  2  .  .  12}  festgestellt  hat.  Die  Translation, 
welehe  der  Schwerpunkt  5«  bei  der  Verrttckung  erführt,  ist  identisch 
mit  der  am  der  Rotation  um  die  Axe  durch  Hj  resultirenden  Trans- 
lation des  am  Gliede  befindlichen  Getenkmittelptuikles,  welcher 
dem  Schwerpunkte  i^  innerhalb  des  Körpersystems  am  lUlchsten 
liege  Es  ist  daher  dem  Schwerpunkte  flir  jede  Verrttckung  Vj 
(bei  welcber  j^h)  ein  Gelenkmitlelpunkt  und  eine  Hauptstrecke 
des      Gliedes  zugeordnet. 

Aus  diesem  Grande  stellt  sich  zunächst  die  Nothwendigkeit  ein, 
die  Translationen  festzustellen,  weiche  die  Gelenkmittelpunkle  des 
Gliedes  bei  den  unendlich  kleinen  Rotationen  desselben  um  Axen 
durch  den  zugehörigen  Hauptpunkt  Hj  erfahren. 

Fttr  die  analytische  DurchlUhrung  dieser  Au^^ibe  ist  nun  die 
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Thataache  von  Bedeutung,  das8  der  Schwerpmilct  eioes  jeden  Gliedes 
in  der  Ungsaxe  desselben  lie((t.  Infolgedessen  fllUt  auch  jeder  Haupt- 
punkt in  die  LSngBaxe  seines  Gliedes.  Davon  ist  der  Rumpf  nieht 
ausgenonunen,  wenn  von  der  Bewegung  des  ScbuUeigurlels  abgesehen 
wird,  und  wenn  die  für  eine  gewisse  mittlere  Haltung  geltende  An- 
nahme gemacht  wird,  dass  die  fünf  am  Rumpfe  befindlichen  Gelenk- 
mittelpunkte in  einer  einzigen  Ebene  liej^eu,  welche  den  Schwerpunkt 
und  die  LlIngBaxe  des  Rumpfes  enthttlt. 

Die  Lage  der  GelenkmüSelpunkle  zum  Hauptpunkte  desselben 
Gliedes  wird  durch  die  Hauplstredcen  bestimmt  Mit  Ausnahme  des 
Rumpfes  bilden  dieselben  bei  allen  KOrpertheilen  Strecken  auf  den 
Langsaxen.  Für  den  lUiuipf  isl  das  nur  bei  der  Hailptslrecke  der 
Fall,  welche  den  Hauptpunkt  77,  luil  dem  MillelpuukU;  tles  Alldnlu- 
occipitalgelenks  verbindet,  wiUircnd  die  vier  anderen  Strecken,  welche 
77,  milden  Schulter-  und  llurtgeienkmitlelpunktcn  \erbindcn  und  welche 
gleichfalls  in  der  Hbeno  der  fünf  Uumpfgelenkmittelj)unkle  hei;en,  gegen 
die  Längsaxe  des  Uuuipres  geneii^l  sind.  Es  empfiehlt  sich,  jedt;  dieser 
vier  Hauptstrecken  durch  je  zwei  zu  einander  senkrecht  gerichtete  zu 
ersetzen,  von  denen  die  eine  die  Projeclion  dor  Verbindungsslrecke 
des  betreuenden  (jelenkimtulpunktes  mit  dem  llaupt[)unkt  auf  die 
Rumpllängsaxe  und  die  andere  den  Abstand  dies^  üeleokmiltel- 
punktes  von  der  Rumpflängsaxe  darstellt. 

Für  die  Hauptstrecken  des  menschlichen  KOrpers  sollen  nun  die 
folgenden  aus  der  Tafel  II  ersichtlichen  Bezeichnungen  eingeführt  sein: 
An  den  Extremitätenabschnitten  und  am  Kopfe  sind  die  Strecken 
mit  c,  oder  dj  bezeichnet  worden,  je  nachdem  sie  den  Hauptpunkt 
mit  dem  dem  Rumpfe  ntlher  gelegenen  oder  vom  Rumpfe  entfernteren 
Gelenkmittelpunkte  verbinden.  Die  Strecken  der  RumpflttngBaxe, 
welche  den  Mittelpunkt  des  Kopfgelenks,  die  Mitte  der  Schulterlinte 
und  die  Mitte  der  HttfUinie  mit  dem  ersten  Hauptpunkte  verbinden, 
tragen  bezüglich  die  Bezeichnungen  Ik,  o,  «,  und  die  Entfernungen  der 
Scbultergelenk-  und  Htlftgelenkmittelpunkte  von  der  Rumpflttngsaxe  be- 
züglich die  Bezeichnungen  a  und  6.  Die  Yeibindungsstrecke  des  Haupt- 
punktes Hj  mit  dem  Schwerpunkte  Sj  desselben  Gliedes,  welche  eben- 
falls Hauptstrecke  genannt  werden  soll,  ist  mit  e,  bezeichnet  worden. 

Die  Grössen  r,  ,  äj,  Vj,  o,  «,  a  und  h  sollen  zunächst  nur  die  ab- 
soluten  Langen  der  Strecken  ausdrücken.   Für  die  Verrückungco  ist 
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es  nun  nicht  gleichgültig,  in  weldier  Richtung  dieselben  vom  HaupU 
punicte  ans  Teriaufen.  Man  hat  daher  sowcAl  auf  jeder  Lfingsaxe 
als  auch  auf  der  in  der  Ebene  der  fUnr  Rumpfaxen  liegenden,  auf 

der  Llingsaxc  dos  Rumpfes  senkrechten  Goraden  eine  positive  und 
negative  Richtung  zu  unterscheiden.  Zui  JJcstiramung  derselben  ist 
es  am  bequemsten,  sich  den  Körper  in  die  oben  nliluu"  bezeichnete 
Normalstellung  versetzt  zu  denken.  Ks  soll  dann  für  die  Lüngsaien 
(He  Richtung  nach  unten,  l)ezUgiich  für  die  FusslUngsaxen  die  Rich- 
tung nach  unten  und  vorn,  und  f(ir  die  zur  Rumpflüngsaxe  senk- 
rechten Strecken  die  Richtung  nach  der  rechten  Kürperseite  zu  als 
positiv  eingeführt  werden.  Es  ist  demnach  z.  B.  ^^»(»3^ » -H^« 
^•C),s=  —     Jfi6,,,  =  +a,  MiGijt  =  —  a,  u.  s.  w. 

Es  wurde  oben  (S.  63)  auseinandergesetzt,  dass  einem  jeden 
Schwerpunkte  5«  für  die  Verrttckung  1^  (wo  j^ik)  eine  Hauptstrecke 
des  f*^  Gliedes  sugeordnet  ist.  Dieselbe  ist  diejenige  unter  den 
Hauptslrecken  des  f*^  Gliedes,  wefehe  das  dem  Schwerpunkte 
mnerhalb  des  Körpers  am  nächsten  liegende  Gelenk  des  Gliedes, 
d.  h.  also  das  Gelenk,  welches  die  unmittelbare  oder  mittelbare  Ver- 
bindung iwischen  dem  Gliede  und  dem  Gliede  darstellt,  mit 
dem  Hauptpunkte  des  j***  Gliedes  verbindet.  Fuhrt  man  für  die 
dem  Schwerpunkte  S,,  in  Bezug  auf  die  Verrttckung  Vj  zugeordnete 
Hauptstrecke  die  Bezeichnung  fj^,  bezüglich  für  die  in  Bezug  auf  die 
Venuckung  V,  zugeordneten  beiden  Hauptstrecken  die  Bezeichnungen 
/n  und  (jii,  ein,  wobei  die  Grössen  /_,^  süinnillich  auf  LSngsaxen  und 
die  Grössen  7,/,  auf  Senkrechten  zur  Rumpf löngsaxe  liegen,  be- 
zeichnet man  ferner  insbesondere  die  dem  Schwerpunkte  in 
Bezug  auf  ilie  \  emi(;ktina  seihst  zugeordnete  Hauptstrecke,  d.  h. 
die  Kntternung  des  Schwerpunktes  von  //^  mit  und  berück- 
sichtigt man  das  V'orzeichen  dieser  Strecken,  so  orgicbl  sich  für  die 
Werllic  dieser  Grossen  nach  der  durch  Xafel  Ii  etngefuhrlen  Bezeich- 
nung die  Tabelle: 


AUMIL  4.  K.  8.  OCMUfcb.  d.  WiueuKh.  XIXUI.  S 
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Die  Verrilckuiiij;  V^,  boi  welcher  nur  das  (Ilied  um  irgend 
eine  Axe  durch  den  Hauptpunkt  //,  unendlich  wenig  rolirl,  wäh- 
rend alle  anderen  Glieder  gleichzeitig  Translationen  ausfiihren,  kaon 
nun  allgemein  in  drei  Componeaten  F,^,  Fj^^,  F,^  zerl^gl  werden. 
Dabei  bedeutet: 

Fy^  eine  Verrttckung,  bei  welcher  von  allen  CoordinateD 
nur  9/  seinen  Werth  um  dipf  ändert,  wtthrend  die  anderen  constant 
bleiben.  Nach  der  Bedeutung  der  Winkel  ^y,  entspricht  dies 
einer  unendlich  kleinen  Rotation  des  /**  Gliedes  von  der  Grösse  dtpj 
um  eine  durch  den  Hauptpunkt      gehende  horizontale  Axe  9^., 

welche  mit  der  im  Haume  festen  YerticaletieDe  den  Winkel  — 
bildet,  verbunden  mit  Translationen  der  anderen  Glieder, 

\s  eine  Yen  ückung,  bei  welcher  allein  »'>,  seinen  Werth  um 
(//>,  «indert,  wührend  alle  anderen  Coordinaten  cuuslant  bleiben. 
Dies  kommt  aul  eine  unendlich  kleine  Rotation  des  j''"  Gliedes  von 
der  Grösse  d&j  um  die  durch  den  Hauptpunkt  llj  sehende  Verli(  id- 
axe  91^^.  und  gleichzeitige  Tran.-'ialiontTj  der  anderen  Glieder  hinaus, 

eine  VerrUckung,  bei  weicher  sich  nur  Qj  um  dffj  ändert, 
wahrend  alle  anderen  (^.oordinaten  constant  bleiben.  Dies  entspricht 
einer  unendlich  kh^nen  Rotation  des  Gliedes  um  seine  eigene 
(durch  jfiTy  gehende)  LBngsaxe.  Im  Allgemeinen  werden  dabei  alle 
anderen  Glieder  in  Ruhe  bleiben ;  nur  bei  der  Rotation  des  Rumpfes 
um  seine  Lttngsaxe,  d.  h.  also  bei  der  Verrttckung      mttssen  die 
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Kxlreiiiil.iU  II  .gleichzeitig  TrunslalioiuMi  ;iu>rtlliren;   der  Kopf  bleibt 
aber  auch  in  (licsein  Falle  im  Kauiiie  'nicht  ziun  Kmnpfo)  fest. 

Da  die  I.age  eines  jeden  Gliedes  lici  fcsli^elialtenein  Gesamml- 
schvverpnnkt  durch  die  Winkeignissen  7.  y'K  {>  eindeutig  bestimmt  isl, 
so  gt'lit  daraus  hervor,  dass  jede  Vernickung  sich  immer  auf  eine 
einzige  Art  durch  drei  derartige  YerrUckuDgeo  V^^,  Vj^^,  V^^  er- 
setzen lusst. 

Man  kann  datier  deo  früheren  Satz,  welcher  von  der  Über- 
führung des  Kürpers  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  unendlich  be- 
nachbarte bei  festgehaltenem  Gesaminlschwerpunkl  handelte,  jetzt  in 
der  Fürin  aussprechen: 

Satss  Der  menschliche  Körper  kann  aus  irgend  einer 
Lage  in  eine  unendlich  benachbarte  mit  demselben  Orte 
des  Gesammtscbwerpunktes  dadurch  Ubergeftihrl  werden, 
dass  man  ihn  successive  36  Verrttckangen  ,  V;,^, 
(^*  =  1,2*"1SI)  unterwirft.  Dies  ist  immer  nur  auf  eine  Art 
möglich. 

Es  erftihrt  dabei  jeder  der  \%  Einzelschwerpunkte  36  unendlich 
kleine  Translationen,  deren  geometrische  Summe  die  Gesamrotver-* 
rOckung  desselben  für  die  allgemeinste  Bewegung  des  menschlichen^ 
Körpers  darstellt. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  Behandlung  des  Falles 
uneingeschränktester  Bew^lichkeit,  welche  nach  den  voraufgegangenen 
Entwickelungen  durchaus  keinen  Schwierigkeiten  mehr  unterliegt,  in- 
folge der  zahlreichen  VerrUckungen  sehr  verwickelt  wird,  und  dass 
der  hieraus  resultirende  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  di  s  Kurper- 
syslems  nur  schwer  zu  übersehen  und  zu  deuten  sein  wird,  so  \d\vj:,v 
man  noch  nicht  über  di(!  \'erhalli)is>e  Ijei  specielien,  einfacheren  He- 
wegunpsarten  des  Körpers  volle  Klarheil  erlangt  hat.  Aus  diesem 
Grunde  soll  zunJichsl  die  Behandlung  des  allgemeinsten  Falles,  ob- 
gleich die  Kesultale  schon  fertig  vorliegen,  nicht  weiter  vertbigl 
werden,  sondern  es  soll  nur  eine  besondere  Hewegungsart  in  Betracht 
gezogen  werden,  welche  sich  in  sehr  vielen,  im  Leben  häufiger  vor- 
kommenden Fallen,  z.  B.  gerade  beim  Gehen  und  Laufen  mit  grosser 
Annilherung  realisirl  findet. 

Untersucht  man  zunächst  nur  solche  Bewegungen  des 
ganzen  Körpers,  bei  welchen  alle  LUngsaxen  parallel 
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einer  festen  Vorticalebene  bleiben,  und  bei  denen  keine 
Rollungen  um  die  Lttngsaxen  der  Glieder  stattfinden,  so 
kommen  von  den  drei  Verrückungsarlen  V^^,  V., ,  V^,  nur  die  drei 
ersten  in  Betracht.   Es  sind  nttmlich  in  diesem  Falle  sowohl  alle 
als  auch  alle    constante  Grössen,  und  zwar  sollen  sSromtliche  &f  den 

TT 

Werlli  ^  und  sttiuiiUliche    den  Werlii  Null  besitzen ;  infolgedessen  ist 

dtfy=:d^^  =  0.  Die  ganze  Bewegung  ist  dann  als  eine  ebene  Bewe- 
gung anzusehen.  Die  Ebene,  auf  welche  die  ganze  Bewegung  sich 
unverkürzt  projicirt,  ist  eine  Verlicalebene,  welche  mit  der  im  Räume 

festen  Verticalebenc  den  Winkel  ^/ =  ^  bildet;  dieselbe  soll  ge- 

radezu  mit  der  XZ>Ebene  des  rechtwinkligen  Goordlnatensystems  zu- 
sammenfallen, dann  wird  für  die  Salinen  sammtlicher  Punkte  des 
Körpers  die  CoordinaU;  y  einen  constanten  Werth  besitzen. 

Auf  diesen  speciellen  Fall  der  Bewegungen  des  menschlichen 
Körpers  lassen  sidi  nun  Wort  für  Wort  dieselben  Betrachtungen  an- 
wenden, wie  auf  den  Fall  der  drei  durch  zwei  Charniergelenke  ver- 
bundenen Körper.  Der  Umstand.,  dat>s  in  der  Projeclion  auf  die 
Bewegungsebene  an  zwei  Stellen,  nämlich  dem  Durch.schnilt  der 
'  ScIiuUerlinie  und  Hufllinie  mit  dietJer  Ebone,  uu^lir  als  zwei  Glieder 
durch  ein  Gelenk  sclu'inbjir  verbunden  sind,  bedingt  dtirchaus  keine 
Complication  gegenüber  dem  Kalle  einer  forllaufcndt  ii  kelle  von 
Kürpern.  Man  kann  daher  sofurt  den  Ausdruck  Ini  das  mit 
mulliplicirte  Quadrat  der  Verrückung  des  Scijwerpuuktcs  \  luu- 
üchreiben;  dasselbe  isl  (vgl.  S.  28) 

^  I  2 

(wo  stets  i  <^  /•  sein  ujuss;. 

Der  ünlerschied  zvvis(*hen  dieser  und  der  Formel  auf  S.  28 
liegt  ausschliesslich  in  einer,  der  vergrOflserten  Körperanzahl  ent- 
sprechenden Vermehrung  der  Glieder. 

Bezeiclmet  man  mit  den  TrUgheilsradius  des  /i'^"  Gliedes  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  S,,  gelegte,  zur  Beweguogs- 
ebene  und  daher  auch  zur  Lllogsaxe  des  A**"  Gliedes  senkrechte  Axe, 
so  muss  man  zu  obigem  Werthe  noch  imi^t^qi^^  hinzufügen,  um  die 
lebendige  Kraft  des  A^"  Gliedes  relativ  zum  Gesaromtschwerpunkl  zu 
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bekuinnieD.  Die  ganze  lebendigt'  Kraft  des  nienscliliclicn  KoriK^i"!; 
relativ  zum  (.Jesamintscliwerpunkt  wird  daher  erhallen,  indem  imn 
der  Reibe  oacb  A  =  I ,  i  -  -  \^  seUl  uuU  alle  diese  Werlbe  addirl. 

IS 

Als  Factor  von        erscheint  dann  die  Summe  mjxj  -f:^'  *^kfjM 

12 

und  als  Factor  von  cos     —  fpHi^Wit  Summe^*iR«^^i/t«. 

1 

Aus  der  Bedeutung  der  Grössen      gebt  nun  hervor,  dass  die 

13 

Summe  mj*) m^fj,,  wieder  das  Trttgbeilsmoment  des/**  redu- 

cirlen  Ssslcins  in  Bezug  auf  die  zur  Bewegungseliene  senkt  eclile  Axe 
durch  drn  llauptpnnkt  //  des  Ghech^s  ist,  so  dass  mau  dafür 
m^,k-  schreiben  kauu,  weiiu  uuter  kj  der  zugebürige  Triigbcilsradius 
verstanden  wird. 

Femer  ergibt  sich  ganz  allgemein,  dass  die  S\tjnme,yji'HtJ'ii,l\^ 

1 

durch  das  negative  Producl  —  «'o/,*/"t<  ersetzt  werden  kann.  Zu 
diesem  Resultat  gelangt  man  auf  folgende  Weise: 

Bs  sei  1  <[t<^ft.  Die  Summe  der  Massen,  welche  am  t***  Gliede 
in  enlg^engesetzter  Richtut^  als  das  fc**  Glied  langen,  sei  ir|,  die 
Summe  der  Hassen,  welche  am  h*^  Gliede  in  entgegengesetzter  Rieh- 
lung  als  das  t**  Glied  httngen,  sei  m'^;  die  Hateen  des  t^"  und  k*** 
Gliedes  selbst  seien  nif  und  ait  und  die  Summe  der  dann  noch  übrig 
bleibenden,  zwischen  dem  und  V**  Gliede  befindlichen  Massen 
sei  tNi«.  An  dem  t^*  Gliede  hat  man  drei  Hauptstrecken  zu  unter- 
scheiden: diejenige,  welche  das  Gelenk  in  der  Richtung  nach  dem 
fc**"  Gliede  mit  H,  verbindet,  diejenige,  welche  das  entgegen- 
gesetzte Qelenk  mit  verbindet,  sie  soll  mit  /.,.  bezeichnet  sein, 
und  die  Strecke  zwischen  dem  Schwerpunkt  8f  und  dem  V** 
Hauptpunkte  Bf.  Desgleichen  hat  man  am  Gliede  drei  Haupt- 
strecken /'j^,  und  /"n  zu  unterscheiden,  wo  das  dem  1*** Gliede 
zugekehrte  Gelenk,  /a-  das  entgegengesetzte  Gelenk  und  den 
Schwerpuukt      mit  dem  Hauptpunkte  verbindet. 
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Es  sind  daher  die 
den  Schwerpunkten  der  Massensumuie  m,'  zugeordneten 

Iliuiplstrccken:  fff  und 
den  Schwerpunkten  der  Masse  m,  zuj^oürdnt'tLn 

IIau|ilstreckon;  /',,  und  /i,  , 
den  Schwerpunkten  der  .Massensumnic  /-uui'oKliielen 

Hau|)t»trecken:  und/»,, 
den  Schwerpunkten  der  Masse  zugeordn<Mon 

Hauplslrecken:  /^j  und  /^t, 
den  Schwerpunkten  iler  Massensuunne  tn[  zngoordncMen 

Hauptstrecken:  fa  und  fi^g, 

und  man  hat 
1] 

Nun  ist  in  Folge  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwer- 
punkte der  reducirten  Systeme 

+  =  —  (im;  +  m*  +  »»,»)/;* 

»w»A*  4-  «•»A*-  =  —  K*  +  *»<  +  wJ)  /»*  • 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  ergibt  sich 

^'*«'*/".*/*A  =  —  (W'i  +  «'*  4-  *«.»  —         +  »'.*  +        +  *«.'}  /".»/». 

und,  da       -|- fitt -|- m^» -{- nt« =  fn»  ist: 

Ist  t=  1,  so  empfiehlt  es  sich  nicht,  den  Beweis  allgemein  zu 
führen,  da  zu  viel  specielle  Fslle  unterschieden  werden  mttssen. 
Man  uberzeugt  sich  aber  leicht  unter  Benutzung  der  in  der  Tabelle 
auf  S.  66  niedergel^en  Werthe  und  der  Relationen,  welche  zwischen 
den  Hauptelredcen  je  eines  Gliedes  bestehen  müssen,  dass  auch  in 
diesem  Falle  gilt: 

rur  alle  Werthe  von  k.  Man  kann  diesen  Relationen  die,  vorlllufig 
noch  nicht  in  Betracht  kommende,  Relation  hinzufügen: 

12 

Beachtet  nuin  noch,  dass  bei  freier  Beweglichkeit  des 
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menschlichen  Körpers  zu  der  lebendigen  Kraft  relativ  zuiu  Ge- 
sammtschwerpiinkt  die  lebendige  Kraft  |Wo(^ü'  +  SoV)  hinzukommt, 
welche  in  Folge  seiner  (ebencni  Hewoguiig  besitzen  würde,  wenn 
in  ihm  die  Gesammlmasso  my  vereinigt  Nvüre,  so  ergibt  sich  schliess- 
lich als  Werth  f(lr  die  gcsarnmte  lebendige  Kraft  T  des  meoscbliclien 
Kürpers  bei  freier  Beweglichkeil  dosselben: 

T= ii«J^:'  H-  c  -hi^^/  -  ^Liiv*/;^..  cos     vOviyil , 

L  1  I     2  J 

wo  n  =  1 2  und  t  immer  kleiner  wie  k  sein  muss. 
Die  Grössen  kj  und      lassen  sich  in  jedem  Falle  leicht  berech- 
nen, wenn  die  Dimensionen,  Massen  und  Trägheitsmomente  der  ein- 
/(-IiK  n  Kör[)erab4$chDi(le  des  in  Bewegung  b^iffenen  Individuums 
bekannt  sind. 

Da  hier  nur  allgemeine  mechanische  Gesichtspunkte  für  die  Be- 
handlung der  Bewegungen  des  menschlichen  KOrpers  gegeben  werden 
sollen,  80  mag  von  der  Berechnung  dieser  Grössen  vorlttufig  ab- 
gesehen werden»  um  so  mehr,  als  auf  dieselbe  in  der  spttler  er- 
scheinenden Arbeit  Aber  den  menschlichen  Gang  ausführlicfa  einge- 
gangen werden  muss. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  fUr  T  sind  die  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Gesammtschwerpunktes  ^  (wozu  im  Falle  all- 
gemeinster Bewegung  noch  kommt)  vertreten.  Die  Goordinaten 
f^u)  bu  iumI  ihre  Abgeleiteten  sind  von  den  sonst  noch  auftretenden 
Winkeln  und  Winkelgeschwindigkeiten  unabhängig,  so  lange  die  Be- 
wegung volls(8ndig  frei  ist;  dieselben  lassen  sich  dagegen  im  Allge- 
meinen als  Functionen  der  Winkel  y  ,  />,  q  uiul  ihrer  Abgeleiteten 
darstellen,  sobald  ilie  Bewegung  des  Körpers  an  i^cwissu  Bedingungen 
geknUj>lt  ist.  FUr  die  hier  betrachtete  specielle  Bewei^uni^sart  heissl 
«lies  also  iiisbosondere,  die  GrOsaen  ^9,  ^  lassen  sicli  dann  durch  die 
ifj  und  (f'j  allein  ansdi m  ken. 

In  vielen  Füllen  wird  die  Betliuy;iini^  liir  die  Beweglichkeit  darin 
bestehen,  dass  ein  Pimkt  /*  des  Körpers  feslbleibl;  dann  werden  die 
Goordinaten  des  Gesamnilschwerpunkles  f„,  ^„  (und  Functionen 
der  Goordinaten  j^i,  2|  (und  yi)  dieses  Punktes  und  der  Winkeigrössen 
%  ("Pd  (»>)• 

( )  >/a  betaizl  io  diesem  «pecielten  Falle  der  Bewegungea  den  Werth  Null,  da 
1;,  comtant  bl. 
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Für  die  analytische  AustUbruog  dieses  Gedaoiieos  leisten  wieder 
die  Hauptpunkte  der  Glieder  wtditige  Dienste.  Es  gilt  auch  bei  dem 
viel  Verwickeltoren  System  des  menschlichen  Körpers  der  schon  frtther 
fkir  das  Dreiküi|)ersystem  gerundene 

Satz!  Man  trclan^l  imnior  zu  dorn  Gesa iii lutschwcrpunklo 
S(,  des  menschlichen  Kürpersi,  wenn  man  von  irgend  einem 
Hauptpunkte  //,  aus  die  geometrische  Sunnue  der  zu  den 
II  übrigen  K/irpern  gehörenden  Hauptsirecken  bildet, 
welclie  innerhalb  des  Kürpers  dem  Uauplpunkle  Uj  zuge- 
kehrt siud. 

Beweis  dieses  SaUes:  In  der  Figur  auf  Tafel  I  bedeutei 
allgemein  den  Schwerpunkt  des  A^"  Gliedes  (die  zugehörige  Masse 
ist  m«)  und  G^^  den  Hittelpunkt  des  Gelenkes  zwischen  dem  i**"  und 
fc*™Gliede.  ^  sei  der  Gesammlschwerpunkt  und  die  Gesammt- 
masse;  endlich  sei  Hi  der  Hauptpunkt  des  Rumpfes. 

Ist  0  em  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  ist  nach  dem  bekannten, 
schon  froher  verwendeten,  Satze  von  Lbibniz: 


wobei  das  ^'-Zeichen  die  geometrische  Sumiuatiou  ausdrücken  soll. 


Der  Punkt  0  ist  ganz  beliebig.  I^sst  man  denselben  beispiels- 
weise mit  dem  Haupiptinkte  Ifi  des  Rumpfes  zusammenfallen,  so  folgt: 


Ersetzt  man  nun  noch  allgemein  die  Strecke  liiS/  durch  die 
geometrische  Summe  des  gebrochenen  I.inienzugs  von  //,  über  die 
das  t'"  Glied  successive  mit  dem  Rumpfe  verbindenden  Gelenke  hin- 
weg bis       also  z.  B.  (vgl.  Tafel  I) 


[HAt]  durch  [lf,G..,]H-[C,,ß^.,]H-(C.,,S„l 
oder  [ff.S.]  durch  +  [M;^]  +  [(;^46\^]  +  ;C,.Al«.J'.w.. 


so  wird 
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+  /ulHiG,^]  +  iiiiGitG^j]  -f-  'S,! 

+  fil^flGus]  +  /'5[<^l,:.^':«.5:  +  /'i  L^':i,i 'S5J 

Nun  ist  infolgo  der  Bedeutung  des  j***  Hauptpunktes  als  Schwer- 
punkt des       reducirten  Systems: 

H-(/'8H-/'u.)[/AG,sl+  (.".  +  /'..)[//iCiJ  +  l««Ltf|Gi.«]  =0 

/'s  [GM  4-  0«»H-/<t)IGmC.>1  = 

/♦lol^'s.io^io]  =  [G8,io/'io] 

Daher  erhalt  man 

^  [/;,,//,]  4-  4-  4-  [^'..,//,]  +  L^^..«w«]  +  [<ir..T//;] 
4-        4-        +  l^-Vio//!«]  4-  4-  L^'M.'A.l 

q.  e.  d. 

Anstatt  von  //,  au^/ug('llen,  kann  man  auch  jeden  andei  i  n  Haupt- 
punkt zum  Ausgangspunkt  nehmen  und  erhUlt  dann  stets  die  Be- 
stätigung des  obigen  Salzes.  Ks  ist  zu  beachten,  dass  dieses  Resultat 
^ns  unabbüngig  von  der  UaltuDg  des  Kürpers  ist  und  auch  niciit 
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die,  beim  Menseben  nahezu  realisirte,  Annahme,  dass  die  Binzel- 

schwerpunkte  in  den  LSngsaxen  liegen,  zur  Voraussetzung  hat. 

Bleibt  nun  wühiend  der  Bewegung  ein  Punkt  P  des  Gliedes 
fest  oder  besitzt  er  eine  bestiininte  l>age  zu  diesem  Gliode.  so  hat 
man  den  I  I  Strecken  nur  noch  die  Sirccke  J*Hj]  liinzuzuliigeii.  wenn 
nian  die  geometrische  Summe  von  /'  aus  bilden  will,  Ks  einpllehll 
sieh  die  Strecke  [PH  ^  durch  l'rojei  liou  auf  die  /"  Llingsaxe  in  zwei 
rechtwinklige  Componenlen  zu  zerlegen.  In  vielen  Fullen  wird  P  der 
LiUngsaxe  selbst  angeboren,  (laon  Iklll  die  eine  der  beiden  Compo- 
nenten  fort. 

Im  speciellen  Falle  des  menschlichen  Ganges  bleibt,  während 
der  Körper  nur  von  einem  Fnsse,  z.  B.  dem  rechten,  untersttttzl  ist, 
für  einige  Zeit  ein  Punkt  P  fest,  welcher  mit  grosser  Annäherung 
auf  der  Lftngaaxe  des  rechten  Fu^es,  d.  h.  also  auf  der  Verbindungs- 
linie des  Tibio-talus-Gelenkmittelpunktes  mit  dem  Schwerpunkte 
des  rechten  Fusses  liegt.  Die  Entfernung  dieses  Punktes  von  If«  sei 
dann  erhttlt  man  den  Ort  des  Gesammtschwerpunktes  als 
Endpunkt  der  von  P  aus  gebildeten  geometrischen  Summe: 

[ -  ^'o]  +  [  -  rf.l  +  [  -  ^/.l  +  [  -  «»l  +  [  -  "1  +  [  +  «^1  +  L -f-  ^^51  +  l  +  ^7] 

(vgl.  hierzu  Tafel  U).  Die  Richtungen  dieser  Strecken  sind  in  dem 
angenommenen  Falle  der  ebenen  Bewegung  durch  die  WinkelgrOssen 

(/,  vollständig  beslimml,  denn  [ — b]  verschwindet  in  der  Projection 
auf  die  Bewegungsebene,  da  diese  Strecke  senkrecht  zur  letzteren 
gerichtet  ist. 

Da  diese  Hiuiplstrecke!)  in  gewisser  Bi'ziehung  dem  <Iesani!nt- 
schuerpunkte  »Su  zugeordnet  sind,  so  sollen  dieselben  unalug  der 
früheren  Bezeichnungsweist;  mit  /"„  bezcichucl  sein. 

Bewegl  sich  nun  der  Körper  aus  einer  Stellung  in  eine  un- 
endlich benachbarte  so,  dass  der  Funkl  P  fesibleibt,  so  crndirt 
der  Gesanuntschwcrpunkt  S„  dabei  auch  eine  Verriickung.  Die&elbe 
setzt  sich  in  gleicher  Weise  aus  IS  zu  d(>n  verschiedenen  Lüugsaxen 
senkrechten  Verrttckungen  zusammen,  wie  die  Verriickung  des  Einzel- 
schwerpunktes ;  dabei  spielen  die  Hauptstrecken  fj^  dieselbe  Rolle 
wie  die  /)«  für  die  Verrilckungen  von  5« .  Man  erfaSit  infolgedessen 
den  Werth  des  Antheiles  i-ffiot^,  welchen  der  Gesammlschwerpunkt 
zu  der  lebendigen  Krall  des  ganzen  Systems  beisteuert,  indem  man 
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in  dem  Ausdruck  für  j  tn^v'l  auf  S.  68  für  A  =  0  einseUt.  Dabei 
ergeben  sich  die  Werthe  von  fj^  aus  der  folgendeo  Tabelle: 


/|,0 

1  /t,o 

/"... 

i  /"m 

1  /«.• 

—  u 

1  +  '■■j 

+  ",. 

Es  (ritt  daher  in  dem  Auadrucke  Air  die  lebendige  Kraft  relaliv 

zum  liesamiiilschwerpunkle  (die  Formel  für  T  auf  S.  71  bei  Wcg- 
lassuuij;  der  (ilicHicr       und  ^,,"1       'l^Mi  Grössen  und  — «'„/a/i, 

hezilalif'li  noch  liiiizii  m„/j''  +w»ü/ioyiw"  Man  criialt  iufulgedesseu 
als  Wi'itli  der  Ichcndigcu  Kraft  T 

bei  der  Bedingung,  das  ein  Punkl  P  deü  Körj)cr>  (asi- 
blcibt: 

Li  12  J 

wo  n  =  1    und  i  slets  <^  k  sein  inuss. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch,  indem  man,  ohne 
von  dem  Falle  der  freien  Beweglichkeil  des  Systems  auszugeben,  von 
vornherein  untersucht,  welche  Translationen  die  einzelnen  Schwer- 
punkte errahren,  wenn  man  dem  ganzen  Körper  eine  solche  Ver« 
rttckung  ertheili,  bei  welcher  allein  das/*  Glied  seine  Richtung  ändert, 
wtthrend  alle  anderen  Glieder  nur  Translationen  ausfahren  dOrfen. 

Es  ist  nichl  schwer,  einzusehen,  dass  die  Axe  der  unendlich 
kleinen  Rotation  jetzt  niclil  mehr  dureli  den  Hauptpunkt  llj,  sondern 
durch  ilcnjenigen  (n  Icukuiitii  lpiiukt  di'>  /  '  (ilicdes  liindurcligelit,  wel- 
ch«-r  innerhalb  des  Kiiipers  dem  festen  Punkt  P  am  nüehslen  liegt. 
Die  zwischen  diesen»  ilelenkiuillelpuukt  und  tlem  festen  l'unklc  /* 
t;elei:enon  Körperlheilt!  bleiben  daliei  ganz  in  Uuhe,  wahrend  alle 
anderen  tjlieder  TranslationcMi  ausführen.  Ks  kommt  infolgedessen 
zu  der  Translation,  wfiche  der  Schwerj»unkt  infolge  der  unend- 
lich kleinen  Drehung  des  j'*"  Gliedes  um  eine  Axe  durch  den  Haupt- 
punkt Uj  desseli)t>u  erfuhr,  noch  die  Translation  hinzu,  welche  der 
Hauptpunkl  Jlj  selbst  erführt,  wenn  man  die  Rotalionsaxe  parallel 
mit  sich  nach  demjenigen  Geienkmiltelpunkte  des  f**  Gliedes  verl^(, 
welcher  innerhalb  des  menschlichen  Körpers  dem  festbleibenden 
Punkte  P  am  nächsten  liegt. 

Die  Entfernung  der  Hauptpunkte  Hj  von  diesen  <ielcnkmiliol- 
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|)unkteu  wird  nuQ  durch  die  oben  cini^efülirle  Grösse  dargestellt. 
Insbesondere  setzt  sich  die  Entfernung  des  Hau{)t[>unktcs  //,  vom 
rechten  Huftgelenkniitlelpunkl  aus  den  beiden  zu  einander  recht- 
winkligen Strecken  /',  o  =  —  m  und  tj^  ^  =  —  zusammen,  von  deneo 
die  leUlere  für  den  hier  vorläufig  allein  beliandcltcn  Fall  der  ebenen 
Bewegung  Dicht  in  Frage  kommt,  da  dieselbe  rechtwinklig  zur  He- 
weguDgsebeoe  verlttufl.  Es  gehen  infolgedessen  Ute  für  die  Yer- 
rOckungen  deB  Scbwerpunkles  in  Betracht  kommendeo  Gi-össen 
jetzt  aber  in  Grossen  und  die  Grössen  ttber  in  Grossen^  f», 
welche  durch  die  Relationen  definirt  sind: 

=  £»  +  Co  "»wl  q'ik  =  9u  +  ?ic  • 
Fuhrt  man  noch  folgende  Bezeichnungen  ein: 
Ij  fUr  die  Grosse  der  LUngsaxe  des  Gliedes,  insbesondere  4  fUr 
die  Entfernung  des  festen  Punktes  P  vom  Tibio-talus-Gelenkmiltel- 
punkt,  ij  und  Sj  für  die  Bntfernungen  des  Schwerpunktes  Sj  vom 
proximalen  bezüglich  distalen  Gelenkmittelpunkle,  insb^nderc  Si  für 
die  Entfernung  des  Rumpfschwerpunkles  S,  vom  Mittelpunkt  der  Hüft- 
linie und  Ä,  für  die  Entfernung  der  liüfl-  luul  Scliiillerlinie  von  ein- 
ander, so  erhalt  man  für  die  Werthc  iler  Grössen  jj^  folgende  labelle: 


h 

fU 

fih 

Ith 

1  fih 

fah 

1 

i  /Ith 

f'tih 

1 

— *l 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

— ft 

s 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

■  0 

t 

0 

0 

0 

0 

— 16 

l 

0 

0 

0 

0 

-h 

0 

0 

n 

0 

0 

0 

.  1 

M 

0 

0 

0 

0 

0 

() 

—  ib 

i> 

Ü 

0 

0 

Ü 

0 

(1 

ü 

0 

0 

7 

0 

0 

0 

0 

0 

—  J* 

8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+ 

9 

0 

0 

0 

; » 

+»•. 

0 

0 

0 

-[a+b) 

40 

0 

0 

0 

0 

0 

"  1 

+  (a-6) 

<  1 

(1 

0 

0 

0 

0 

— 'a+6) 

12 

0  . 

0 

0 

0 

0  1 

ü 

0 

—  6 

Setzt  man  diese  Grossen  /^V  an  Stelle  der  in  dem  Ausdrucke 
für  iniA«*  (S.  68)  ein,  so  erhalt  man  den  Beilrag,  den  der  Schwer 
punkt  5a  für  die  gesammle  lebendige  Kraft  infolge  seiner  Geschwindig- 
keit leistet,  wenn  in  ihm  die  Masse  des  h*^  Gliedes  vereinigt  ist. 
Man  darf  indessen  nicht  erwarten,  den  richtigen  Ausdruck  für  die 
gesammle  lebendige  Kraft  des  Systems  bei  ft      hultenem  Punkte  P 
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ZU  orliiilU'ii,  wenn  man  die  an  Slcllo  der  f,^  auch  in  dem  Aus- 
drucke für  ']\  relativ  zun»  (icsarnintscliwcrpunklc  einsetzen  würde, 
ticiin  »lie  (Irossen  fj^  ij;eniii;on  nit-lil  denselben  KelationeO}  wie  die 
Ij^  und  die  <yjj  nicht  dejiselben  wie  die  q^^ . 

Ks  ergibt  sich  Dttialidi  jetzt: 

HM  II  n  n 

I  ~  I  ^  ^ 

n  HU 

^*  »**  '/i*  w*  V?*  4-  i  </io^*  »'*  'iu  4-  !/?o^*  »'* 

n  n  N  H  n 

2^'""kq[hfjk  —^'"»kUfjh  4- /i«^* 4-  '/io^*»"*fi*  4-  >iwfjo^''*»h ' 

Aus  der  BedeulUDg  der  Grössen  und  als  Haupli>lrecken 
folgl,  dass 

m  m_  n  n_ 

I  ^  ^  ^ 

N 

Setzt  man  ^>>m^  =  fw«,  so  folgt  schliesslich 

N  M 

1  I 

H  H 

»»»  ?u  ^2''    Vi*  4- 7?« 
I  1 

<•  •» 


Die  RelationeD,  welche  die  Grttesen  q  eDthallen,  sind  hier  mit 
angeführt  worden,  weil  sie  nir  den  allgemeinsten  Bewcgungsfall  Be- 
deutung besitzen.  Aus  den  die  Grössen  f  allein  enthaltenden  Rela- 
tionen findet  man  in  der  Tbat  die  schon  auf  denn  anderen  Wege 

abgeleiteten  Formeln  für  T. 

Bleibt  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  einer  der  12  Liingsaxen 
während  der  Bewegung  fest,  so  Undem  sich  nur  die  Werlhe  von  /)» 
in  entsprechender  Weise.  &  bedeutet  fp  dabei  stets  die  Lttnge  der- 
jenigen Strecke  auf  der  Lttngsaxe  des      Gliedes,  welche  den  dem 
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Punkte  P  iooerbalb  de«  KOrpers  am  nilcbslea  H^oden  Gelenkniiltel- 
piinkt  bezuglich  dessen  Projeetkm  auf  die  Langsaxe  (beim  Rumpf) 
mit  dem  Hauplpunkte  //,  verbindet. 

Verminderung  der  Anzahl  der  beweglichen  KOrpertheile. 

Nimmt  man  für  die  Bmvcgimgon  des  Gclion.s  den  Kopf  zum 
Kiiiiiptc  fr>l^('slt'lll  an.  s(i  veriiiiiulcil  sich  die  Anzidd  der  Glieder 
in  dem  Ausdrucke  für  die  lebendii^t-  Kraft.  Man  hat  dann  den 
llumpf  mit  dem  Kopfe  zusammen  als  einen  einzigen  starren  Körper 
aufzufassen,  dessen  Hauptpunkt  jetzt  dem  Kopfe  nJiher  liegt  als  der 
Hauptpunkt  des  Kumpfes  allein.  Die  Hauptpunkte  aller  übrigen 
Ktfrpertbeile  werden  dadurch  nicht  berührt.  Infolgedessen  andern 
sich  nur  die  Hauptstrecken  des  Rumpfes;  die  Hauptstrecken  des 
Kopfes  verschwinden  voIJstVndig,  so  dass  die  Summen  in  dem  Aus- 
drucke für  die  lebendige  Kraft  sich  jetzt  nur  noch  von  \  bis  II 
zu  erstrecken  haben.  Wollte  man  ausserdem  einen  Arm  oder  beide 
Arme  zum  Rumpfe  feststellen  und  auch  dabei  die  Beweglichkeit  in 
den  Ellbogengelenken  ausschliessen,  so  hatte  man  die  Summen  sogar 
nur  Uber  9  bezüglich  7  Glieder  zu  erstrecken.  Gleichzeitig  treten 
an  Stelle  des  Uau|)tpunktes  und  der  zugehörigen  Hauptstrecken 
jetzt  der  Hauptpunkt  und  die  Hauptstrecken  des  zu  einem  starren 
Körper  vereinigten  Systems  »Rumpf  -f-  Kopf  -f-  ein  Arm«  bezOglich 
»Rumpf  -\-  Kopf  -}-  beide  Arme«,  wahrend  die  Hauplpunkte  und 
Hauptstrecken  fUr  alle  übrigen  (llieder  unverändert  bleiben. 

Die  Lage  des  neuen  Hauplpunklc^  //,  lilsst  sich  mit  Hülfe  der 
Lagen  der  Hauplpunkte  der  zu  einem  slairrti  Systeme  zu  vereinigen- 
den Körper  und  der  zugehörigen  Ilaiipi.sliccken  leicht  bestimmen. 
Man  hat  zu  dem  Zwecke  nur  von  cin<!m  der  in  Frage  kom- 
menden Hauptpunkte  aus  die  geometrische  Summe  der  ihm 
zugekehrten  Haupistrecken  zu  bilden,  welche  zu  den  tibrigen 
der  zu  einander  festgestellten  Körperlbeile  gehören. 

Von  der  Uicbtigkeit  dieses  Salzes  kann  man  sich  in  jedem  Falle 
ohne  alle  Rechnung  auf  folgende  Weise  Uberzeugen: 

Es  soll  z.  B.  der  Hauptpunkt  fttr  das  zu  einem  starren  Körper 
vereinigte  System  »Rumpf  -|-  Kopf  -(-  beide  Arme«  bestimmt  werden. 
Oerselbe  ist  der  Schwerpunkt  des  Massensystems,  welches  man  er« 
btUt,  wenn  man  in  jedem  der  beiden  Httflgelenkmittelpunkte  die 
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Masso  des  i;an/.iMi  Boin.>  mul  im  (jcsaiiiiiitschwci  punkl  tlos  Syslcius 
»Rumpf  K()[)f  Ijcidci  Ariiic"  dii^  Gesaiiinitmassc  dieses  SysItMiis 
conccntrirl  anniimnt.  Die  Liingo  dieses  Hauptpunktes  ist  gauz  unab- 
iiUngig  von  der  Gestalt  der  Beine  und  der  Lage  der  Schwerpunkte 
der  einzelnen  AbschniUe  der  Heine.  Sie  wUrde  insbesondere  genau 
dieselbe  bleiben,  wenn  man  an  Stelle  der  T^  ine  an  jedem  fruflgelenk 
einen  Körper  drehltar  anbringen  würde,  dessen  Masse  gleich  der 
blasse  des  ganzen  Beines  würe  und  dessen  Schwerpunkt  in  den  Uufln 
geleokmittelpunkt  hioemfiele.  Der  Hauptpunkt  eines  jeden  der  beiden 
Körper  fiele  dann  ebenfalls  in  den  Hüflgelenkmittelpnnkt  hinein,  und 
die  dem  Rumpfe  zugekehrte  Hauptstrecke  desselben  hatte  die  Lilnge 
Null.  Die  Lttnge  der  Hauptstrecken  und  die  Lage  der  Hauptpunkte 
sttnunlHcber  anderen  Glieder  konnte  dadurch  nicht  verändert  werden. 
Der  Gesammtschwerpunkt  dieses  neuen  KOrpersystems  würde  nun 
nach  den  früheren  Eniwickelungen  von  Hi  aus  gewonnen  werden 
allein  durch  Bilden  der  geometrischen  Summe  der  dem  Hauptpunkte 
Hl  zugekehrten  Hauptstrecken  vom  Kopf  und  von  den  Abschnitten 
der  Anne,  denn  die  zu  den  Beinen  gehörenden  Hauptstrecken  kommen 
infolge  ihrer  verschwindenden  Lange  dabei  nicht  mehr  in  Betracht. 
Der  (it'saiiiiiitschwerpunkt  wäre  dann  aber,  infolge  der  l)es()nderen 
Natur  des  Systems,  gerade  der  Hauptpunkt  //j  des  starren  Systems 
»Humpf  -f-  Kopf  -j-  beide  Arme«. 
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Y.  Die  Beweguugsgleichimgen  des  menscbliclieu  Körpers. 

nie  Kezielmne;pn,  wolclio  zwischen  dor  Anderunf^  der  lebendigen 
Krafl  eiiicrseils  iiiui  den  Elenientanirljcilcn  dei'  wirksamen  inneren 
und  äusseren  Kilifte  andererseits  bestellen,  sind  aucii  beim  mensch- 
lichen KdrjKM'  \vied(^r  gegeben  durch  die  iM  ^tifiiiiilcn  DifTerential- 
gleicliunjL;en  der  Hcweguug  in  der  von  Laghangk  herrührenden  Form, 
bei  der  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z  durch  ullgcmeinc 
Coordioalen  ersetzt  sind,  welche  die  Lage  des  Systems  vollslündig 
bestimmen.  Für  den  menscblichen  Körper  stellt  die  GesammUieil 
der  Winkeigrüssen  9,  f  verbunden  mit  den  drei  Coordinaten  fj, 
9«>  Co  des  Goutmmtschwerpunktes  bei  freier  Beweglichkeit  oder  mit 
den  Coordinaten  «i,yit^  eines  Teslbleibenden  Punictes  P  bei  be« 
dingter  Beweglichkeit  ein  solches  System  allgemeiner  Coordinaten  dar, 
durch  welches  die  Lage  und  Haltung  des  Kürpers  eindeutig  bestimmt 
ist.  Das  System  der  Differentialgleichungen  lautet  allgemein  bei  der 
Zei^llederung  in  n  KOrpertheile  fttr  das  frei  bewegliche  System: 

^/^^l     ??-o     IFi     ^''-O  ^'^-O 

Für  das  belrachteto  bedingt  bewegliche  System  konnuen 
die  letzten  drei  Gleichungen  in  Wegfall,  da  die  £0,  durch  die 

Winkcigrössen  qr* ,  r>h.       und  die  Coordiunl«'n  ,  z,  des  fest- 

bleibenden  Punktes  P  ausgedrückt  werden  können,  und  die  letzten 
drei  Coordinaten  constante  Werthe  besitzen. 

Dabei  sind  unter  7 die  gesammte  lebendige  Kraft  und  unter  Q^^  dtp^^ 
Q^^dd^y  Qf^dffk,  Q$,dS9,  Q^dfft,  Qi^dCn  die  Summen  der  partiellen 
Elementararbeiten  zu  verstehen,  welche  von  sftmmllichen  am  System  an- 
greifenden inneren  und  äusseren  Kräften  geleistet  werden,  wenn  man 
don  menschlichen  Körper  eine  solche  mit  den  Bedingungen  der  Be- 
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wcguni;  vertragliche  unendlich  kleine  Verrilckung  erlheilt,  bei  welcher 
bezüglich  nur  eine  der  Grössen  (f,,.  t/^,  q^,  Ig,  rj^,  unendlich  wenig 
geändert  wird,  wahrend  alle  anderen  Koordinaten  constant  bleiben. 

Es  sind  nun  zunächst  die  Ausdrücke  tUr  die  linken  Seilen  der 
DiÜerentialgleichungen  zu  berechnen. 

Wenn  es  auch  gewiss  von  grossem  Werthe  ist,  die  allgemeinen 
Formeln  zu  luv-ilzen,  aus  denen  man  die  l'iii  jeden  bestimmten  Fall 
geltenden  durch  Specialisirung  gewinnen  kann,  so  sollen  dieselben 
an  dieser  Stelle  doch  ebenso  wenig  angegeben  werden,  als  es  oben 
für  den  allgemeinen  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  geschehen  ist. 
Die  meisten  im  Leben  vorkommenden  Fälle  geordneter  Bewegung 
bedingen  eine  so  grosse  Vereinfachung  der  AusdriJcke,  dass  der  Um- 
fang der  letzteren  in  gar  keinem  Verhältniss  steht  zu  der  Ausdehnung 
der  al^emeinen  Formeln.  Es  empfiehlt  sich  daher,  für  jeden  Fall 
zanUchst  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  T  des  menschlichen 
Körpen  besonders  abzuleiten,  in  der  Weise  wie  es  oben  für  eine 
bestimmte  Bewegungßart  schon  geschehen  ist,  und  dann  von  diesem 
bei  der  Aofetellung  der  Differentialgleichungen  auszugehen. 

FOr  die  in  Betracht  gezogene  Art  der  Bewegung«  welche  durch 

&j  =  -^,         0  cbaraklerisirt  ist,  und  zu  der  unter  bestimmten,  im 

Leben  annähernd  verwirklichten  Voraussetzungen  auch  der  Gang  ge- 
hört, hatte  sich  bei  freier  Beweglichkeit  der  auf  S.  71  niedergelegte 
und  bei  Feststellung  eines  Punktes  der  FussMngsaze  der  Werth  auf 
S.  75  für  r  eingeben. 

Durch  Ausfllhrung  der  nothwendigen  Differentiationen  erhsit  man 
bei  freier  Beweglichkeit  des  Systems  die  n -)- 2  Bewegungs- 
gleichungen: 


-2-  /■-./■«•!»  (».  -  9.)  (y  -J"'        sin  (9.  -  V.)  ( ''J^j]  =  0,. 

(*  =  1, «,...«), 

Ablwadl.  d.  K.  S.  G«mUic]).  d.  Wi»MB«cb.  UXiU.  « 
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und 

für  den  Fall,  dass  ein  Punkt  P  der  FussUngsaxe  fesl- 
bleibt,  die  n  Bewegungsgleichuagea : 

[  {K + IL)  ^      ifikUi  -  /io/Äo)  cos  [q>,  -  cp,] 

""-j^*  —  fkofko]  cos  ((jPA—  (ft)  -j^ 

— ^*  (/**/»*  —  AoAo)  sin  {ff,  -  y*)  |-^)  J  = 

(A  =  1,2, ...«). 

Mit  Ausnahme  der  Grössen  Q^^,  Q-,  im  ersilen  Falle,  welche 
einfach  die  Coniponentensummen  der  {iusseren  KitUte  parallel  der 
X-Axe  beztiKÜch  Z-Axe  bedeuten,  stellen  LÜe  (J  Smumen  von 
Drehungsmomenten  dar.  Die  Methode  für  die  Ableitung  der  letzteren 
ist  beim  spectellen  Falle  des  Dreiktfrpersyfilems  ausfuhrlich  dangel^ 
worden  und  braucht  daher  hier  nicht  wiederholt  zu  werden.  Es 
muss  speciellen  Untersuchungen  überlassen  bleiben,  die  Werthe  dieser 
Drehungsmomente  für  bestimmte  Fsklle  auszurechnen,  und  es  ist 
insbesondere  Aufgabe  der  Anatomie,  die  Wertbe  der 
Drehungsmomente,  welche  die  sllmmtUchen  Muskeln 
des  menschlichen  Körpers  fUr  die  verschiedenen  Körper- 
theile  besitzen,  bis  auf  den  einen  unbestimmten  Factor, 
die  Uuskelspannung,  auf  empirischem  Wege  abzuleiten. 
Es  ist  in  der  Einleitung  erörtert  worden,  wie  wenig  Resultate  in  dieser 
Beziehung  bis  jetzt  vorliegen  und  ein  wie  weites  Feld  sich  der  Untere 
sachung  noch  darbietet. 

In  entsprechender  Weise  wie  bei  dem  einfadieren  System  lassen 
sich  die  obigen  Bewcgungsgleichungen  in  etwas  kürzerer  Form  schrei- 
ben, wenn  man  den  Trägheitsradius  des  h^"  reducirtcn  Systems 
in  Bezug  auf  den  Einzeischwerpunkl  iS^  dos  h^*"  Gliedes  einfuhrt  und 
beachtet,  dass 

=  fcH-  /w,    cosO  =  I     und    sinO  =  0  ist. 

Man  erkennt  dann  leicht  die  Kichligkeit  der  folgenden  Schreibweise 
beim  Falle  freier  Beweglichkeit: 
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(Ä  =  i,  2,  .  .  .  »)i 

»no^  =  Ofc      und  i»o^=Ofc, 

und  bei  dem  betrachteten  Falle  bedingter  Beweglichkeit: 

(A  =  4,  2,  . .  .  n). 

Damit  ist  das  eingangs  gesteckte  ZUü  erreicht.  Diese  Beziehungoi 
zwischen  den  WinkelgeschwiDdig^eiten  und  Winkelbeschleunigungeo 

der  einzelnen  durch  Gelenke  verbundenen  Körperlheile  einerseits  und 
den  auf  die  letzteren  einwirkeiKlen  äusseren  Kraflcn  uud  Drehuugs- 
uioinenten  der  inneren  Krüfte  andererseits  ermöglichen  es  nun,  die 
unbekannten  Spannungen  der  Muskeln  während  der  Bewegung  in  der 
schon  früher  angedeuteten  Weise  zu  bestimmen.  Die  Ausführbarkeit 
dieses  Gedankens  soll  demnlichst  in  der  ersvühnlen  Arbeit  über  den 
Gang  des  Menschen  dargelegt  werden.  Hier  handelte  es  sich  allein 
darum,  einen  nothwendigen  mathematisch-physikalischen  Beitrag  ziir 
Methode  der  üotersuchung  der  Muskelwirkung  bei  der  Bewegung 
des  Lebenden  zu  liefern.  Derselbe  \Nird  überall  da  Verwendung 
finden,  wo  es  sich  nicht  nur  um  Aufstellung  einer  Hypothese  fUr  die 
Thfttigkeit  der  Muskeln  bei  den  im  Leben  aosgefohrlen  Bewegungen 
des  menschlichen  EOrpers  handelt,  sondern  wo  man,  anf  der  Grund- 
lage eingehender  und  genauer  Messungen  der  Bewegungszustände 
der  einzdnen  Körperlheile  und  deren  Aenderungen  fUr  den  ganzen 
Verlauf  der  Bew^ng,  Berechnungen  der  Inlensitflt  der  Muskel- 
Spannungen  ausfahren  will. 

Wenn  auch  der  hierdurch  angezeigte  Weg  der  Untersuchung 
ein  sehr  mühsamer  ist,  auf  dem  man  nur  langsam  vorwärts  schreiten 
kann,  so  steht  doch  zu  erwarten,  dass  man  bei  consequenter  Ver- 
folgung desselben  allmKhlich  einen  tieferen  Einblick  in  die  ThUtigkeii 
der  Muskeln  gewinnt. 
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Vorwort. 

Id  der  vorliegenden  Schrill  wird  der  Versach  gemacht,  der 
sphArischen  Trigonometrie  eine  neue  Seite  abzugewinnen.  Der  Ver- 
fttser  hat  es  ontemommen,  nenere  Anschaaongs weisen,  besonders 
den  Groppenb^riff,  für  diesen  Zwe%  der  Elementargeometrie  frucht- 
bar zu  machen.  Von  Einzelergetmissen  mifgen  hervorgehoben  werden 
die  Beziehung  der  irigonometrisdien  Formehi  zor  Theorie  der  oribo- 
goaalen  SobstitalioBen;  die  Abbildung  der  Mannigfeltiglteit  aller 
sphärischen  Dreiecke  auf  den  Punktraum;  die  Darstellung  der  sphä- 
rischen Dreiecke  durch  Kreisvicrcckc  in  der  Ebene;  endlich  die 
Verliefung  und  Verallgemeinerung  eines  von  Lagrangf.  heniihi  enden 
Satzes,  der  die  sphärische  Trigonoinetrie  luil  der  Iheoiie  der  ellip- 
liüchen  Functionen  in  Verbindung  bringt.  Alle  diese  Untersuchungen 
sind,  wie  ausdrücklich  hervorgeholien  werden  muss,  rein  llieoretischer 
Nalur;  fUr  den  piakti^chen  Geomcier  unniitlelbar  verwerlhbare  Hesul- 
lale  wird  man  in  dieser  Arl)eil  nicht  linden. 

Um  das  Gebotene  einem  möglichst  weiten  Kreise  zugünglicb  zu 
machen,  ist  vom  Leser  nur  eine  allgeoifni^e  niathemutische  Vorbildung 
gefordert  worden,  wenigstens  in  den  beiden  ersten  Abschnitten,  die 
für  sich  ein  Ganzes  bilden.  Allerdings  konnte  einige  Bekanntschaft 
mit  dem  so  Oberaus  wichtigen  Gruppenbegriff  nicht  entbehrt  werden, 
der  zwar  einem  Theile  der  jüngeren  Generation  gelaufig  ist,  den 
dem  akademischen  Leben  ferner  stehenden  Mathematikern  aber  leider 
noch  immer  nicht  durch  eine  eigentlich  pädagogische,  den  Bedttrf- 
nissen  der  Lehrer  angepasste  Darstellung  zugänglich  gemacht  worden 
ist.  Der  Verfasser  hat  auf  diesen  Zustand  in  der  Weise  Rücksicht 
genommen,  dass  er  die  un  Texte  vorkommenden  Begriffe  der  Gnippen- 
theorie  da,  wo  sie  zuerst  auftreten,  erklärt  hat  Die  hiernach  etwa 
noch  bleibende,  in  der  ffilofuug  ungewohnter  Begritfe  liegende 
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Schwioriekeil  wird  der  der  (Iriippcntheorie  niclit  kundige  Leser 
wohl  grosslentheils  vermeiden  können,  wenn  er  mit  dem  zweiten 
Abschnitt  hoginnen  und  den  Inlialt  de.s  ersten  Abschnittes  nach  dem 
jeweilii,'en  Bedurfniss  nachholen  will.  Das  Interesse  des  dritten  Ab- 
schnittes liegt  wohl  mehr  noch  im  Lit^bieU;  der  elli[)(is(  hen  FuDCliooea 
als  in  dem  der  Trigonometrie  selbst.  Hier  musste  die  WBiBMTKAW*8Che 
Theorie  der  elliptischen  Functioaen  als  bekannt  angenomnien  werden, 
jedoch  nur  in  ihrea  Grundzagen,  naoüich  etwa  in  dem  Umfimge, 
wie  sie  von  Halfhbn  in  der  ersten  Httlfle  des  ersten  Bandes  (Gap. 
1>~VI1)  seines  Traitö  des  fonetions  elliptiques  (Paris  1886)  dargestellt 
worden  ist. 

Die  Stellang  der  Blementargeometrie  innerhalb  der  heutigen 
Wissenschaft  ist  so  eigenthtlmlich,  dass  im  vorliegenden  Falle  eine 
aber  den  gerade  behandelten  Gegenstand  hinausgehende  Betrachtung 
gerechtfertigt  sein  durfte. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  neue  Gedanken  in  Schul- 
bucher nur  sehr  langsam  eindringen  können.  Leider  aber  ist,  wie 
es  scheint,  auch  nur  eine  kleine  Anzahl  von  solchen  Werken  vor- 
handen, die  elementare  Gegenstände  aus  einem  höheren  Standpunkt 
und  in  modernem  Geiste  behandeln.  Ueberhaupt  hat  seit  den  Tagen 
von  Mobics,  Stkiner  und  Chasles  das  Interesse  an  elementargeome- 
trischer Forschung  stetig  abgenommen.  Glitnzende  iMitdeckungen  in 
anderen  Gebieten,  neue  Richtungen  innerhalb  der  Geometrie  selbst 
haben  neue  Aufgaben  gebracht,  die  die  Kräfte  der  Malheinatiker 
vollauf  in  Ansprach  genommen  haben.  Heute  ist  die  Geometrie  des 
Buciides  aus  unseren  herorragendsten  Fachzeitschriften  beinahe  völlig 
verdrflngt,  und  auch  aus  dem  akademischen  Unterricht  ist  sie  nahezu 
verschwunden.  Die  noch  vorhandene,  an  Umfeng  keinesw^  geringe 
Production  tragt  vielfech  ein  antiquirtes  Gepräge,  so  dass  wohl 
Mancher  den  Bindnick  davongetragen  haben  mag,  diese  »einfachen« 
Dinge  seien  »in  der  Hauptsache  Iflngst  erledigta. 

Aber  besteht  denn  thatsächlich  ein  solcher  G^nsatz  zwischen 
der  Geometrie  der  Alten  und  der  modernen  Mathematik?  Ist  der 
alte  Boden  durch  die  herkömmliche,  doch  ziemlich  primitive  Art  der 
Bearbeitung  wirklich  schon  erschöpft?  Sollten  nicht  vielmehr  eben 
die  Werkzeuge  und  iMethoden,  die  zur  Erschliessung  neuer  Gebiete 
gedient  haben,  geeignet  sein,  auch  der  elementaren  Geometrie  Schütze 
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neuer  Art  abzugewinnen  l  nd  wenn  dem  so  ist:  ist  es  wdnschens- 
werlh,  dass  gerade  die  mathematische  Disciplin,  die  für  die  Technik, 
wie  für  die  physikalische  Forschung  di(!  nothwendige  (Iruiulluge 
bildet,  der  bei  der  Erziehung  unserer  Jugend  eine  Hauptrolle  zuge- 
theüt  ist,  noch  länger  veraachlttsagl  wird?  SoUlen  wir  nicht  die 
Wisseoschafl  von  dem  Räume,  in  dem  wir  nun  einmal  leben,  mit 
allen  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  fördern,  um  das  anschauliche 
Denken  zu  kräftigen,  um  ein  wirksames  Gegengewicht  zu  schaffen 
gegen  den  in  unseren  Tagen  noch  immer  wachsenden,  ja  von  Einigen 
beinahe  systematisch  gepflegten  Hang  za  emseitiger  Abstraction? 

Wenn  solche  Gedanken,  wie  es  ja  erfreulicher  Weise  den  An- 
schein hat,  breiteren  Boden  gewinnen,  so  darf  der  Verftisser  viel- 
leicht holEm,  dass  man  semer  Bemtthnng  emige  Aofknerksamkeit 
schenken  wird.  Möchte  diese  Arbeit,  wenn  auch  nur  an  emr 
schmalen  Steile,  die  Kluft  ausfallen  helfen,  die  die  elementare 
Geometrie  trennt  von  der  lebendigen  Wissenschaft!  — 

Mit  Dankbarkeit  muss  ich  der  Theilnahme  gedenken,  die  Herr 
Fba^iz  Meyer  in  (ihiusthul  meinen  Bestrebungen  gewidmet  hat.  Er  hat 
das  lertigc  Manuscript,  mit  besonderer  IlUcksichl  auf  die  pädagogische 
Brauchbarkeit  der  Darstellung,  einer  Durchsicht  unterworfen;  auch 
hat  er  die  Freundlichkeit  gehabt,  eine  Correctur  zu  übernehmen. 
Zim  besonderem  Danke  bin  ich  der  K.  S.  Gesellschali  der  VVissun- 
schaften  verpflichtet  für  die  UnlerslUtzung,  die  sie  nur  durch  Aulnalune 
der  vorliegenden  Untersuchung  m  ihre  Abhandlungen  gewahrt  hat. 

Harburg,  im  Hai  1893. 
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L  Abschnitt. 

Oeometrische  Untersuchung  der  sphärisclieu  Dreiecke. 

§  <• 

YoA  der  tiestalt  eines  Kngeldreiecks. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  algebraischen  Zusammenhang 
zwischen  den  goniometrischen  Functionen  der  Seiten  und  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  genau  kennen  zu  lernen,  so  muss  man  sich  von 
den  Beschränkungen  befreien,  die  in  den  elementaren  Lehrbttchem  dem 
.  Begriff  eines  sphärischen  Dreiecks  auferlegt  werden;  denn  diese  Be- 
schrttnkungen  haben  ihren  Grund  nicht  im  Wesen  der  Sache,  sondern 
in  den  praktischen  Anwendungen,  die  ein  Bedttrfniss  nach  einer  Unter- 
suchung der  allgemeinsten  Kui^eldreieckc  nicht  haben  hervortreten 
lassen.  Wii  weiden  daher  /mischst,  nacli  dein  V(jijj;ange  von  Mobuis, 
den  elementaren  DreiecksbegrilT  abändern  und  ei  vvoit(Mn'),  um  dann, 
über  den  von  Möbius  eingenommenen  Standpunkt  noch  hinausgehend, 
den  Begriü"  des  sphärischen  Dreiecks  zu  entwickeln,  der  einer  alge- 
braischen Untersuchung,  wie  der  vorliegenden,  angemessen  erscheint. 

Für  den  Inhalt  dieses  ersten  Abschnittes  {abgesehen  von  §  7) 
ist  wesentlich  nur  der  Begrill'  der  Bewegung,  der  Verschiebung  einer 
starren  Figur  auf  der  Kugelllache,  nicht  aber  der  des  .Maasses,  der 
Darstellung  einer  Winkelgrösse  oder  eines  Bogens  durch  eine  Zahl. 
Wir  können  Winkel,  auch  ohne  Maasszahlen,  durch  die  Begriffe 
=,  <^  mit  einander  vergleichen;  wir  können  sagen,  ob  der  erste 
auf  den  zweiten  gelegt,  ihn  uberragt,  gerade  deckt,  oder  hinter  ihm 
zurückbleibt.  Es  ist  femer  klar,  was  man  in  diesem  Sinne  unter 
der  Summe  oder  Differenz  zweier  Winkel  zu  verstehen  hat.  Die 

\)  Die  in  §  <  vorgetragene  grun<llfs.'cn.;i'  Aiirfussung  der  sphiirisrheti  Tri- 
gonometrie ist  enthalten  in  den  Abliaiiilliirii;iii  von  .Morus;  «l'eljer  eine  neue 
BebandluDgsweise  der  analytiächen  Spliärik«  (t84tij,  Ges.  Werke  Bd.  11,  S.  ^ 
und  »Entwtekeluiig  der  Gruadrormeln  der  sphSriscben  Trigonometrie  in  grSaaimög^ 
licher  AllgeroeinbeiU  (<860]  elwiula  S.  11. 


Digitized  by  Google 


'1 


§  1.     GüSTAtl  SUiiW  KuUELDRKIKCitö. 


Summe  aller  Winkel  um  einen  Punkt  heram,  den  Winket  um  den 
man  drehen  muss,  damit  jeder  Punkt  der  Kugel  seine  ursprüngliche 
Lage  wieder  einnimmt,  kOnnen  wir  mit  2.f  bezeichnen,  ohne  dabei 
au  eine  Zahl  zu  denken,  u.  s.  w.  In  derselben  Weise  bezeichnen 
wir  auch  mit  'in  den  Liulung  eines  auf  der  Kugel  gczogen»'n  Ilaupt- 
kreises,  d.  i.  des  Schnittes  der  Kugel  mit  einer  durch  den  Mitt('l|iunkl 
gelegten  Ebene,  oder  eines  Kreises,  der  mit  sich  selbst  dur(;li  ciine 
halbe  Lmdrehiuiir  (Drehung  um  den  Winkel  rr)  zur  Dct  kunu  ^elant;f. 
Die  hiermit  vollzogene  Ahstraclion  ist  übrigens  für  das  VersUindnias 
des  Folgenden  nicht  notiiwondig.  Wer  eine  Schwieriirkcit  flarin  findet, 
der  mag  unter  einem  Bogen  a  oder  Winkel  rc  immerhin  das  Maass 
eines  Kreisbogens  oder  Winkels  verstehen,  der  auf  einer  Kugel  vom 
Radius  Eins  gelegen  ist. 

Solche  Winkel  oder  Bogen  TOn  Hauptkreiseo,  die  sich  nur  um 
Vielfache  von  2n  uDterscheiden ,  werden  wir  bis  auf  Weiteres  als 
gleich  ansehen,  da  sie  alle  durch  wiederholtes  Anlegen  des  von  vom 
herein  ausgezeichneten  Winkels  oder  Bogens  2»  aus  einem  unter 
ihnen  hervorgehen.  Wir  werden  dann  annehmen  dOrfen,  dass  Seiten 
und  Winkel  eines  sphttrischen  Dreiecks  zwischen  den  Grenzen  0  und  Sfv 
enthalten  sind;  und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  dass  wir  uns  von 
der  Gestalt  der  hiernach  möglichen  K^geldre^ecke  Rechenschaft  geben. 

Wir  denken  uns  zunächst  fUr  die  Winkel  um  iiigend  einen  Punkt 
der  KugelOache  herum  einen  Drehungssinn  festgelegt,  in  dem  sie 
positiv  gerechnet  werden  sollen,  etwa  den  Drehungssinn,  der  für 
einen  ausserhalb  der  Kugel  in  der  Nahe  des  Punktes  stehenden  Be> 
obachter  dem  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist. 
Verschieben  wir  sodann  diesmi  Punkt  ttber  die  ganze  Kugelflftche,  so 
haben  wir  damit  auch  für  alle  anderen  Punkte  der  Kugel  einen 
positiven  Drehungssinn  bestimmt. 

Bs  seien  nun  die  Punkte  Ä3  der  Kugel  durch  Uaupt- 

kreise  verbunden.  Auf  jedem  dieser  Kreise  nehmen  wir  ebenfalls 
einen  positiven  Dreliungssinn  \s illkurlicli  an,  und  bezeichnen  mit 
Ol,  0-2,  üi  die  zwischen  0  und  in  enthaltenen  Bogen,  die  mau  durch- 
laufen muss.  um  von  A,  im  positiven  Sinn  nach  A,i.  von  da  nach 
Ai,  und  von  hier  aus  wieder  nach  A->  zu  gelangen.  Ferner  bezeichnen 
wir  mit  zwischen  0  und   in  cntlialtetien  Winkel,   um  den 

man  den  Hauptkreis  A^Ai,  unter  Feslhallung  der  lilckc  ^1,  iui  positiven 
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Sinne  drehen  muss,  damit  seine  positive  Richtung  mit  der  positiven 
Richtung  des  HauptkreiseB  AtM  zusammenlllUt;  und  entsprechend 
definiren  wir  zwei  weitere  Winkel  «s  und  «o. 

Der  Inbegriff  der  sechs  Stttcke  «i»  «t»  0ti  «ii  «3)  ist  nun  filr 
uns  ein  »sphSrisches  Dreieck«.  Die  Winkel  nennen  wir  schlechthin 
die  »Winkel«,  die  Bogen  die  »Seiten«  des  Dreiecks^.  Je  9w» 
Dreiecke,  die  in  diesen  eeehs  Stüdten  übereinstimmen^  geUen  in  unserer 
UntemuchuiKj  als  identisch,  auch  wenn  sie  auf  der  Kugel  verschiedene 
Lagen  haben  und  vielleicht  gar  nicht  cungruent,  sondero  nur  sym- 
metrisch sein  sollten. 

Zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks 
findet,  bei  unserer  Definition  {al>cr  nicht  bei  der  Definition  der 
elementaren  Lehrbücher)  ein  voUkommenes  lieciprocitätsverhällniss  statt. 
Zu  jedem  Uauptkreis  auf  der  Kugel  gehören  nämlich  zwei  Pole,  die 
gemeinsamen  Schnittpunkte  aller  der  Uauptkreise,  die  den  ersten 
rechtwinklig  treffen.  Wir  ordnen  nun  jedem  Hauptkreis  mit  be- 
stimmtem Drehungssinn  den  Pol  zu,  der  für  einen  von  aussen  auf 
die  Kugel  blickenden  Beobachter,  bei  Durchlaufimg  des  Hauptkreises 
im  positiven  Sinne,  [zur  Linken  liegt  Damit  erhallen  wir  o0^nbar 
ein  einfiiches  Mittel,  die  Winkel  um  emen  Punkt  herum  mit  Kreis- 
bogen zu  vergleichen,  und  umgekehrt  Man  gelangt  so  zur  Gon- 
struction  des  sogenannten  Ailardreiedb,  dessen  Ecken  die  Pole  der 
drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  sind,  und  dessmi  Seiten  wiederum 
die  Bcken  des  gegdMnen  Dfeieoks  zu  Polen  haben.  Dieses  Polar- 
dreieck  hat,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  Seiten  =  und  Winkel  =  a,. 
DU  Kvgeldreiecke  ordnen  sich  also  tu  Paaren,  die  dtwch  Vertausckung 
der  Seiten  und  Winkel  in  einander  übergehen. 

I)  lu  den  J.lt'iuenlarbiichcni  werden  nicht  die  WiiiM>  a^.  sondern  deren 
Nebenwinkel  7C — a|  durch  besondere  Zeichen  dargestellt,  und  itWiikel*  des  Dreiecks 
gtotont.  Dies  ist  auch  bei  Tieten  Anweadansen  ganz  am  Flelie,  mmentHoh  in 
der  GeodBeie,  wo  eben  die  innereD  Dreiedawinkel  onatttteUnr  abgelesen  werden. 
Bei  rein  theoretischen  EntwidcelnDgen  aber  ist  ein  solches  Vtfbhren  unzweck- 
massig,  dn  es  zu  einer  Menge  unnöthiper  Hechminpen  und  sonstiger  WeitUiuligkeiten 
Anlass  gibt  und  die  Symim  trie  der  Formeln  /(■r>tört.  —  Man  konnte  leicht  allen 
Anforderungen  gerecht  werden,  wenn  man  beim  Aufbau  der  Trigonometrie  die 
dem  Wesen  der  Secbe  entspredModen  BeaeichttungeD  wlblea  wollte,  um  dann 
am  Schlüsse  die  für  den  praittischen  Gebrauch  umgerechnetea  Pormelo  tabellarisch 
«naammenaosteUeB. 
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Da  wir  die  positiven  Hiclilungen  der  drei  Hauptkreise  willkürlich 
angenommen  haben,  so  können  wir  drei  gegebene  Punkte  Ai,  A2,  A3 
im  Allgemeinen  durch  acht  verschiedene  Dreiecke  verbinden;  und 
diese  Zahl  erhöht  sich  auf  16,  da  ja  auch  der  Drehungssinn  fUr 
die  Winkel  um  einen  Punkt  herum  beliebig  war.  Die  Fig.  4  zeigt 
in  stereographischer  Projection  die  Gestalt  von  vieren  der  zuerst 
genannten  acht  Dreiecke,  die  zu  wesentlich  verschiedenen  Dreiecks- 
formen  filhrenj;  aus  ihnen  kann  man  die  Übrigen  leicht  ableiten. 


Flg.  4. 


Bs  ist  anter  Umstanden  zweckmttssig,  zwei  Dreiecke  auch  dann 
als  nicht  verschieden  anzusehen,  wenn  sie  durch  Umkehmog  des 
positiven  Drehungssinnes  der  Winkel  in  einander  tibergehen.  Nach 
dem  Princip  der  Dualität  wird  man  dann  auch  zwei  solche  Dreiecke 
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als  gleichwerthig  betracliten,  dio  dadurch  aus.  einander  liorvorgolien, 
dass  man  den  positiven  Drehungssinn  aller  drei  S<3it('n  gleichzeitig 
in  den  entgegengesetzten  verwandelt.  Dann  werden  zwei  der  in 
Fig.  1  verzeichneten  Dreiecke  (iberflussig,  und  es  gehören  nur  noch 
vier  » verschiedene  u  Dreiecke  zu  gegebouen  Ecken. 


§  2- 


Ungleichungen  für  die  Seiten  und  WinkeL 

Die  Winkel  eines  spbftrischen  Dreiecks  sind  dorch  die  Seilen 
vollständig  bestimml,  und  umgekehrt,  abgesehen  von  der  bereits 
besprochenen  WillkOr.  Man  kann  aber  drei  gegebene  Kreisbogen 
m,  Os,  «8  nicht  immer  su  einem  Kugeldreieck  zusammensetzen;  die 
Bogen  Oi  müssen  vielmehr  einem  System  von  vier  Ungleidiungen 
genügen,  oder  genauer  einem  von  acht  solchen  Ungleichungssyslemen. 
Um  diese  Bedingungen  in  zweckmflssiger  Form  darzustellen,  führen 
wir  statt  der  drei  Bogen  a,  vier  Kreisbogen  Si  ein,  deren  Summe 
gleich  7f  ist,  durch  die  Gleichungen: 


(0 


Sffs  =  0)        0]  —  03 . 


Mit  Uulfe  dieser  Bogen,  deren  Gebrauch  für  unsere  ganze  Analyse 
von  der  grOsstcn  Wichtigkeit  ist,  stellen  sich,  wie  der  Leser  leicht 
beweisen  wird,  die  genannten  Ungieichungssysteme  dar,  wie  folgt: 


(2) 


<0 

*5 


^0 

^  0 
^  0 


Ai    I  Ai 


^0 
^  0 


A' 


^  —  a\ 


0 


A- 


^0  l^jri^O 


so 

^  ff 


^0    l^jr-^ff  j^O 


Die  acht  Dreiecke  mit  verschiedenen  Seiten,  die  ihre  Ecken  in 
drei  gegebenen  Punkten  haben,  vertheilen  sich  auf  die  hierdurch 
definirten  acht  Dreiecksschaaren.  Die  Schaar  A^  entbttlt  die  con- 
struirbaren  Dreiecke,  deren  Seiten  zwischen  den  Grenzen  0  und  n 
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liegen,  also  die  Dreiecke,  die  in  der  elementaren  Trigononielrie  allein 
belrachtct  zu  werden  pflegen.  Die  Dreiecke  der  Schaar  ili  enlsleben 
aus  denen  der  Schaar  A,,  durch  die  Subslilution 

«/  =  Ot,   Oi^Oi-^Jtt   fl8'  =  «s  +  w; 

oder  auch  durch  die  SabstitiitioD 

—  Ol,   üi  =  2>r— 02,   oa'  =  2» — 1I3; 

hier  liegt  also  a\  zwischen  0  und  tt,  o>  und       dagegen  liegen 
zwischen  t  und  2;r;  endlich  entstehen  die  Dreiecke  der  Schaar 
aus  denen  der  Schaar  A^  durch  die  Substitution 

«i*  Ä  2»  — «1,  01  =  2»  —      0^  =  2jf— 1I3; 

die  Seiten  der  Dreiecke      sind  also  zwischen  n  und  2  n  enthalten, 

während  bei  der  Schaar  Af       und      zwischen  0  und  it  liegen, 

Ol  dagegen  zwischen  n  und  in. 

Deliniren  wii  ferner  vier  Winkel  o,,  deren  Suiuiue  wieder  n  ist, 
durch  die  Gleichungen 

2<ro  ^  2jj  — «|_— Äj— «3 

2  02  ~  «1  —      -|-  03 

2«j=  —  «3» 

sr>  erhallen  wir  den  Ungleichungen  (2)  ganz  entsprechende  ünglei- 
cliuiigeu  für  du!  Winkel.  Wir  wollen  diese  Ungleichungen,  ohne  sie 
bt*sonders  hinzuschreiben,  in  derselben  Reihenfolge  mit  A,,  A,'  be- 
zeichnen j  —  0.  I.  'X].  Ks  gilt  dann  der  der  Anschauung  un- 
niitlelbar  m  entnehmende  Sulz,  duss  bei  üiueiu  sphärischen  Dreieck 
jede  der  Combinatiooen 

A(),        A/),  (^',  A|),  (^',  A/) 

vorkommen  kann,  dagegen  keine  der  Gombinationen 

(4,A»),  (il,',Aj,  (il,'.A;}, 

wenn  i^k.  Die  46  Dreiecke  mit  gegebenen  Ecken  vertheilen  sich 
alaa  auf  die  46  Scbaaren,  die  den  znlilssigen  Verbindungen  der 
Ungleichungeo  it«,  A^,  A«,  A«'  entsprechen. 

JKa  oii/^eslsUfes  ün^Mdbiiii^  tnmktn  dem  Seite»  oder  ifo» 
Wmkd»  htÜMi»  M  um  enfdm  okm  narhmffe  EnlwiMmg  der 
Fermeh  der  epkärieehen  IHffonometne  (ja  sogar  ohne  Hülfe  des  Maass- 
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begrife).  Anders  verhaH  es  ach  mil  den  Ungleichungen,  in  denen 
Seiten  und  Winkel 'zugleich  vorkommen.  Diese  spielen  aber  in  unserer 

Untersuchung  keine  Holle,  und  werden  daher  ganz  ausserhalb  des 

Kreises  der  Bt'tiachlung  bleiben. 

Belraclilea  uir  die  teilen  o<  als  veräudcrUvh ,  ao  de/inireu  die 
VuißcichxuKjen  (2)  (jeume  (lehkk,  innvrhalh  deren  aich  diese  Stücke 
heweyeit  dürfen,  und  sie  schliesscn  zuijleivh  andere  (iebicie  aus.  Es  ist 
wUnsthenswerlh.  auch  die  ausgeschlossenen  (iebiete  in  einer  der 
Tafel  (2)  ahnUcheu  Form  darzustellen.  Man  eriiält  die  i'raj^liche  Tafel, 
oder  vielmehr  wer  verschiedene  Tafeln,  deren  Verticalreihen  analog 
der  Bezeichnung  A,,  A-  mit  B^'  bezeichnet  v^'erden  mögen,  aus 
(2)  einfach  dadurch,  dass  man  in  der  k^"  Ilorizontalreihe  von  (2) 
[ib  =  0,  i,  S,  3]  die  Zeichen  ^  und  ^  mit  einander  vertaoschl.  In 
der  Thal,  nimmt  man  an,  dass  sr^Oi^Oa^a^^Oist,  so  ist 
entweder 

i«)  «0^0  <i^0  «3^0  ^^0,  oder 
B«)  S  0  «1^0  ^  ^  0  ^  0,  oder 
Bvi)   «0^0   «1^0   «1^0  «3^0. 

Aus  diesen  Fallen  gehen  sodann  die  übrigen  durch  Verlauschung 
der  Indices  1,  i,  3  und  durch  die  angefiebenen  Substitutionen  hervor. 

Es  gibt  also,  wenn  man  von  GrenzHillcn  absieht,  16  Typen 
vollslUndig  reeller  Dreiecke,  32  Typen  solcher  Dreiecke,  bei  denen 
nur  die  Seiten,  und  ebenso  32  Typen  von  Dreiecken,  bei  denen  nur 
die  Winkel  reell  sind. 

§  3. 

Ueborgaagaftnua. 

Die  in  §  1  und  §  2  geschilderten  Gestalten  sphärischer  Dreiecke 
bilden  keineswegs  getrennte  Mannigfaltigkeiten,  sondern  sie  können, 
bei  passender  Aenderung  der  Seiten  und  Winkel,  stelig  in  einander 
tlbei^fbhrt  werden.  Dazwiscben  ^schalten  sich  gewisse  Dreiecke 
spedeUen  Charakters,  ausgeartete  Dreiecke  ein.  Diese  GreozfitUe  sind 
nicht  nur  ^'^  ^^'^  interessant,  sondern  sie  sind  auch  fttr  unsere 
Untersuchung  von  Bedeutung;  sie  sollen  daher  im  Folgendeo  ebenMIs 
verzeichnet  weiden.  ^  ^^"1  genügen,  unter  diesen  beson- 
deren Dreiecken  die  zu  betr^ch^i»»  ^         von  fBwei  Constanten 
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abbangen  (also  von  einer  Gonstanten  weniger  als  das  allgemeioe 
Dreieck);  ausserdem  werden  wir  von  je  vier  solcben  Dreiecken,  die 
durch  die  Substitutionen  a/  =  +  o«,  Of'  =  ±  zosammenhllnsen, 
immer  nur  einen  Repräsentanten  aulistellen. 

Die  genannten  Dreiecke  zerfolien  in  zwei  verschiedene  Glassen. 

Die  Dreiecke  der  ersten  Classe  wollen  wir  Grensdmedte  nennen, 

weil  *ie  die  Mauiiiutaltigkcit  der  reellen  Dreiecke  abgrenzen  gegen 
die  zu  Schluss  des  §  i  definirten  Maunigt'aUigkeiten  von  Dreiecken, 
die  zwar  reelle  Seilen,  aber  keine  reellen  Winkel,  oder  reelle  Winkel, 
aber  keine  reellen  Seiten  haben. 

Solcher  Dreiecke  gibt  es  acht  verschiedene  Arten,  von  denen 
wir  aber  nar  vier  aofzuftthren  brauchen,  da  die  übrigen  aus  zweien 
unter  fluieii  durch  Vertaoschung  der  lodiees  4,  Si  3  erhalten  werden. 
Sie  sind  gekennzeichnet  dorch  die  nach  dem  Modul  %n  zu  nehmen- 
den Congruenzen^): 


Ol  =  0      Ö2  ^  0      03  ^  0 

«I  +  «a  +  «»  =  0 


tti  ^  0    «2      0    ((-i  - —  0 

ül  ttt  -j-  <h  r:^  0 


ng.  t. 


(S.  Fig.  a.j 


{)  Das  von  Gxiss  in  ilif  Aii.ilysis  eingerührte  Cougruenzzeiclieu  =,  in  der 
VerbioduDg  a  =  6  (mod.  c)  [a  congruent  so  h  modulo  e  oder  nach  dem  Modal  c) 
gdl>raiiobt,  hat  die  Bedeutung:  a  anlencheidM  sich  von  h  rnn  ein  gamabligee 
VieUiMbfle  von  c:  asafr  +  fto  (*»0,  d=l,  ...).  a  =  a  (mod.  Xir) 
heisHt  also :  Der  Bogen  a  ist  ein  mehrmals  im  positiven  oder  negativen  Sinn  voll'- 
ständig  durcbiattfener  Hauptlireiä. 
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Jedes  der  hierheiigehorigea  Dreiecke  vermittelt  den  Uebergang 
zwischeo  mehreren  der  16  in  §  S  aufgezlüilten  Dreieckstypea,  und 
zwar  immer  zwischen  solchen  Dreiecksmannigfaltigkeiten,  die  in  der 


T^ifel  (2)  des  §  i  einen  geiueinsainen  unleren  Index  haben.  Die 
Art,  wie  die  einzelnen  MannitjlaUiykeilen  durch  Vurmillelung  der 
Gren^dreit'cke  xusamoieDhiUDgen,  lüssl  sich  durch  die  folgeade  einfache 
Formel  daralellea: 


worin  die  Congruenzen  nunmehr  nach  dem  Modul  a  (nicht  Sn}  zu 
nehmen  sind.  Ein  vorgelegtes  Grenzdreieck  gehOrt  im  Allgemeinen 
zu  einem  ganz  bestimmten  Index  Jb,  und  es  vermittelt  (tberdies  den 
Uebergang  zwischen  zwei  ganz  bestimmten  unserer  46  Dreiecks- 

mannigraltigkeiten.  Die  acht  Arten  von  Grenzdreiecken  zerfallen  da- 
her jede  noch  in  4.2  Unterarten,  so  dass  man  im  Ganzen  64  Fülle 
auseinanderzuhalten  hat.    S(!i  z.  B.  a>  —  aj  ^  0  oiod.  2;i,  so 

sind  die  folgenden  acht  Falle  zu  unterscheiden: 

JO  <  Ol,  fli,  a»  <  n :  (A.A.)  (A,A.'), 
U  <  au  ««,  0,  <  2»  :  (A.* A.)  (A.'Ao'); 

<     "i    <  TT  <  Oi,  ih  <  2»  ;  (AiA,)  "r-*  (-ii  A,'  , 
10  <  ci„  fl.  <^  .7  <,    u,   <  2«  :  (A/A,)  «  (A/A,'); 

u.  s.  \v.  Die  Fig.  bringt,  wenn  der  rechter  Uaod  dargestellte  Kreis 
selbst  ein  Uauptkreis  der  Kugel  ist,  nur  den  ersten  dieser  Unterfillle 
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zur  Anschauung.  Die  übrigen  Annahmen  führen  zum  Theil  auf  mehr* 
fach  überdeckte  Kreisbogen.  — 

Die  besomleien  Dreiecke  der  zweiten  von  uns  zu  betracliteDdeu 
Classe  nennen  wir  Ueberyaugaäreiecke.  Sie  vermitteln  den  Zusammen- 
hang zwischen  Dreiecksmannigfaltigkeiten  mit  verschiedenem  unterem 
Index.  Von  ihnen  haben  wir  zwölf  Arten  zu  unterscheiden,  von 
denen  geeignete  Reprüsentanlen  durch  die  folgenden  nach  dem  Modul 
2n  zu  nehmenden  Coogruenzen  deßnirt  sind: 


Ol        0  «1  =  0 


«1  ~  71 

02  —  03  ^  n 


«1  7t 

Ui  —  tts  =  « 


Fig.  4. 


Ol  =  0  «1  s  ff 


Ol  5  »  «1  =  0 


Hg.  ft. 


Bei  der  DarateUung  des  durch  die  Uebergangsdrcieckc  verniittel- 
len  Zusammenhangs  zwischen  den  verschiedenen  MannigfitUi^eiteu 
reeller  Dreiecke  könneii  wir  die  beiden  ersten  Fttlle  zusammenfassen, 
und  ebenso  die  beiden  letzten;  wir  erhalten  demnach  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Formeln,  aus  denen  die  sechs  ttbrigen  durch 
VertausdiHng  der  Indices  4,  2j  3  hervoingehen: 
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[16 


Ol  ^  0,  «t  =  0  oder  Ot  ^  «r,  «i  =  «r  (mod.  2»): 

(^Aj)     {AtA,')     (ila'A,)  (Aj'Aa') 

I      t       I  I 

(ils'A,')    {M'A,)    {MM)  (i,A,); 
«1  s  0,  «1  ^    oder  at  =  n,  «t  =  0  (mod.  Sir): 

(^Ao)     (4oAo')     (^'Ao)  (^A«) 

I  I  I  I 

(ilt'At')  (AA,')  (iliAi). 

Jede  unsere  IS  Dreiedcnurten  lunftest  demnach  vier  Unlerarteo, 
so  dass  im  Ganzen  48  FSlIe  zu  unterscheiden  sind. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  zwischen  den  in  §  2  gefundenen 
16  Arten  reeller  Dreiecke  ein  steliger  Ucbergang  möglich  ist,  der  noch 
in  iiiaimigfacher  Weiso  ausgeführt  werden  kann.  Es  ist  aber  fest- 
zuhalten, dass  wir  bei  der  Herleilunt:  dieses  Satzes  von  der  Voraus- 
setzung ausgegaiigcn  siud .  dass  Dreiecke,  deren  Seiten  und  Winkel 
nur  um  Vielfache  von  2.t  verschieden  sind,  als  identisch  gelten,  dass 
also  eine  sprungweise  Aenderung  um  2»  auch  als  eine  »teti(fe 
Aenderung  gilt. 

Spater  (in  §  10  des  zweiten  Abschnittes)  werden  wir  lernen, 
die  in  §^g0DWärtigem  Paragraphen  ausgeführten  Uebergänge  noch  tiefer 
aufiEofassen.  Wir  werden  dann  einen  vollständigen  EinbUck  in  den 
Zusammenhang  der  dreifach  ausgedehnten  MannigGiltigkeit  gewinnen, 
die  von  allen  reellen  sphärischen  Dreiecken  gebildet  wird. 

§  *■ 

Haehhardfeleslce. 

Gehen  wir  nicht,  wie  in  §1,  von  drei  bestunralen  Punktender 
Kugel  aus,  sondern  von  einem  Dreikant  oder  Dreiflach,  dessen  Scheitel 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  so  gelangen  wir  zu  einer  grosseren 
Zahl  von  sphärischen  Dreiecken,  deren  gegenseitige  Beziehungen  wir 
nnn  ermitteln  wollen. 

Unter  den  Schnittponkteu  der  Kanten  unseres  Dreikanls  mit  der 
Kngelflilche  können  wv  aof  8  Arten  je  einen  so  auswählen,  dass 
auf  jeder  Kante  am  Punkt  liegt  Drei  solche  Punkte  lassen  sich 
dann,  nach  §  4,  durch  46  verschiedene  Dreiecke  verbinden.  Von 
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den  8  .  46  =  428  Droiecken,  die  auf  diese  Weise  entstehen,  stimmen 
aber  immer  je  zwei  solche  ttberein,  die  darch  die  Spiegelung  am 
Mittelpunkte  der  Kugel  in  einander  ttbergehen.  Die  64  wirklich  ver- 
schiedenen Dreiecke,  die  hiernach  übrig  bleiben,  bezeichnen  wir  als 
Nachbardreiecke.  Ihre  Zahl  reducirl  sich  auf  16.  wenn  man  noch 
je  vier  solche  Dreiecke  zusaiiimenfasst,  die  durch  gleich/eilige  Vor- 
zeichenwechsel sänamtliclier  Seilen  oder  sHmnitlicher  Winkel  in  ein- 
ander ubergeführt  werden  (vgl.  den  Schluss  von  §  \). 

Die  Seiten  und  Winkel  der  Gi  Nachbardreiecke  liiiiigen  aul  sehr 
einlache  Weise,  nciuilich  durch  lineare  Subslitutinnen  :^usanunen;  und 
diese  Substitutionen  bilden  der  Natur  der  Sache  nach  eine  Gruppe^ 
d.  h.  ihr  Inbegrill  hat  die  Kigenschaft,  dass  die  aus  zwei  hinter  ein- 
ander ausgeführten  Substitutionen  zusammengesetzte  SubstitutiuD  der 
nämlichen  Gesanuutheit  von  Substitutionen  angehört').  Diese  Gruppe, 
mit  mehreren  ihrer  Unteiigruppen,  ist  für  un>crc  Betrachtung  von  der 
gröbsten  Bedeutung.  Wir  werden  für  sie  daher  ein  besonderes  Zeichen, 
($M>  anwenden,  das  zugleich  die  Zahl  ihrer  Substitutionen  angibt.  Wir 
haben  nun  die  Eigeuschaften  von  ($n  genauer  zu  untersuchen. 

Geben  wir  von  einem  der  64  Nachbardreiecke  aus,  so  gelangen 
wir  sun&cbst  zu  dm  anderen,  durch  die  folgenden  Substitutionen 
(in  denen  die  einzelnen  Grössen  immer  nur  med.  8»  bestinmit  sind): 


(0 


0,- 

«l' 

«*• 

So 

«1 

«» 

«1 

«» 

«» 

St 

jr  +  «3 

—  «i 

St 

«« 

—  a, 

S^ 

«+«1 

—  o, 

—  a. 

8»  4*^ 

I )  Wir  erinnern  an  die  bekannte  Darsleliung  der  Substitutionen  einer  Gruppe 
durch  ebmliie  Bochslab«»,  wie  S,  T,  u.  s.  w.,  die  nach  AH  von  Praducten  an- 
«inendti^MUit  werden.   5 .  T  bedeatet  die  SnbatitiMioii,  die  entstehl,  weaa  man 

erst  S,  nachher  T  ausführt.  =  T*»  =r  .  .  .  as  i  bedeutet  die  Substitution,  die 
jede  der  Iransformirten  Grössen  in  sicli  selbst  ütierführt ,  und  also  nirlits  iinderl, 
die  identische  Substitution  oder  Identität.  ist  die  Subsiilution,  die  vor  oder 

naeh  S  angewendet,  sor  Identitit  fSlirt,  die  »Entgegengesetzte  von  S«,  deren 
Wlrfcong  die  Wirkm«  von  8  eofhebt:  5-*S  ^  SS'* »  S«  »  4 .   r  »  $-i 
bei&si  ndie  Transfonnirte  von  T  venniige  5«.    Transrormirt  man  alle  Substilutionen 
T'.  T^i,  7j.  ...  einer  Gruppe  verraögc  derselben  Substitution  S.  «0  entsiebt  wieder 
eine  (iruppe,  die  Transfonnirte  <l<-i  t-'ii^fttenen  Gruppe  venoüge  S. 

AliUiidl.  a.  K.  8.  li«Mll«cti.  d.  WiüMDsi  h.  xxxin. 
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und  ebenso  entstehen  drei  neue  Dreiecke  durch  die  dualistisch  entr 
g^nstehenden  Substitutionen: 


fl,' 

«3* 

«2' 

«3 

fl| 

«I 

«2 

1 

—  Ol 

—  «3 

«1 

^0 

—  «1 

—  fls 

TT-j-a, 

«2 

-^3 

—  «1 

—  «2 

Dl  0  5ii6«<i7ti<toffen  Sf  büden  für  nek  wie  Gruppe,  und  ibeneo  die 
SubtÜfuHone» 

Beide  tusammen  erzeugen^  beUMg  oß  hinter  einander  ausgeführt, 
ane  Gruppe  von  16  invokUoii9<^en  (und  damit  aifcft  verlamck- 
baren)  SubHliiuiionen,  eine  Vntergntppe  der  Gruppe  (v^,,,  ') 

Diese  Gruppe  (5^,,,  sclbsl  wird  ebenfalls  noch  von  (vi'iiaiischb(ireu)  invo- 
luloriüchen  Subdituüonen  gehildet.  Sie  cuIhIi'IiI  diirc/i  Zusammensetzung 
der  Skdtitiiutionen  (1)  utui  (2)  mil  denen  der  folgenden  Gruppe  ^4: 


«3 

1 

«1 

H 

«« 

«8 

T 

—  «1 

—  «1 

—  Oj 

«1 

T 

«I 

—  o, 

— «» 

— 

TT 

—  a, 

—  «3 

—  «1 

Wir  baben  in  <lor  Ictztoii  Tafel  die  idcnti.sclie  Substitution  mit 
I  bezeichnet,  in  den  Tafeln  (I)  und  (2)  ist  sie  der  Gleich lüriiiigkeit 
halber       und  ^0  genannt  worden. 

Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  angegebenen 
Satzes,  indem  man  der  Reihe  nach  die  folgenden  Formeln  entwickeil: 


I)  Eine  SalMlilutiim  S  htSaA  Imwliiloiiidk,  wenn  de,  swetmal  hinter  «ioander 
•Dgewendet,  sur  Identttllt  fuhrt,  ateo  der  «ymbotiKfaen  Glddinng  5*  ma  1  oder 

S  =  S~'  genügt.  Die  Identität  =  1,  die  nicht  die  Periode  2,  sondern  die 
Periode  I  h<it,  nennt  man  gcwühtilirh  iiirtit  iiivoliitori»-)i ;  doch  kann  der  Ausdruck 
»Gruppe  von  involutorischen  Substiluliuneii«  zu  keinem  Missverständniss  führen. 

lo  einer  Gruppe  von  involutoriscben  äubslilutioneu  .sind  je  zwei  Subslitulioneu 
8  und  r  vtTtauichbar,  d.  h.,  dte  Reihenfolge  ist  glcicbgüliig,  in  der  man  sie  an- 
wendet: es  besteht  die  symbolisehe  Gleiehung:  $7  =  1*5,  oder  r~*S7»S, 
oder  S"»  TS  ■»  T. 
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I  S,'    =  —  =  S2    iS;  =    1  , 

(4)  22^=2?  =y.:^,:^.  =1, 

I  r       r   =  (3'T)'  =  T.T.{T'T)  =  4  , 
(6)  S,^-,=  ^»S.,  (i,  4  =  4,2, 3) 

Bs  gehl  daraus  hervor,  dass  man  jede  Substitution  der  Gruppe 
in  dte  Form  setzen  kann 

(6)  fS^T^,    (•,Ä  =  0.4,2,3;  «.«  =  0,  4), 

und  zwar  nur  auf  eine  sum^e  Weise,  abgesehen  natürlich  von  der 
Anordnung  der  Factoren,  die  gleichgültig  ist. 

Wir  haben  hier  die  sammtlichen  Substitutionen  der  Gmppo  ®^ 
durch  die  acht  erzeugonden  Operalionen  iS,,  T,  T  ausgedrückt, 
und  haben  damit  eine  Darstellung  der  Gruppe  gewonnen,  die  deren 
wesentlichste  Eigenschaften  auf  den  ersten  Blick  erkennen  lässt.  Man 
kann  aber  daneben  mit  Nutzen  auch  ein  kleineres  Sysloni,  ein  System 
von  luir  hs  er/eiiirenden  Operationen  verwenden,  das  den  Vortheil 
bietet,  die  Zerlegung  einer  irgend\\  ic  gegebenen  SubsliUilion  von  (S^n 
ohne  jede  Rechnung  sichtbar  zu  machen. 

Bemerken  wir  nämlich,  dass  jede  Substitution  von  (^^4  aus  einem 
bestimmten  Vorzeichenwechsel  der  Griissen  a^,  a^,  verbunden  mit 
der  HinzufUgung  gewisser  Vielfacher  von  n  besteht,  und  dass  die 
Substitutionen  von  l^ta  durch  die  vorkommenden  2*'  Vorzeichen  Wechsel 
allein  schon  bestimmt  sind»  so  bietet  sich  von  selbst  die  Einführung 
der  erzeugenden  Operationen  TS«,  (t  =  4,  S,  3)  dar,  wo  z.  B. 
TSt  die  SubsUtution 

Ol'  =  Sff  '  Ol,       «i'  =  =  a% 

bedeutet.  Diese  Substitutionen  führen  nur  je  einen  Yorzeicbenwechsel 
herbei;  man  kann  daher  jede  Substitution  von  wieder  nur  auf 
eine  einzige  Weise,  in  die  Form 

(7)  (TS,)-  {TS,)"  (TS,)"  (r^-,)"  (r-:t,)-  (r-^,)- 

bringen,  worin  die  Exponenten  «4,  die  Zahlen  0  und  4  bedeuten. 
Von  dieser  Darstellung  von  (8^  durch  eine  sogenannte  Baais  kehrt 
man  dann  zur  Darstellung  (6)  zurück  mit  Uttlfe  der  Formeln 
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(10 


(TS,)  (TS,)  ^  (TS.)  (TS,)  (TS,)  =  T, 

(r^'^(T2',}  =  (12-0  (12'^  (T^-,)  =  T. 


Bs  hat  keioe  Schwierigkeit,  die  sllmmtlicheii  Untergruppen  der 
Gruppe  zu  bestinioien.  Für  ung  mag  es  Indessen  genttgen, 
noch  eine  dieser  Gruppen  aiv/.u,^eb(ni,  die  von  vier  SotwtitQtionen 
gebildet  wird: 


«i 

«1 

«J 

«» 

So-^-'o 

«1 

«1 

«»» 

«» 

s,^\ 

— Ol 

3» — Oz 

«1 

ff  —  ttj 

ff  —  «e. 

S,2', 

71  — 

»  —  «, 

«1 

ff  —  «. 

a  — 

- 

»  — «, 

»r  —  «j 

(mod.A) 


Das  rechter  Uaiui  hinzugefügte  /Richen  wird  im  nächsten  §  seine 
Erklärung  ünden.  Eben  dort  wird  das  hier  noch  belanglose  Viel- 
fache von  2 ff  Bedeutung  gewinnen,  das  wir  in  die  Formeln  (1) 
und  (8)  au%enommen  haben,  um  nicht  sogleich  wieder  neue  Be- 
zeichnungen einführen  zu  müssen. 


Flg.  S. 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  machen,  sich  in  allen  Füllen  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  Nachbardreiecke  Rechenschaft  zu  geben. 
Am  Besten  denkt  man  sich  die  64  Dreiecke  zu  je  16  ans  den  vier 
Dreiecken  (9)  hervorgegangen,  deren  gegenseitige  Lage  durch  die 
schematische  Figur  6  dargestellt  wird. 
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Die  Graf pe  ®. 

Die  BiDfMsbbdt  der  BiigebDisse  des  §  4  war  dadurch  bedingt, 
dass  wir  Dreiecke  als  identisch  ansahen,  deren  Seiten  und  Winkel 
sich  nur  um  Vielfache  von  %n  unterscheiden.    Nunmehr  wollen  wir 

einen*  anderen  Standpunkt  einnehmen,  der  uns  zu  tiefer  Hegen- 
den Einsichten  vei helfen  soll,  indem  wir  alle  die&e  Dreiecke  aus- 
einander halten'). 

Wir  denken  uns  die  Suhstilutionen  S,,  2',,  T,  T  nach  wie  vor 
durch  die  Foniicln  (I),  (2),  (3)  des  §  4  deünirl,  belrachlen  aber 
jetzt  die  Substitutionen  der  Gruppe 

(1)  Ol'  as  a,  -|-  Hfit,    a^'  =     +  2«,flr, 

worin  kf  and  x<  irgend  welche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
bedeuten,  als  verschieden  von  der  identischen  Substitution.  Nun 
werden  wir  natürlich  die  Relationen  (4),  (5),  (8)  des  §  i  in  dieser 
einfachen  Form  nicht  mehr  aufkocht  erhalten  können.  Bs  entsteht  die 

Frage,  welche  Relationen  an  ihre  Stelle  treten. 

Lm  dies  zu  erkennen,  denken  wir  uns  zunächst  die  Formeln 
(5),  §  4,  so  geschrieben,  dass  auf  der  rechten  Seite  iVw  identische 
Substitution  erscheint  (z.  B.  Si^\Si~^  2\~'  =  1),  und  bilden  nun  die 
auf  der  linken  Seile  stehenden  Substitutionen: 


s.^ 


«1 


«I 


«» 


tti      I  —  in-^Oi 


«» 


1}  Der  in  d«n  roIs«nd«i  9§  ansaiiiaiidergasetcle  Dreleoksbegriff  ist  nidit  in 
Twwecbseln  mit  dem  etwas  engeren,  den  Herr  F.  Ki.ri>  neuerdings  zu  Zwecken 
der  Functionentheorie  eingeführt  lial  'M;ith  Ann.  !tii.  37,  S.  578  ».  ff  ).  Für 
Herrn  Klein  ist  das  » Drciet  k  nm'  einfach  ziisjininerih'angendc,  über  die  Kugel 
gespauate  Fläche.  Die  .SubfiUtutioaua,  die  i Dreiecke«  mit  denselben  Ecken  ver- 
binden, bilden  bei  ihm  to'ne  Gruppe. 
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Wie  man  ueht,  gehören  alle  diese  Subatitulionen,  und  die  ana- 
logen, die  durch  Verlauschung  der  Seiten  und  Winkel,  und  durch 
Vertauschung  der  Indioes  1,  2,  3  aus  ihnen  hervoi^en,  zu  der 
durch  die  Formeln  (1)  defimrten  Gruppe.  Sie  erzeugen  aber,  in 
beliebiger  Wiederholung  hinter  einander  ausgeführt,  keineswegs  diese 
Gruppe  selbst,  sondern  nur  eine  Untergruppe,  als  deren  erzeugende 
Operationen  die  folgenden  und  die  zu  ihnen  analogen  Substitutionen 
gelten  können: 

a,,        271  +  02,    2;r  +  a3,  a^,  «3, 

fll,  »3»  "1  27r-f-(<2,     271-}- 03, 

Wir  bf»zoi(  hnen  die  allgemeine  Substitution  dieser  Gruppe,  die 
den  Gleichungen  (1)  gegenüber  durch  die  Uediaguog 

(2)  ^'ft,  +  i%  ^  0  mod.  % 

gekennzeichnet  ist,  mit  K,  und  die  Gruppe  selbst  mit  «it.  Dann 
erhalten  wir  die  gesuchten  Relationen  unmittelbar  in  der  Form 
St'  »     =  Si>  =  S^S,^  »1    (mod.  St) 

(3)  I     =  ^7  ^      ^  ^1^7     =  <    (mod.  ft) 
ll«  =  T*=  (71)»=  T.T.(TT)  =  1 

5, r ~  TS,,        =  TS,,    (ujüd.  Ä) 

(4)  5^^;=  (mo<l.  Ä) 
^J  =  Tv,    ^;r=5rN;   (mod.  t). 

Der  Gebrauch  des  Zeichens  =  statt  des  Zeichens  =  und  die 
in  Klammer  hinzugefügte  Bemerifung  sollen  andeuten,  dass  diese 
Gleichungen  nur  richtig  sind  bis  auf  einen  in  jedem  Falle  besonders 
zu  bestimmenden,  uns  aber  nicht  nSher  interessirenden  Factor  K.  — 
Aus  (3)  und  (4)  folgen  noch,  als  VeraUgemeinernng  der  Relationen 
(^>  §  4,  die  in  demselben  Sinne  zu  verstehenden  Gongroenzon 
(T^)  =S.,  (TS,)  (TS,)  (TS3)  =T 
(T2',)(T^3)=  v„    {T2,){T:^,){T^',)  ^  T  ^  ^* 

Wir  definiren  nun  eine  Gruppe  als  den  Inbegnff  aller  der  Sub- 
stitiilioncn ,  dtc  uns  den  ri  zi  tiycmlen  Operaltonen  S<,  T,  T  durch 
utibegrcnzte  Wiedcrholumj  entstehen. 

Die  ungestellte  Betrachtung  setzt  uns  in  den  Stand,  die  allge- 
meine Substitution  dieser  Gruppe  anztigeben.  Die  Formeln  (3) . . .  (5) 
zeigen  nämlich,  dass  diese  Substitution  in  die  Form 
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(6)  (TÄ,)"  (T^- ('l\SVi"  {Tl\y'  (r v^*»  (l'^,)".  K 

(Co     =  0,  4) 

gesetzt  werden  kann,  und  zwar  bei  bestimmter  Anordnung  der  Fao- 

toreo  dieses  Productes  nur  auf  eine  einz^  Weise.   Die  fragliche 

Substitution  Jautet  also 

«/  =  (-  I)'.  a,  +       +  (-  4)-  (e,  +  ^  + 

al  =  (—  4)*«     -f.  [8«,  +  ^  +  «,  -I-  u.  s.  w. 

Hierftlr  schreiben  wir  besser 

worin  nun  die  ganzen  Zahlen  und  den  folgenden  Bedingungen 
zu  genügen  haben 

{»i  +  «i  +  «i^O,      /«i  +  «i4-i^s0, 
«»  +  «3 +  «1  =  0,      ^,-f-«i  +  «j  =  0,    (mod.  S) 
*»3  +  «l  +  0,  iU:,  H-  f,  +  *,  =  0, 

Yon  diesen  Congruenzen  sind  die  unler  (8)  ziisammengcstelllen 
der  Ausdruck  dafür,  dass  die  Grössen  /c,  und  ganze  Zahlen  sind; 
die  torniol  (9)  aber,  in  der  die  beiden  ersten  Summanden  links 
wegen  der  Relationen  (8)  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind,  sagt  aus,  dass 
die  Grössen  kt  und  »t  überdies  der  Bedingung  (2)  genügen. 

Wir  hssßA  nun  unsere  Bigebnisse  zusammen,  indem  wir  zu- 
gleich noch  einige  weitere,  naheliegende  und  leicht  zu  prüfende 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Die  miemUicA  dsfeii  tphirMe»  Dnkdtet  dk  tu  dem  nämliehm 
DnikaiHt  gekSrm,  ffehen  m  motufer  iAer  dwr^  eine  Gruppe  van  Unearen 
SMlkeHMkne»,  die  durch  die  Formd»  (7)  «nd  (8)  definirt  ieL 

Diese  Grt^^  etUkäU  «.  A.  2W«i  bemerkentwertke  itmuriatite  ünkr- 
gruppen^):  eriteiu  die  durch  die  Bedingung  (9)  defimrU  Gruppe  ®, 

1}  Tnntlbnidxt  man  all«  dia  SidMtltQlioiMD  f  einar  Gruppe  6»  die  einer  Unt«^ 

gnippe  g  angehören,  vermöge  sämmtlicher  Substitutionen  S^^  von  G,  so  kann  der 
Ftll  oiittiPtcn,  lias«;  die  transformirtc  Substitution  T  —  •'^x  '^'^x  immer  wieder  7.u  g 
gduirt.  In  dif'si  iii  \vi('hti{j;en  l'allo  heisst  g  aitmerhaib  (i  invariant«  (einige  Autoren 
sageo  •ausgezeichnet«).  IJeispielsweise  ist  die  Gruppe  aller  colliaearen  Traosfor- 
■Mtfeneo  dne  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  aller  coIKnearan  und  doaliatlaebeD 
TfBQsItoriDBUoaen. 
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die  von  den  Siihsdiiilionen  S,,  ,  T.  T  frzcuql  wird,  und  nenn  der 
nicht  ganz  sdiarjr  Amdnuk  erlaubt  ist,  dw  ll(djte  der  i»  (7),  (8)  ent- 
haltenen Substitutionen  umffualy  zweiten*  die  Gruppe 

Heide  Gruppen  durchdringe»  sich  in  der  durch  (1)  und  (i)  de/tntrten 
Gruppf  Ä. 

jßu  der  Gruppe  (i^  sind  mm  die  in  ^  4  hetr achteten,  von  verlausch- 
hare»  involulorischen  Substitutionen  gebildelen  Gruppen  (^,^  und 
isomorph^).  ®  reducirt  nch  nämlich  zunächst  auf  die  Gruppe  (^,.,,  sobald 
man  die  Substitutionen  von  der  identischen  Substitution  zuordnet  [alt 
9on  der  Identität  nie^  venckieden  ansieht)  und  sie  reducirt  sich  weiter 
auf  die  Gruppe  trenn  man  überdies  noch  die  SuhstUutienen  der 
Gruppe  ^4  (§  4,  Nr.  3)  der  ideuiUeheu  SubtliluHtm  tuerdaet. 

Ausser  den  hier  betrachteten  Unteiigmppen  enthalt  die  Gruppe  ® 
noch  unendlich  viele  andere  Invariante  Untergruppen.  Mit  ihrer  Hülfe 
kann  man  zu  einer  unbegrenzten  2^hl  endlicher  Gruppen  gelangen. 
Von  diesen  sind  die  Gruppen  ®^  und  ®„  in  mancher  Hinsicht  die 
interessantesten  und  wichtigsten.  Wir  werden  ausser  ihnen  nur 
noch  eine  von  128  Substitutionen  gebildete  Gruppe  zu  betrachten 
haben  (§  7). 


l  'i  In  eiiifitclK'ii  der  uns  hii>r  alltMii  iin$i;eli<  .   I)i<sl«'hi   ilcr  Hrgnfl 

des  Ittoiiiorplitsüius  zweier  Gruppen  G  und  y  in  Tolgondont :  Man  kann  div  Sub- 
Btitutionen  einer  Grappe  G  Uk  Sehaaren  oder  Reiben    ,  S^',  Sf, . . .  Sj^,  S/^',  S/f". ...... 

ordnen,  deren  jede  einer  bestiamUen  Sobititution  »f,  »k*  •  •  •  ehier  anderen  Gruppe 
g  Mltopiioht,  derart,  ilass  aus  jeder  symbolisolu-ii  (ileichung  S,'*)Sjt^*  =  S/''  folgt: 
s-<iif  —  Sj.  Enlhält  jcdo  Scliair  vnn  G  nur  eine  t  iiizigc  Substitution,  so  heissl  der 
isoniorphisnnis  holu'cdrisch ,  im  anderen  Kalle  meruedrisch.  Bei  mero«'driscli-iso- 
luorphcr  Üexiebung  bilden  alle  Substitutiuuca  von  0,  denen  in  y  die  identische 
Substitution  entepricht,  eine  tnoartanle  Untergruppe  von  G. 

Cngeitebrt  entstellt  aus  jeder  Gruppe  G  eine  su  ilir  isomorphe  Gruppe  g, 
wenn  man  die  in  einer  invarianten  rtilergruppe  F  von  G  enthaltenen  Substitutionen 
nicht  mehr  von  einander  (und  also  auch  nicht  von  der  identischen  Substitution) 
iintcri^cheidet,  ais  äquivalent  betrachtet,  oder,  wie  wir  sagen,  »der  Identität  jk' 
ordnet  t. 

Besonders  wichtig  ist  für  uns  der  im  Texte  vorliegende  und  auch  .spiler 
noch  öRer  wiederkehrende  Fall,  daas  aus  einer  nneadlidien  Gruppe  G,  durch  Zn- 
ordnung  einer  invarianten  (ebenfalls  nnendfichen)  Dnleigrappe  F  zur  Identittt,  eine 
neue  Gruppe  g  entsteht,  die  nur  noch  eine  «itfMeA«  Zahl  von  Substitutionen  umfaast. 
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§«• 

Blatlieilang  der  sphirigelMii  Drel«cke  In  swel  Ülnstm. 

Die  Theorie  der  im  vorigen  §  betrachteten  Gruppe  steht  iu 
einem  eigenthumlichen  Zusammenhang  mil  einer  gewissen  Eintheiiuog 
aller  sphärischen  Dreiecke  in  zwei  Glassen,  deren  Kenntniss  fUr  die 
Auffassung  der  sphttrischen  Trigonometrie  von  Wichtigkeil  ist. 

Wir  denken  uns  ein  sphärisches  Dreieck  über  die  Kugelfläche 
verschoben,  indem  wir  Seiten  und  Winkel  stetig  ändern,  und  fuhren 
es  schliesslich  auf  irgend  einem  Weg^  in  eine  solciie  Lage  zurück, 
dass  es  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  durch  dasselbe  Dreikant  oder 
Dreillacb  projieirt  wird,  wie  zu  Anfeng.  Die  Seiten  und  Winkel  des 
neuen  Dreiecks  werden  dann  mit  denen  des  ursprttngttchen  durch 
eine  lineare  Substitution  verknttpft  sein,  die  nothwendig  enthalten  ist 
unter  den  in  §  5  in  den  Formeln  (7)  und  (8)  angegebenen  Substitu- 
tionen. Kann  man  nun  auf  diese  Weise,  bei  geeigneter  Wahl  des 
Weges  der  Ueberflthrung,  alle  jene  Subslitutiooen  erreichen,  d.h. 
kann  man  zu  sttmmllichen  Dreiecken  gelangen,  die  zu  dem  gegebenen 
Dreikaut  gehören,  oder  erreicht  man  nur  einen  Theil  dieser  Dreiecke? 

Die  Antwort  ist,  dass  man  wirklich  nur  zu  einem  Theile  der 
genannten  Dreiecke  gelangt,  nämlich  zu  denen,  die  aus  dem  ursprüng- 
lich angenommenen  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  hervor- 
gehen. 

Suchen  wir  zunächst  einzusehen,  dass  in  der  That  je  zwei  Drei- 
ecke,  die  durch  eine  Substitution  von  ®  verknttptl  sind,  stelig  in 
einander  übergeführt  werden  können. 

Nach  §  5  kann  man  die  Siihstilntionen  von  (s^  aui'  6i  Schaaren 
vcrtheilen,  die  den  Substitutionen  der  endlichen  Grupjie  ent- 
sprechen ;  je  zwei  Dreiecke  derselben  Schaar  gehen  aus  einander 
hervor  durch  eine  Substitution  von  5t.  Wir  werden  also  zu  zeigen 
haben:  erstens,  dass  man  jede  Substitution  von  St  durch  eine  stetige 
Aenderung  des  sphärischen  Dreiecks  erreichen  kann,  zweitens,  dass 
auch  zwischen  den  64  Schaaren  selbst  noch  ein  stetiger  Uebergang 
möglich  ist. 

Um  das  firste  einzusehen,  denken  wir  uns  das  Dreieck  in  eine 
solche  Gestalt  Itbergefilhrt,  dass  eine  seiner  Seiten,  etwa  ai,  =  ir  nood. 
2»  wird.    (Vgl.  Fig.  5,  rechts.)    Lassen  wir  dann  diese  Seite  Oj, 
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ludem  wir  iliie  Kiulpunkle  loslIialtLMi,  um  diese  Endpunkte  sich  drehen, 
so  können  wir  (durch  sletige  Aenderung)  ein  neues  Dreieck  abieilen, 
bei  dem  die  Winkel  «2  und  «3  um  ein  beliebiges,  für  beide  gemein- 
schaftliches Vielfaches  von  gewachsen  sind;  und  diese  Aenderung 
bleibt  erhalten,  wenn  wir  das  Dreieck  schliessluli  auf  demselbeo 
Wege  wieder  in  seine  anfängliche  Lage  zurUckbriagen.  Wir  werden 
also  jede  SabsUtation  der  Form 

«1'  —  «11  «»'  =  «3» 

ut  =  Ol,       =  ff)  -f"  Sifcff,    e^'  =  03  -f" 
durch  stetige  Aenderung  hervorrufen  können. 

Ndunen  wir  ferner  mit  einem  Dreieck  eine  stetige  Araderung 
der  Art  yor,  dass  wir  die  der  Seite     gegenüberliegende  Bcke  A,  den 

Kreisbogen  Ä-^A^  im  positiven  Sinne  durchlaufen  lassen,  wahrend  wir 
A^  und  teslhalten.  so  wird  nach  einem  vollen  Umlauf  a,  um 
gewachsen  sein,  w  Jiiirt'ud  d(!r  gegenüberliegendf»  \\  inkel  «,  sich  um 
ebensoviel  vermindert  oder  vermehrt  hat,  je  luu  h  der  Wahl  des  fiir 
die  ^^  iukcl  aiigenommcnon  Drohungssiones.  Wir  gelangen  so  ent- 
weder zu  allen  Subätilulionea 

Ol  =:  a,  -f-  zknj    «i  =  «i  —  zkn,  \  . 

oder  zu  allen  Subslitulionen 

..•  =  «.  +  «*,,  «.' =  +     K  =  ^'  "^.z"" 

In  jedem  dieser  beiden  F^lle  aber  kann  man,  wie  leicht  zu 

zeigen  ist,  aus  Substitutionen  der  gefundenen  Arten,  und  den  zu 
ihnen  dualistischen ,  die  ganze  Gruppe  Ä  zusammensetzen.  Sulche 
Dreiecke,  die  durch  eine  Subslitulion  der  Gruppe  St  zmammenhängen^ 
können  also  stetig  in  einander  übergeführt  werden. 

Um  zweitens  die  Möglichkeit  eines  stetigen  rchorgangs  zwischen 
den  fi  i  Dreiecksscliaaren  einzusehen,  fuhren  wir  fUi*  den  Augenblick 
die  Bezeichnung  ein: 

uidem  wir  uns  die  ganzen  Zahlen     und     so  bestimmt  denken, 

* 

dass  äf  und  in  die  Grenzen  0  und  Sjt  fallen.  Wir  ftohren  nun, 
wie  vorhin,  das  Dreieck  in  eine  solche  Lage  Uber,  dass  äx  =  n  wird, 

lassen  sodann  r(.,  und  «i  durch  geeignete  Drehung  von  ä,  um  jr 
wachsen,  und  fuhren  das  Dreieck  schliesslich  auf  demselben  Wege 
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wieder  in  seine  anfängliche  Lage  zurUck.  Wir  haben  dann  die  fol- 
gende Substitution  hervorgebracht: 


1 

«1  = 

-  «,  +  (4n,  +  2)» 

«;  = 

Sn^TT  -f-  äi 

2»»»  -1- 

«1  = 

«1 

*h  = 

Äf^j»  +  («» + 

«» +  » 

f 

«3  = 

2n»  +  («« + 

Dies  ist  wieder  eine  Sabstitution  von  ®;  und  zwar  unterscheidet 
sie  sich  von  der  erzeugenden  Substitution  TJSt  uur  um  einen  Factor 
K.  Da  mao  aber  die  Obrlgen  erzeugenden  Substituttonen  jTs«,  ISf 
auf  ähnliche  Art  gewinnen  kann,  so  ist  bewiesen,  dass  zwischen  den 
64  Dreiecksschaaren  wirklich  ein  stetiger  Uebergang  stattfindet. 

Dniedse^  deren  SeUen  mi  Winkd  durdk  eine  SubtHiiiiien  der 
Gruppe  %  tmemimenhängeny  hdimm  denuMch  durch  eteUge  Aendenmg 
in  »nander  H^geführt  Verden.  Der  Nachweis  der  umgekehrten  Be- 
hauptung, dass  nämlich  Dreiecke,  die  zu  demselben  Dreikant  gehören, 
aber  nicht  durch  eine  Substitution  von  zusammenhangen,  auch 
nickt  stetig  in  einander  übergeführt  werden  können,  kann  mit  den 
uns  hier  zu  Gebote  stehenden  Hultsiiiitteln  ebenfall.s  geführt  werden. 
Wir  können  ihn  jedoch  bei  Seite  lassen,  da  dieser  Satz  spater, 
nach  Entwickelung  der  Formeln  der  sphärischeu  Trigonometrie, 
selbstverständlich  erscheinen  wird.  Solche  Dreiecke  unterscheiden 
sich  nSmlich  der  Art  in  ihren  unalylischen  Eigenschaften ,  dass 
zwischen  ihnen  selbst  auf  imaginärem  Wege,  durch  sogenannte 
analytische  Fortsetzung,  ein  stetiger  Uebergang  nicht  mdglich  ist.  — 
Wir  wollen  die  Thatsache  hier  einstweilen  als  bewiesen  annehmen, 
um  sogleich  noch  eine  wichtige  Folgerung  daraus  zu  ziehen.  Sie 
führt  nämlich  zu  einer  Eintheilung  aller  sphärischen  Dreiecke  in 
zwei  Glassen. 

Eigentliche  ephiritdie  Dreiedte  woUen  wir  toidu  usiiiMfi,  die  eut 
einem  Drmedt,  deaten  Seilen  und  Winhd  untehen  den  Grenzen  0  und 
n  Uegen^  durtk  et^ge  Aendervng  heryd^et  leerden  hännen;  undgent' 
Uehe  die,  bei  denen  die»  nicht  der  Fall  m<. 

Dann  ergibt  nch  aus  dem  Gesagten  sofort: 

Sowohl  die  Meumgfa^fßtdlL  der  dgenläkhen  ek  audt  die  der  un- 
dgenllichen  Drdedte  wird  durch  die  Gruppe  i$  in  eich  tdhet  Uber- 
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geführt;  beide  Mannigfalligkeiten  werden  dagegen  verlamcht  durch  die 
zweite  Stibstüidioneiischaar,  die  nilNl('hl,  wenn  man  au  der  DefiM- 
tumsgleickung  von      (Nr.  9,  §  ö)  diese  »etU: 

(,)    i^„,  +  i^„  +  |^^  +  ^;;+;;j^M».od.*). 

Beide  Mannigfnitifikeiloii  können  also  auf  unendlich  viele  Weisen 
('indeuti^;  uinkcliibar  auf  eioaDder  bezogen  werden,  z.  B.  durch  die 
SubälilulioD 

ttj'  =     +         0,'  —  a„    0,'  =  fl, 

«l   =  «l  ,  «3*  =  «31 

es  g^Dttgt  daher  meisleos,  nur  eine  von  ihnen  zu  betrachten,  näm- 
lich die  MannigfaltiglEeit  der  eigentlichen  Dreiecke,  die  der  elemen- 
taren AaffasBong  näher  liegt,  und  ttberdies,  wie  wir  sehen  werden, 
durch  die  grossere  Eleganz  der  für  sie  gellenden  Formeln  ausge- 
zeichnet ist 

Von  den  in  §  ü  aulüiP/iiliUen  l(j  Dreiecksarien  sind,  bei  Kest- 
halluni^  der  dort  angetulnten  Be.slin)mungen ,  die  Hiilflc  eifi;en!liche 
und  die  Halllte  uneigentliche  Dreiecke.    Eigentliche  Dreiecke  äiud 

(ii,Ao).  (a;a;),  (^a;),  (a;aj  (k  =  i,2,3), 

uneigentliche  Dreiecke  dagegen 

(^A.:),    (ilo'A«),    (^A,),    (^'A/)    (/c=  t,2,  3). 

(Zu  der  ersten  Reihe  gehören  z.  B.  von  den  in  Fig.  1  (S.  93)  verzeich- 
neten Dreiecken  die  beiden  oberen,  zur  zweiten  die  beiden  unleren.) 
Hieraus  ergibt  sich  ein  einfaches  Kennzeichen  dafttr,  ob  ein  vorge- 
legtes Dreieck  ein  eigentliches  oder  uneigentliches  Dreieck  ist. 

Man  reducire  das  gegebene  Dreieck,  durch  Zufugung  geeigneter 
Vidfacher  von  Sir  zu  den  Seiten  und  Winkeln  auf  ein  solches,  dessen 
Seilen  und  Winkel  zwischen  0  und  %sr  liegen.  Das  vorgelegte  Drei- 
eck ist  nun  ein  eigentliches  Dreieck,  wenn  das  reducirte  Dreieck 
ein  eigentliches  Dreieck  ist,  und  wenn  die  Keduction  durch  eine 
Substitution  der  Gruppe  Ä  erfolgt  ist;  ebenso  auch  dann,  wenn  das 
reducirte  Drcit^ck  zu  (l«!n  uncigcnllichen  gehört,  und  wenn  die  Heduc- 
lion  durch  eine  Subsilitulion  erloli;t  ist,  die  nicht  zu  it  gehört;  da- 
gegen ist  es  ein  uneigentliches  Dreieck  in  den  beiden  übrigen  Fällen. 
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§  7. 

Me  gwriiiMtrisdMB  FuettoM  der  Seitei  ni  Winkel  elies  apUiiselMii 

Drelcekfl.  —  Erweiterte  fimppen. 

Zur  Vorbereiliitijj'  (irr  l'ntersuclmngen  des  nHrhsten  AbscImiUs 
wollen  wir  hier  einige  Bemerkungen  /usamtnenstfllpn.  die  sich  auf 
die  Aenderungen  beziehen,  die  die  gonioinelrisclien  1  uiichonen  der 
Seiten  und  Winkel  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  0)  erleiden. 

Die  Functionen  cos  a^,  cos  Undfin  sicli  nicht  bei  den  Sub- 
stitulionen  der  Gruppen  ^  und  l»«;  ibr  InbegrilT  gehört,  wie  wir  sagen 
können,  zu  der  von  St  und  ^4  erzeugten  Gruppe  (Ä,  Sie  gehen 
bei  den  SubstitatiODen  der  Gruppe  (^^  in  10  verschiedene  Wertb- 
eysteme  Ober,  die  man  natürlich  ohne  Weiteres  hinschreiben  kann. 

Ebenso  nehmen  auch  die  Functionen  stnoi,  sin  10  ver- 
schiedene Werthe  an;  diese  aber  gehören  «a  einer  anderen  Unter- 
gruppe von  ®,  nttmlich  m  der,  die  von  den  Substitutionen  SfXi 
(§  4  Nr.  9)  erzeugt  wird.  Zu  jedem  Werthsystem  der  Cosinus  gehören 
noch  vier  verschiedene  Werthsysteme  des  Sinns,     ^  'f*  ±  sin  ce,. 

Die   Functionen   lg     ,  tg  ^ ,  Jiii  ^ich  durch  die  Sinus  und 

(>osinus  zusammen  rational  ausdrücken  lassen,  gehören  zur  Gruppe  it. 
Sic  nehmen  uLso  bei  den  Substitutionen  von  64  Werthsysleme  an, 
entsprechend  den  Substitutionen  der  Gruppe  (S^m*   Dasselbe  gilt  von 

den  Grössen  tg*«,  tg«.,  die  ach  durch  die  Grössen  tg^,  tg-|^ 

rational  dur^lellen  lassen ,  wie  auch  umjjekein  t  diese  wieder  durch 
jene  rational  ausdrUckbar  sind. 

Die  Functionen  tg  ^«  ^  ^  nehmen  bei  den  Substitutionen  von 

®  1S8  verschiedene  Werthsysteme  an,  die  durch  eine  (vr^ppe  (&a, 
wm  MtcAl  veriautckhare»  SubtUMioiieu  in  einander  übergehen.  Sie 
gehören  nlmlich,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  zu  einer  Unter- 
gruppe iT  von  Stf  die  durch  die  Gongmenzen 

2%  =  2X  =  0    (mod.  2) 
bestimmt  ist.    Ferner  führt  zu  einer  Gruppe  \un       nicht  verluusch- 
baren  Substitutionen  jedes  der  beiden  Grossensysteme  >in  s^,  sin  o^. 
Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  die  Verhültnisse  einer  jeden  der  beiden 
letzten  GrOssenreiheu,  und  ebenso  auch  die  Verhältnisse  der  acbl 
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Grössen  coss^,  cos  zur  Gruppe  (^%,  Ä)  gehören,  und  aLso  je  16 
den  Sub-stitulionen  von  Qdi^  entsprechende  Werthsyslemo  annehmen. 

Wir  stellen  die  ftlr  das  Folgende  wiehtigsten  dieser  Hemptkunyen, 
zugleich  mit  einer  weiteren  naheliegenden  Folgerung  in  uuderer  An- 
ordnung übersichtlich  zusammen. 

I.   Das  Grttesensystem 


gehört  zur  Gi  iippe  Si\  und  nininil  ulso  bei  den  Substilutionen  von 
Oller  (^,28  128  verschiedene  Werthsysteme  an. 
II.   Die  Grössensysteme 


gehören  zur  Gruppe  und  gehen  «iaher  hei  den  Subslilulioneu  voo 
®  in  64  verschiedene  Werthsystome  Uber,  die  den  Substitutionen 
TOD  <9m  entsprechen. 

in.   Dagegen  gehört  u.  A.  jedes  der  GrOssensysteme 

cos  Ol,  cos  Oj,   cos  Oy,   cos  Ol,   eosoi,  cos 


tg^.  Hs'i,  «s'i.  t«! 

'8?.  "«^ 


"«l-  «T'  "«T 


und 


Ig«^,    tgSi,    IgSs,  tgs, 

•g«0»      tg«l»  tg«3 


tg    tg^  ig|,  tgf  tg^ 


6ni     :  äiu  «1  :  sm  <s  :  sm 


sm     :  sin     :  sm     ;  sm  a^, 
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zur  Gnippe  (^4,  St).  Diese  Systeme  von  trigoDometrischen  Fanctionen 
DehoMO  also  nur  46  verscbiedeEe  Wertbsysteme  an,  die  den  Sab> 
stilntiooeii  der  Gruppe  ODtspreohen. 

Diese  Bemerkungen,  die  man  leicht  noch  weiter  ausdehnen  konnte, 
and  zur  Vorbereitung  des  Folgenden  nicht  durchaus  nothwendig;  sie 
werden  aber  zur  Erleichterung  der  Auffassung  dienen.  Sie  zeigen 
jedenlalls  hier  schon,  dass  die  lietiachtiing  der  Gruppen  und  (ft^, 
und  noch  mehr  der  Gruppe  Q^>^r.  f<l"*  das  Verständniss  der  Foriueln 
der  sphärischen  Trigonometrie  von  Bedeutung  sein  niusa.  — 

Um  unsere  spJUeren  Enfwickeliini^en  nicht  unterbreclitu  zu  müssen, 
wollen  wir  an  dieser  Stclh^  sdion  t'iiiiiio  Gruppen  dpfmiren.  die  aus  den 
aufgezAblten,  wie  wir  sagen  wollen,  durch  Erweiterung  hervorgehen. 

Hüne  erste  Enceitenmg  der  Gruppe  @  und  der  aus  ihr  abge- 
löteten radlichen  Gruppen  <^m*  ®u  boW  darin  bestehen,  dass 
wir  noch  die  sechs  Vertauschuagen  der  Indices  1«  S,  3  hinzufUgen, 
dass  wir  also  die  Anordnung,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  Bwennung  der  Seiten  und  Winkel  umändern.  Die  Gruppen,  die 
auf  solche  Art  aus  (&an  ®n  entstehen,  umfassen  jedesmal  die 
sechsfache  Sobstitntionenzahl,  und  können  daher  etwa  durch  die 
Zeichen  Q^.m         dargestellt  werden.   Fttr  uns  ist  voa 

Wichti^eit  die  letzte  dieser  Gruppen,  die  einfach  mit  bezeichnet 
werden  soll. 

Eine  zweite  Erweiterung  besteht  in  der  Vertauschung  der  Seiten 
Uiil  den  enlsprechenden  Winkeln,  im  Uebergang  zum  Polardreieck 

aj  =        a,'  =  a.. 

Aus  jeder  unserer  Gruppen  geht  so  eine  neue  henror  mit  der 
doppelten  Substitutionenzahl ;  aus  den  zuletzt  genannten  schon  erwei- 
terten Gruppen  a.  B.  entstehen  Gruppen,  deren  Erzeogungsweise  durch 
die  Bezeichnungen  Qb%.t,ian  ^.t.u*  ^.».it  angedeutet  wird.  Fttr  uns 
werden  besonders  die  erste  und  die  letzte  Gruppe  Interesse  gewinnen; 
wir  bezeichnen  sie,  nach  der  Zahl  ihrer  Substitutionen,  einfiich  mit 
®iiw  und 

Die  umfBtssendste  dieser  Gruppen,  i^aan  entsteht  aus  der  zweimal 
erweiterten  Gruppe  ($y  wenn  wir  alle  die  Substitutionen  der  iden- 
tischen Subslilulion  zuordnen,  die  die  sammtlichen  Grossen  tg  '* ,  tg  ^' 
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ungellndeit  lassen,  weno  wir  also  die  Substitotioneii  von  it  (s.  S.  113) 
als  nicbl  wesentlich  ▼erscbiedeii  belrachtea  von  der  identischen 
Substitution  (vgl.  §  5,  S.  108,  Anmerkung). 

Die  sclieiualisclic  Figur  7  vei-siaulichl  einen  Theil  der  Bo/.ieluingen 
der  autlgeätelUen  Gruppen.    Sie  .soll  dazu  dienen,  die  eiugclührlen 


Fi«.  7. 


Bezeichnungen  dem  (jcdaclitni.sse  leichter  einzuprägen.  Freilich  ist 
diese  bildliclie  i)arst(?lhing  sehr  lürkenhnff:  will  man  grössere  Voll- 
stündigkcil  er/.ielen,  so  nniss  man  sich  auch  enlschUessen,  eine  jjrüssere 
Menge  von  Bezeichnungen  zu  gebrauchen. 

,  .    •  •  • 

Bbeae  Drsteska. 

Die  ebene  Trigonometrie  ist  bekanntlich  ein  Grenzfall  der  splitt- 
rischen.  Man  lasse  den  Radius  der  Kugel  ins  Unendliche  wachsen, 
wtthrend  man  die  Eclien  etwa  eines  solchen  Dreiecks,  dessen  Seitea 
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§  8.  Bbiitb  Dbubckb. 


und  Winkel  zwischen  0  und  t  liegen,  fosthäll:  Dann  entäteht  im 
ürenzfall  ein  ebeaeä  Dreieck,  mit  der  Winkelsumme  2n^. 

Bei  der,  Behandlung  der  ebenen  Dreiecke,  die  einiges  Eigeo- 
tbomliche  daii)ietet,  wollen  wir  emen  etwas  anderen  Gedankengang 
innehalten,  als  bei  der  Betrachtung  der  sphSriBchen. 

Wir  nehmen  auch  hier  wieder  einen  gemeinsamen  positiven 
Drehungssinn  flir  alle  Winkel  an  —  etwa  den,  der  der  Bewegung 
des  Uhneigers  entgcgengeselxt  ist  and  wir  schreiben  den  $e- 
radeur  die  die  Seiten  enthalten,  eine  positive  Richtung  zu.  Eine  Seite 
äf  des  ebenen  Dreiecks  soll  als  positiv  gelten,  wenn  bei  positiver 
Umlaaflmg  der  drei  Seiten  die  Strecke  <l,  selbst  durchlaufen  wird,  als 
negativ,  wenn  der  zu  dieser  Seite  gehörige  Liaienzug  sich  durchs 
Lnendliclie  erstreckt. 

Wir  u;(!hen  aus  von  einem  Dreieck  mit  po^itivcn  Seiten  a.^,  ö,, 
uml  Winkeln  Cu,  {r  .  die  zwiscliea  den  Grenzen  0  und  tt  liegen, 
und  deren  Summe  —  irr  ist';.  Wir  deliniren  nun  sogleich  das 
allgemeinste  von  uns  zu  betrachtende  ebene  Dreieck  als  ein  solches, 
dessen  Seiten  und  Winkel  sich  aus  denen  des  genannten  durch  stetige 
Aenderung  herleiten  lassen ;  wobei  wir,  aus  nahe  liegenden  Gründen, 
unter  den  »stetigen a  Aenderungen  den  liebergang  einer  Seite  von 
positiver  zu  negativer  Lunge  durch  das  Unendliche  hindurch  mit- 
begreifen  wollen.  Wir  fragen  nach  allen  möglichen  Gesiallen  eines 
sotohen  Dreiecks  und  insbesondere  nach  der  Gesammtheit  der  mit 
einem  gegebenen  Dreieck  verbundenen  Naekbardmecke^  d.  i.  nach 
allen  Dreiecken,  deren  Seiten  und  Ecken  in  die  nämlichen  Geraden 
und  Punkte  der  Ebene  fallen. 

Zunächst  ist  deutlich,  dass  man  von  den  Winkefai  eines  ebenen 
Dreiecks  zwei  beliebig  annehmen  kann;  der  dritte  ist  dann  bestinmit 
durch  die  Forderung,  dass  die  Winkelsumme  den  constanten  Werth 

%n  haben  soll.   Wir  brauchen  daher  Dreiecke  nicht  zu  unterscheiden. 


1)  Wir  erinnern  darnn,  dass  die  Winkel  öj^-  die  sons-t  als  Ausscnwinkel 
bezeichneten  Grössen  siniJ.  St.itl  ilire  Siimiue  =  i  :r  nnzunolmitMi ,  kiMintoii  wir 
sie  ebensowohl  irgeod  uinciii  anderen  Vieiracheu  vun  t  it  gleicloeUon.  Aber  die 
meodtieli  vielen  so  entstehenden  Dreiecksmannigfaltigkeiten,  deren  jede  etn  Con- 
tiauain  bildet,  unlerMbeidea  ^ch  nicht  wesentUeh  In  den  von  uns  zu  betrachteodeo 
Bigemchaften,  so  dass  es  genügt,  irgeod  eine  rmi  ihnen  su  nntersnohsn. 

HkM«.  4.  K.  &  0«MllMk.  «.  WiMMMb.  XXXIII.  « 
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deron  Seiten  Ubereinstimnirn,  und  deren  Winkel  durch  eine  Subslilulion 
k  der  tulgenden  Gruppe  ^  zusamiuenhUDgen : 

(1)       öl'  =  öl     2*1  TT,  «2'  =  öi-|-  äiijw,  öi'  Ä  ö^-f- 

(»1  +  «j  +  «3  =  0); 
denn  solche  Dreiecke  können  durch  einfeche  stetige  Aenderungen  — 
vollständige  Umdrehungen  einer  oder  mehrerer  Seiten  — •  in  einander 
libergeAlhrt  werden. 

Die  Substitutionen  K  der  Gruppe  JF  sehen  wir  demnach  als  nicht 
wesentlich  verschieden  von  der  identischen  Substitution  an.  Wir 
können  nun  sogleich  die  mit  einem  gegebenen  Dreieck  verbundenen 
Naehbardreiedse  angeben.  Sie  werden  erhalten  durch  wiederholte 
Anwendung  der  Substitutionen: 


0; 

«1' 

«2' 

«3' 

_ 

4 

ä. 

 ^  -•  -  ~  ~ 

«1 

«I 

«3 

e, 

—  ö, 

«1 

«2  +  TT 

«3  —  ^ 

(8)  e. 

«1 

—  (i. 

Üi  —  TT 

«, 

«s  + 

(uiod.  Kj 

e. 

dl 

—  «3 

«1  +  ^ 

«3 

z 

dl 

1  d. 

—  «1 

2^  —  0, 

2ji  — ö, 

Diese  SiAtlUuiumen  mengen,  mod.  Jf,  eme  (rr«y»pe  «on  eed^xek» 
imfoluUmtchen  (und  oko  vertoueehbaren)  SubetUuHonen  —  eine  Gruppe, 
die  in  der  ebenen  Trigonometrie  dieselbe  Stellung  einnimmt,  wie  die 
Gruppe  <^M  in  der  sphttrischen.  Man  überzeugt  sich  sofort  davon,  dass 
zwischen  diesen  verschiedenen  Dreiecken  wirklich  ein  stetiger  lieber* 
gang  möglich  ist,  und  dass  man  thatsttchlicb  vermöge  (2)  bereits  alle 
Nachbardreiecke  hat.  Die  Substitution  @t  <•  B.  entsteht,  wenn  man  die 
Seite  eine  Umwendung  (halbe  Umdrehung)  ausführen  Ittsst,  die  Sob- 
stitotioo  wenn  man  etwa  die  Ecke  4  auf  der  zugehörigen  Hohe 
so  weit  verschiebt,  bis  ein  zu  dem  vorgoleglen  symmetrisches  Dreiedc 
entsteht;  u.  s.  w. 

Mit  dem  Gejiuglen  ist  auch  bereits  die  Frage  nach  den  niü^liclien 
Gi-sliilten  eines  ebenen  Ürciecks  erledigt.  Es  gibt,  wenn  man  von  (irenz- 
(«illea  und  von  der  verschiedenen  Bezeichnung  der  Seiten  ab>iehl,  acht 
Typen  ebener  Dreiecke.  Diese  werden  durch  die  Figur  8  vcr>innliclit. 
Hei  jedem  einzelnen  Dreieck  ist  neben  der  Figur  angegeben,  welcher 
Subätilution  unserer  Gruppe  es  entspringt,  unter  der  Voraussetzung, 
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dass  die  horizontale  Seite  dem  Index  1  /.ugebort,  und  dass  beim 
Ausgangscireieck  die  Seiten  und  Winkel  positiv  sind.  (Die  ausserdem 
beigefUglea  BezeicbDungeo  werden  sogleicli  erklärt  werden.)  —  Man 


Fig.  8. 


bemerke,  dass  bei  der  Httlfte  der  acht  Typen  (Fig.  8  links)  die  Bcken 
des  Dreiecks  im  Sinne  der  positiven  Drebungsricbtung  der  Winkel 
auf  einander  folgen,  bei  der  anderen  HBifte  (Fig.  8  rechts)  im  Sinne 
der  negativen  Drehungsrichtung. 


I 


120  E.  Study,  Trigonometkie.  Abschnitt  I.  [36 

Unterscheiden  wir,  wie  in  §  2,  die  verschieden  benannteo  Seiten, 
so  erhöht  sich  die  Zahl  der  auseinander  zu  haltenden  Dreieeksgestalten 
aaf  16t  und  diese  entsprechen  gerade  den  16  zusammengehörigen 
Nachbardreiecken,  oder  den  16  Sobstitutionen  unserer  Gruppe.  Wir 
wollen  nir  die  16  Dreiecksarten  Bezeichnungen  (//.B,),  (i^.'B,),  (^.B.), 
{liJBJ)  einßlhren,  die  den  in  §  2  bei  den  sphärischen  Dreiecken 
gebraucbtea  Bezeichnungen  entsprechen,  und  wie  folgt  definirt  sind: 


^^0 

^1 

Ii, 

1  /^2' 

j 

öl 

^  0 

^  0 

^  0 

S  0 

^  0 

S  0 

^  0 

^  0 

S  0 

S  0 

^  0 

^  0 

S  0 

^  0 

^  0 

^  0 

S  0| 

^  0 

^  0 

S  0 

^  0 

^  0 

^  0 

B. 

|B.L 

B|  i 

B.'  1 

^1 

B«'  1 

Bs 

Bs' 

«1 

1 

II 

'  I 

II 

11 

I 

II 

I 

«2 

I 

II 

Ii 

I 

I 

II 

II 

I 

«3 

I 

II 

II 

I 

II 

'  i 

1 

II 

Das  Zeicheti  I  bedeutet  hier,  dass  der  betreffende  Winkel, 
nachdem  er  durch  Zufligung  eines  geeigneten  Vielfochen  von  in  auf 
das  Intervall  von  0  bis  Sir  gebracht  ist,  zwischen  0  und  n  fillit,  das 
Zeichen  U,  dass  er  dem  Intervall  von  »  bis  2»  angehört  — 

Wir  betrachten  nun  wieder  die  Üebergangtformen^  die  Dreiecke, 
die  den  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Dreiecksmannig- 
faltigkeiten  (BB)  vermitteln.  Aehnlicb  wie  in  der  sphHrischen  Tri- 
gonometrie unterscheiden  wir  auch  hier  Grenzdreiecke  und  Ueber- 
^ngsdreiecke  im  engeren  Sinne.  Diese  Bezeichnungsweise  können 
wir  allerdings  erst  spttter  vollständig  rechtfertigen  (II.  Abschnitt,  §  14). 
Fttr  jetzt  bemeiicen  wir  nur,  dass  die  »Grenzdreiecke«  die  Mannigfal- 
tigkeit der  construirbaren  reellen  Dreiecke  trennen  von  gewissen 
Dreiecksmannigfaltig^eiten,  bei  denen  die  Seiten  oder  Winkel  imaginttr 
sind,  wahrend  bei  den  »Ücborgangsdreiecken«  Aehnliches  nicht  statfr- 
iindot.  In  allen  Fallen  behandeln  wir  nur  solche  Dreiecke,  die  noch 
von  zwei  willkürlichen  Parametern  abliangen.    (Vgl.  §  3.) 

Grenzdreiecke  erster  Art. 

Hierher  stellen  wir  vier  Dreiecksclassen,  die  definirt  dnd  durch 

je  eine  der  Gleichungen      =b  0,  wofern 
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geeetet  wird.  Sie  vermitleln  deo  Uebergung  zwiBohoii  je  xwei  Dreiecke- 
typen  nach  folgendem  Schema: 

(ß.  B.)  —  (ß,  b;)  ,   (i^;  B,)  ^>  {b:  b;)  . 

Jede  dieser  Dreiecksarten  cntlUilt  noch  3  .  2  Unterarten,  deren 

jede  den  Uebergang  zwischen  zwei  völlig  beslimiuten  Droit^cksi^e- 

stalteo  vermittelt.  Im  falle  «o  =  0  z.  B.  hat  maa  die  folgeaden 
Möglichkeiten: 

«i<0,  a,>0,  d,>0:  (Ä/B.)  ^  (Ä/B.) 
«i>0,  «,<0.  «,<0  :  (B,  Äi)-^(Ät  BÖ,  U.S.W. 
Im  Ganzen  sind  demnach  4  .  3 .  S  =  84  FAlle  auseinander  zu 
halten,  die  man  leicht  aufkahlen  wird. 

Grenzdreieoke  zweiter  Art.  (Unendlich  kleine  Dreiecke.) 

Dreiecke,  deren  Winkel  nicht  beschrankt  sind,  wahrend  die  Seiten 
die  Lange  Null  haben.  Hierher  gehören  4  .  S  s=  8  Dreiecksclaasen, 
die  den  Znsammenhang  zwischen  je  zwei  Dreieclcsmannigfaliigkeiten 

nach  folgendem  Schema  vermitteln: 

{B,  B,)  —  (/?;  B.)  ;  {B,  B;)  ^  (BJ  B.') 
(x  =  0,1,2,3). 

Uebergangsdreiecke  erster  Art 

Hierher  stellen  wir  sechs  verschiedene  Arien  von  Dreiedken, 
jede  mit  vier  Unterurten,  z.  B. 

ö,  =  0,    ä,  =  0  iiiod. 
(B,B^     {B^B^)    {B;ü^  WB,') 

III! 

(B,b,)    (ß/ßa)     (ßsB,')  (ß.B,) 

dj  =  0,    (i,       TT  mo<i.  2rr: 
(BA)     (BM    (Ä.'B.)  WB.-) 

tili 

(ß/B,)    (ß/BO    (ß,BO  (ß.BO. 
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Man  erkeDDt  ohne  WeHeres,  dass  alle  bis  jetzt  aufgeclUleo 
Arten  specieUer  ebener  Dreiecke  Grensfillle  der  in  §  3  behandelta 
speciellen  gpbariacben  Dreiecke  sind.  In  der  Geometrie  der  Ebene 
kommen  aber  noch  andere  ausgeartete  Dreiecke  vor,  die  in  der 
Geometrie  auf  der  Kugelflache  kein  (reelles)  Analogoo  haben.  Bs 
siud  dies  zunächst  die 

Uebergangangsdreiecke  zweiter  Art, 

Dreiecke  mit  zwei  parallelen  und  daher  unendlich  langen  Seiten. 
Bier  sind  ebenaoviele  Fülle  aoaeinander  zu  ballen,  wie  bei  den 
Uebeigangadreiecken  erster  Art.  Der  Zusammenhang  der  einzelnen 
DrmecksmannigfaUig^eiten  gestaltet  sich  aber  jetzt  anders: 

«1  —  0  mod.  2jt 

(B,Ä^     (Ä.BO     iB^B^  (i^.^B,') 

[B,V)     (^B,)     (B,'l^')  (M.) 

ä,  ^  71  mod.  2it 
(ß.Ä«)     {B,B,]     {B,ti,)  (Ä.'B.') 

t      t     t  •  I 

(B,BO     (Ä.BO     (Ä.'BO  (Ä/BJ. 
Endlich  haben  wir,  um  unsere  Au&thlung  voUstind^  zu  machen, 
noch  eine  Chuse  von  Grenzdreieclmn  binzuzuAlgen: 

Grenzdreiecke  dritter  Art.  (Unendlich  grosse  Dreiecke.) 

Bs  sind  dies  Dreiecke,  deren  Winkel  nicht  beschrankt  snid,  and 
deren  Seiten  sSmmtlich  die  tSnge  eo  haben.  Sie  verhalten  sich  gans 
wie  die  Grenzdreiecke  zweiter  Art,  die  unendlich  kleinen  Dreiecke, 
und  vermitteln  ganz  in  derselben  Weise  den  Uebergang  zwiscbeo  je 

zwei  Dreiecksgeslalten.  — 

Scliliesslicli  mögen  wir  noch  bemerken,  daj.s  die  xorhin  (S.  W. 
^^%]  delinitlen  Gruppen  sich  ebenso  wie  die  der  sphöri.schen  Trigono 
nietrio  mvritcm  lassen  datiurch,  dass  man  noch  die  Vei  lauschungen 
der  Seiten  liinzufUgt.  Aus  der  erwähnten  Gruppe  von  16  Sub^titulionen 
f^eht  so  eine  Gruppe  von  96  nicht  vertausclibaren  Substilutiooea 
hervor. 
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IL  Abschnitt. 


Die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
and  ihr  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  orthogonalen 

Substitutionen. 

Daiw  famlyse  Ii  perfootton  oontMe 

n'cmployor  que  le  moindro  nombro  possiblc 
de  priacipes«  et  ä  faire  sortir  de  cw  principes 
tratos  las  'VirtMi  qu'ils  peuvoit  renfariner, 
par  la  Mala  fwoe  da  l'analyM.  (LMMRaa.) 

In  alteren  Werken  kann  man  die  Sj)h!lrisrlio  rrigonnmetrie  io 
der  Weise  behandelt  finden,  dass  die  Hauptsiitze  einzeln  aus  geome- 
trischen Constnictionen  hergeleitet  und  als  selbständige,  gleichberech- 
tigte Bestandtheile  der  Theorie  nebcB  einander  hingosiellt  werden.  Seit 
Lagbangb  in  seiner  classischen  Abhandlung  gezeigt  hatte,  wie  man  durch 
»ofacbe  Umformungen  aus  einer  einzigen  Gruppe  von  drei  Gleichungen 
die  ganze  sphttriache  Trigonometoie  entwickeln  könne  *),  ist  eine  andere 
DarstellungBweiae  ablich  geworden.  Siebt  man  sich  indessen  den 
gebittochlichen  Lehrgpng  genauer  an,  so  findet  man,  dass  die  von  * 
Lasbaii«!  angestellte  Forderung,  aus  der  Geometrie  nur  das  NöthigBte 
zu  entnehmen,  und  alles  Weitere  analytisch  herzuleiten,  doch  nicht 
überall  erfüllt  wird.  Besonders  in  den  Beweisen  der  nach  Lasiargb 
biiizQ{^ommenw  Satze  wird  bei  der  Ausziehung  der  mehrfach  auf- 
tretenden Quadratwurzeln  öfter  als  nöihig  von  den  Ungleichungen 
Gebrauch  gemacht,  denen  man  die  sphärischen  Dreiecke  zu  unter- 
werfen pflegt.  Welche  Möglichkeiten  ftlr  die  Vorzeichen  der  Wurzeln 
bei  einer  rein  algebraischen  Entwickelung  bestehen,  bleibt  dahin- 
gestellt, und  noch  weniger  wird  erOrleit.  Wiis  oiiio  etwanige  andere 
Bestimmung  jener  Vorzeichen  zu  bedeuten  habe.  Ja  in  einigen 
Lehrbuchern  wird,  wenn  ich  nicht  irre,  aus  pädagogischen  (i runden, 

I)  Stehe  die  Anmerkung  auf  S.  IIB. 
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das  von  I. abränge  ErreichU;  wieder  zerslort,  indem  eine  Gruppe  vuq 
sechs  oder  gar  at  lil  (llcichungen  an  die  Spitze  geslellt  wird  —  wJihrend 
doch  nur  gcomcti  isch ,  nicht  auch  analytisch  von  vorn  herein  klar 
ist,  dass  diese  Gleichungen  von  den  Seilen  imd  Wiakelo  des  Dreiecks 
noch  drei  Stücke  willkurhch  lassen. 

Aus  diesen  Gründen  werden  wir  uns  nicht  auf  anderem  Dar- 
stelliingpn  berufen,  sondern  wir  werden  die  wesentlichsten  Formeln 
der  spbttriscben  Trigonometrie  selbst  ableiten,  natürlich  in  aller  Kürze, 
soweit  es  steh  um  bekannte  Dinge  handelt*).  Dabei  scbliessen  wir 
uns  im  Allgemeinen  dem  in  neuerer  Zeit  üblich  gewordenen,  durchaus 
zweckmttssigen  Lehi^gang  an,  werden  aber  Sorge  tragen,  dass  nicht 
mehr  aus  der  Geometrie  entlehnt  wird,  als  durchaus  nolhwendig  ist. 

Es  wird  hierdurch  nur  eine  geringe  Weitläufigkeit  verursacht 
werden.  Da  die  von  uns  verwendeten  Bezeichnungen  mit  den  üblichen 
nicht  ganz  Obereinstinmien,  so  ist  eine  Zusammenstellung  der  wich- 
tigsten ti-igonometrischen  Formeln  ohnehin  unerlüssUch. 

§ 

Die  firnndfoniLdlii. 

Wir  bezeichnen  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks,  wie  im 
ersten  Abschnitt,  mit  o,,  113,  die  Winkel  mit  ai,  «s,  o,.  Von 
diesen  sechs  Stücken  können  drei  als  unabhangig-veründeriiche  Grossen 
betrachtet  werden.  Man  wird  daher,  wenn  man  nichts  UeberflOssiges 
benutzen  will,  als  Grundlage  der  Bntwickelung  eine  Gruppe  von  drei 
unabhiingigen  Gleichungen  zwischen  jenen  sechs  Stücken  wühlen. 
Zu  diesem  Zwecke  empfehlen  sich,  wegen  ihrer  einfachen  geometri- 
schen Herleitung,  am  meisten  die  drei  enten  Formeln  des  Connussatzes: 

I  cos  a,  =  cos  flj .  cos     —  sin  Oj  .  sin     .  cos  «, , 
(I)  j  cos  (T-j  =  cos  ttj .  cos  a,  —  sin     .  sin  a,  .  cos  f<2, 

(  cos  ttj  =  cos  a, .  cos  02  —  sin    .  sin  ^2  •  cos  «3 . 

Die  drei  anderen  Formeln,  die  aus  diesen  durch  Vertauschung 

» 

1  ^^'r-r^n  der  soi^nn.innteo  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke,  die  hier 
nicht  hcrürksictili^'t  worden  knntifr.  \or\M'i';i'n  wir  ;iuf  die  zahlreichen  Lehrbücher, 
besonders  auf  (Jen  durch  Ko-cljUium  des  lidialls  und  Eleganz  der  Darstellung  in 
gleicher  Weise  iiusjjezeichuelen  Traite  de  Trigonometrie  von  J.  A.  Sshrkt  (T**  ed. 
Pkris  IS88). 
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der  Seilou  und  Winkel  hervorgehen,  benutzen  wir  niil  Absiebt  nicht; 
wir  werden  sie  vielmehr  aus  den  Kurmein  (1)  ableiten'). 

Zunächst  folgert  man  aus  den  Gleichungen  (I  i  durch  eine  ein- 
fache Umformung  sechs  Gleichungen,  von  denen  nur  die  beiden 
ersten  hergesetzt  werden  nK^en: 

(2)  sin*?  =  ^5iti^5^,  cos^g=  r*'-'^!"*». 

Die  Bedeutung  der  Grossen  ist  hier  dieselbe,  wie  in  §  2  des 
ersten  Abschnittes  (s.  S.  94).  Aus  (2),  oder  auch  unmittelbar  aus 
(1)  er^ibi  sich  die  Proportion 

sin'  Ai :  sin'  % :  sin'  =  sin'  a, :  sin'  Of  :  sin'  c^.  . 
Yfw  denken  uns  nun  die  Vorzeichen  der  Grossen  sin ,  die  in 
den  Gleichungen  (1)  nicht  vorkommen,  und  aus  diesen  Gleichungen 
allem  auch  nicht  vollstllndig  bestimmt  werden  können,  so  gew&hlt, 
wie  es  die  in  §  1  des  ersten  Abschnitts  getroffene  Festsetsuog  Ober 
den  gemeinsamen  positiveD  Drehungssinn  aller  Winkel  auf  der  Kugel 
erfordert.   Dann  entsteht  der  sogenannte  SimuMtz: 

sin  Ol   sin   sin  03    P 

^  '  sin  Ol  ~  sinat      sin     ^  "W  * 

worin 

(P  =  .sina2.  sin  Oj .  sin«i  —  sin  a, .  sia  </,.  sin = ''^i" ''i  '^^  •  ■'''o "3 
( //  =  sin    .  sin  «., .  sin     —  sin  <c^ .  sin    .  sin     —  sin    .  sin  «2  •  '^'•^  'h 

die  von  Staudt  (Crelle's  J.  Bd.  24,  S.  252)  so  bezeichneten  Simu 
des  Dreiecks  und  seines  Polardreiecks  bedeuten. 

Die  Quadrate  dieser  Grüssen  P  und  H  lassen  sich  rational  aus- 
drucken durch  die  Grössen  cos  a,  und  cos  a^.  Man  entnimmt  nttmlich 
den  Formeln  (1)  und  (2)  ohne  Mtthe  die  erste  der  Gleichungen 

P*  =  isin  ij) .  sin  9] .  sin    .  sin  s^ 
=  4  —  cos'  Ol  —  OOS'  Os  —  cos'  03  +  2co6  01 .  cos  Ol .  cos  % , 
i7'  =  4  nn  Oo .  sin  Oi .  sin    .  sin  o, 

=  4  —  cos'  et,  —  cos'  «2  —  cos^  «3  -{-  2  cos  «,  .  cos     .  cos  «j , 

wtthrend  die  analoge  Formel  für  //',  die  wir  der  Vollständigkeit 


(5) 


\)  Der  Inhalt  des  §  i  rührt  grösstentbcils  yud  LauhaiNue  her  (Journal  do 
rfccole  polyteebnique^  cab.  6»  »  VI}.  Mehrere  Umforauingea  hatte  bereits  Euut» 
aagageben  (Acta  Petrop.  1779),  der  Oberhaupt  ab  der  eigenlliche  SohSpfer  der 
aphSrfachen  THgonoawtrie  beieiehnel  werden  mow. 
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halber  gleich  mit  aufgeschrieben  haben,  die  vorhergehende  Ableitung 
der  zu  (1)  doalisUächen  Formelgrappe  erfordert. 

lyiese  xweite  Formelgruppe  des  CostoiusalieB  kann  man  nun 
gewhinen,  wie  folgt. 

Blan  hat,  wie  gesagt,  nach  der  ersten  Fonnel  (1): 
sin' Os . sin* Os . sb'  «i  =  (cos Os.oosi^  —  cosoi)  cosoi 
-1-  1  —  OOS*  0,  —  eos*  a,-)-Gosat.cosax.cos«3. 
Hieraus  l'ülgt,  nach  Mulliplicalion  der  linken  und  rechten  Seite  mit 
cos  fl,: 

cos  a, .  sin^  a-^ .  sin'     .  sin'  «,  =  —  (cos  n.^  .  cos  O3  —  cos  (ij)  sin'  üi 
-f-  (cos  ö,  ,  cos  Oj  —  cos  0-2)  (cos  fl,  .  ("OS    —  cos  Oj), 
oder,  nach  erneuter  Benutzung  der  Formeln  (1) : 

.  .         sin'  «1  , 

COS  «1 .  sra  «1 .  Sin    .  .  ,     =  — cos  «,  4-  cos  «• .  cos 

und  diese  Formel  gebt  mit  Hülfe  des  Sinussatzes  (3)  über  in  die 
erste  der  Formein 

[  OOS  Ol  =  cos  0^ .  cos  «3  —  sin    .  sin    .  cos  0, , 
(6)        { cos     =  cos    .  cos  «1  —  sin  os .  sin  oi .  cos  «4  > 
I  cos  Os  =  cos  «i .  cos  «2  —  sin  01 .  sin  «1 .  cos  % . 

üngexwungener  eigeben  sich  diese  Formeln  natOrlich  durch  das 
Priocip  der  DuaKlüt,  oder  auch  aus  den  in  Bezug  auf  Seilen  und 

Winkel  syniineliisch  gebauton  DKLAMRRB'schen  Formeln  (s.  §  3). 

Verbiiult't  man  ilic  1  oiincln  (5),  die  wir  jetzt  beide  benulzeD 

dürfen,  mit  der  aus  (3)  folgenden  Relation 

sin'  «i  -f-  sin'  a-^  ■+■  sin'  «3 
/I'       sin'  a,  4-  sin'  «j  -|-  sin'  a, ' 

so  entsteht  ein  bemerkonsworthcr  Ausdruck  tur  das  Verhältniss  P' :  //', 

dem  wir  spater  wieder  lie?;ognen  werden: 

/>'           4  —  cos  «1  .  cos  fj^  .  cos  n^ 

»  '  il'         \  —  cos  0|  .  cos  02 .  cos  «3 

Aus  den  Formeln  des  Sinus-  und  des  Cosinussatzes  erireben  sich 
noch  einige  Formelgruppen,  die  für  die  Praxis  wenig  Bedeutung 
haben,  aber  vom  algebraischen  Standpunkt  aiM  nicht  geringere  Beach- 
tung verdienen,  als  andere  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 
So  zunttcbst  die  drei  Formeln  Ca«sou'8,  die  durch  ihre  Synmietrie 
zwischen  Seiten  und  Winkeln  bemerkenswerth  sind: 
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sin  fl,  .  sin      —  cos     .  cos  o,  .  cos  «, 
^  '  =  sin  «2 .  Bio  a,  —  cos  aa .  cos  o,  .  cos  üi  u.  s.  f. 

Man  gelangt  zu  diesen  Relationen  am  schnellsten ,  wenn  man 
der  ersten  Gleichung  (1)  den  Factor  cos  «i  und  der  ersten  Gleichung 
(6)  den  Factor  cos  hinzafligt,  das  Product  cos  a, .  cos  «i  eliminirt, 
und  dann  den  Sinussatz  benutzt. 

Schrabt  man  femer  die  dritte  der  Formeln  (1)  so: 
sin  O}  (cos  1I3  sin  0]  -f-  sin  a,  cos  a,)  -f-  cos    (cos    cos  O;,  —  cos  a,)  =r  0 , 
so  kommt  man,  bei  Anwendung  der  ersten  Formel  (1),  nach  Ab- 
sclieidung  des  Factors  sin  Oj,  zu  der  ersten  der  Formeln 

cos    .  sin  Ol     cos  Os .  sin    +  cos  % .  cos  01 .  sin  0»  =  0 
cos  Os .  sin  «t  -f-  cos  <^ .  sin  Os     cos  «1 .  cos  os .  sin  o,  =  0. 

Solcher  Relationen  hat  man  im  Ganzen  sechs  verschiedene, 
wenn  man  je  zwei,  die  durch  Vertauscbung  von  sin  Oi  und  sin  Of  in 

einander  Ubergehen,  als  gleichbedeutend  rechnet.  Da  bei  ihrer  Ab- 
leitung nur  die  Foinulu  (1)  und  (3)  benutzt  sind,  so  kommt  man, 
auf  dem  umgekehrten  Wege,  auch  von  hier  aus  wieder  zu  den 
Formeln  (6). 

Alle  im  gegenwürtigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  gelten 
in  gleicher  Weise  für  eigentliclie  wie  tür  uneigentliclie  Dreiecke; 
denn  die  Fimclioncn  Cosinus  und  Sinus  Undern  sieh  nicht,  wenn 
mau  das  Arguuieul  um  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2n  vermehrt. 

§  2. 

Die  Delaniie'sehen  and  L*Hailier*BdMi  Ftmeta. 

Wir  knüpfen  jetzt  an  die  Formeln  (2)  des  §  1  an,  indem  wir 
aus  ihnen  die  Relationen  herleiten 


8to  ^  cos  I  _     cos  ^  sin  I' 

Die  Werthe  der  beiden  Quadratwurzeln,  die  man  hier  auszu- 
ziehen hat,  sind  nicht  von  einander  unabhKngig.  Es  muss  vielmehr, 

wenn  die  erste  Wurzel  durch  » •  erklart  wird  («  =  +  1),  die 

sin  Ol  \       -L.  /' 

zweite  durch  « •  — j — -  erkittrt  werden.   Bezeichnen  wir  nftmlich  die 
m  0| 
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zweite  Wurzel  aiit  *  •  («'  =  i  1)»  80  folgt     4,1^»  «i 

**'  *  ''°rin*'^  ~ '  *^^^'^»  ^vßg*^"        Füi  uielü  (2],  (5)  des  §  1 : 
sin'  Ol .  810  0] .  sin  0«.  sio  «i .  sin  03  =  tt .  P*, 

d.  h.,  es  ist  ««'  =  H~  1*  ^»s  der  VerbioduQg  der  beiden  so  ge- 
wonnenen Relationen  geben  nun  die  beiden  ersten  der  sogenannten 
Givss'scben,  besser  DKuuBB'schen  Formeln  bervor<): 


(1)  I. 


at~~^         Ot      *  ort  zbfOi 

0<M7  OOS  7  008-7  im^ 


Dabei  f^ohören  zuiUichsl  in  der  ohoron  Ki'iho  die  oberen  und 
die  unteren  Vorzeichen  zusammen ;  ebenso  gehören  aber  in  der  ganzen 
Fonneigruppe  1  die  oberen  und  die  unleren  Vorzeichen  zusammen. 
Man  erkennt  dies,  indem  man  entweder  z,  B.  auch  die  Formeln  links 
auf  eine  ttbnliche  Weise  herleitet,  wie  wir  soeben  die  beiden  oberen 
Formeln  gewonnen  haben  —  oder  auch,  von  den  oberen  Formeln 
ai^gehend,  durch  Benotsong  des  Sinussatzes: 

sin  «2  ^  »In  g$         stn  flt  ±  sin  «3 

sin  a,  sin  0| 

Neben  diese  Formeln  I  steilen  sich  noch  swel  weitere,  mit  II 
und  III  zu  bezeicbnende  Fcmnelsysteffle,  die  aus  jenen  durch  cydische 
Vertauschung  der  Indioes  1,  2,  3  hervorgehen.  In  jedem  einzelnen 
von  ihnen  gehören  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  zusammen^. 


IVu'sc  wicliti!.'»'   l  oniH'lnnippe  isl  bekanntlich  ungiTiilir  i<Ioichzeitig  von 
Dblambrb  ,4  8ü7),  Mot.i.MKit>E  (<  808j  und  (iAiss  (1809]  vorüUonllicht  worden. 

%)  Eiac  andere  llerlcilung  der  Fonueln  I,  die  auf  Gauss  selbst  zurückgeführt 
wird,  Oadet  sieh  bei  BAtTzm  (Biemeote  der  Mathematik,  II.  5.  Anfl.  S.  119]. 
Dort  felilt  Indenea  der  alsebraiscbe  Nadiweis  fiir  die  Zusamnieiigehdrlgkeit  der 
Yorzeiclien  in  den  ünM  Konnelgruppen  I,  II,  III.  Diese  Zuflammengebörigkeit  wird 
niinilich  aus  dem  L'instande  erschlossen,  (l;tss  alle  Seilen  und  Winkel  der  betrach- 
Icten  Dreiecke  kleiner  als  rr  sind,  tine  solche  Schlussweise  isl,  nach  dem  in 
der  Einleitung  Gesagten,  nicht  befriedigend,  und  in  unserem  Zusammenbange,  wo 
jene  Toraiuseisiing  gar  nicht  lutrifil,  auch  nidrt  gmiugead. 
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Vm  zu  zeigen,  dass  auch  lu  allen  drei  Formelgruppon  I,  II,  III 
gleichzeitig  entweder  nur  die  oberen  oder  nur  die  unleren  Vorzeichen 
gewidilt  werden  dilrlen,  führen  wir  die  Entwirkehing  sogleich  noch 
einen  Schritt  weiter,  indem  wir  die  Ableitung  der  SmoN-LHuiLiEa- 

schen  Formeln  fUr  ig  ^,  tg^  vorbereiten. 

Die  Ü£LAMBHB'schen  Formeln  verbinden  je  vier  Grössen  in  dieser 

Weise:  J-  =  Schreibt  man  luerfUr  -—^  =         ,  so  er- 

geben  sich,  wenn  in  den  Formeln  I  die  oberen  Vorzeichen  ange- 
nommen werden,  die  Relationen 

wenn  dagegen  die  unteren  Vorzeichen  gelten,  die  Relationen 

'       jtgl'clgf  =  l«|c.6|,  tg^lg^^  =Ctg|c.g|. 

Bildet  man  nun  die  entsprechenden  Formeln  II  und  III,  so  sieht 
man  sofort,  dass  die  Annahme  unzulässig  ist,  es  könnten  in  einer 
der  Formelgruppen  (1)  1,  (1)  11,  (I)  Iii  die  oberen  und  in  einer 
anderen  die  unteren  Vorzeichen  gewählt  werden. 

Bei  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  0  und  ig 
liegen,  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  nm*  die  oberen  Vorzeichen  zulässig. 
Andrerseits  wechseln  die  Vorzeichen  der  DnuiwaB'schen  Formeln, 
wenn  man  eine  einzelne  Seite  oder  emen  einzelnen  Winkel  um  tn 
vermehrt.  Eier  scheidet  sich  also  die  Mannigfaltigkeit  der  eigenlp 
liehen  von  der  der  uneigentlichen  Dreiecke: 

Bei  den  eigenUichen  DreUdtm  geUe»  in  den  Dehmlmfeehen  Formd» 
dk  obereßt  ^  den  uneifentUehen  die  itnieren  Yeneichen»  Die  Dauiiitaa- 
schen  Formeln  unterscheiden  sich  hierm  von  den  alteren,  sogenannten 

Nkpkb scheu  Formeln  fUr  tg  u.  s.  f.,  die  uiao  durch  Division 

aus  ihnen  ableiten  kann;  diese  gelten  ebenso  fUr  eigentliche  wie 
Air  uneigentliche  Dreiecke. 

In  ühnlicher  Weise  kann  man  naturlich  alle  trigonometrischen 
Formeln  in  zwei  Ciassen  theilen:  In  solche,  die  fbr  Dreiecke  beider 
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Arien  gelten,  uinl  in  solche,  die  sich  nur  auf  eigenllithc  Dreiecke 
beziehen.  (Die  uneiyenlhchen  Dreiecke  niügcn  liier  bei  Seite  gelassen 
werden.)  Die  Formeln  der  ersten  Classe  haben  ihre  Wurzel  im 
Cosinus-  und  Sinus-Satz,  die  der  zweiten  in  den  DBLAUBBE'schen 
Cileiciiungen.  Von  diesen  Grundformeln  aus  vollzieht  sich  der  Ueber- 
gang  zu  allen  andeien  Formeln  derselben  Classe  durch  eindeutige 
0[)erati()nen,  und  eben.so  natürlich  auch  der  Uebergang  von  den 
Formeln  der  zweiten  Classe  zu  denen  der  ersten;  dagegen  erfordert 
der  Uebergang  von  der  ersten  zur  zweiten  Classe  die  Bestimmung 
des  Vorzeichens  einer  Quadratwurzel  (die  übrigens  selbst  eine 
rational  bekaimle  Grosse  ist),  also  eine  Wahl  zwischen  zwei  Mög- 
lichkeiten. 

IKew  Bemerkmff  whkUg  für  dm  Au/funrng  der  fonam  ^kin- 
f  dka»  Trigonomdm, 

Es  ist  nämlich  damit  einmal  der  tiefere  Grund  Dir  die  grosse 
Bedeutung  der  DBumaB'scheB  Gleichnngen  aa^ededct;  sodann  ist 
gezeigt,  dasB  ein  zweiter  Foilacbritt  ähnlicher  Art  wie  der,  der  vom 
Cosinus-  und  Sinua-Satz  zu  deo  DBLUumi^Bchen  Gleichungen  fUhrt, 
nicht  möglich  isL  Es  liegt  dies  daran,  dass  die  eigentlichen  Drei- 
ecke nicht  wieder  in  getrennte  Schaaren  zerfallen,  sondern  eine 
continuirliche  Mannigfaltigkeit  bilden,  wie  wir  im  ersten  Abschnitt 
gesehen  haben.  Die  Eniwickelung  der  sjiliai ischen  Triyonomeirie  itl 
also  nach  gewisser  Richtung  hin  abgesch lassen.  — 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Ableitung  der  L  HiiLiKR'schen  Formeln, 
die  ebenfalls  zur  zweiten  Classe  gehören,  und  dasselbe  aussagen, 
wie  die  DzLAMBRB'schen  Gleichungen.  Wir  beschrttnken  uns  dabei 
auf  die  eigenllidu»  Dreiecke. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(3)  if  lg,'  =  U«  =  iZ^^, 

so  folgt  aus  den  Formeln  (2) 

lg$.  18^.  t«^«  t«^  =  «  =  0,  1,  2,  3). 

Mau  kann  also  die  Wurzel  aus  M'^  so  erklären: 

(i)  t«|.i«|  =  *'     (t  =  0,  l,«,3). 
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M  ist  nach  (3)  durch  eine  Quadratwurzel  zu  bestimmen,  wenn 

entweder  nur  die  Grössen  tg^  oder  nur  die  Grüssen  tg^  rational 

bekannt  and.  Bei  Dreiecken,  deren  Seiten  und  Winkel  zwischen 
0  und  n  liegen,  hat  Jf  einen  |Mftlitmi  Werth. 

Dies  sind  die  berohmten  Formeln  von  SnoH  L'Houjn.  Die  in 
Bezog  aof  die  vier  Indices  0  ...  3  vollkommen  symmetrische  Gestalt, 
in  der  sie  sich  hier  dargeboten  haben,  findet  sich  übrigens  wohl 
noch  nicht  ni  der  Literatur.  ■  Sie  beruht  auf  dem  Umstände,  dass 

wir  für  die  Grösse  n  —  ^  —  ^  —  y  ein  besonderes  Zeichen 

eingeführt  haben,  und  nicht,  wie  gebrttuchlich,  tat  die  Grosse 

^  -|-  ^  -f-  ^ ;  eine  Neuerung,  die  sich  auch  sonst  vielfach  als 

zweckmässig  erweist. 

Die  Formeln  (4)  geben,  wenn  das  Dreieck  aus  seinen  Seiten 
bestimmt  werden  soll,  die  Winkel  und  den  sphärischen  Ezcesa  durch 
vier  verschiedene  Rechnungen.  Sie  bieten  also  eine  Gontrole  nnd 
die  Möglichkeit  emer  Ausgleichong. 

§3. 

Fol|;enuigen  las  den  L'fliiiUer'schen  Formeln*). 

Die  letzten  Formeln  des  §  2  zusammen  mit  den  goniometrischen 
Uentittten 

(«)  :  ,  («■+») 

0  0 

enthalten  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  agmtUieken  sphärischen  Dreiecks.  Sie 
fordern  dazu  heraus,  Seiten  und  Winkel  durch  ein  und  dasselbe 
System  von  vier  Grossen  auszudrocken,  zwischen  denen  noch  eine 
Gleichung  besteht 


1)  Diaaan  nuagriphea  kann  mtn  abmdiligen,  ohM  das  VantindiiiM  daa 
Po^dan  m  baaintrtcbtisaib  Doch  wird  ar  garada  (Qr  ataaD  nnit  dar  Orappan- 
Ihaeri«  oidit  vartnutan  Lasar  sur  BinfShruog  baaCDdara  gaaignat  aain. 
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(3) 


Setzen  wir  nämlich,  mit  C  eine  Grösse  bezeicliDead,  Uber  die 
wir  noch  ia  geeigoeter  Weise  verfugea  wollen, 

(2)         tg^  =  C.e-,  tgS»  =  C.ö^  (»  =0,1,2.3), 

so  werden  die  (ileicliungcn  (2),  (3),  (4)  des  §  2  erfüllt,  wenn  wir 
die  Grössen  r„  u\  durch  ein  System  von  vier  Grössen  .  .  .  in 
folgender  Weise  ausdrucken: 

2i»«  =  ii,  +  tti  +  ii,  +  ii5,  2««  =  «^  —  Iii  —  »s  — 
2»!  =  «•  +  »1  —  «8  —  «, ,   2»!  =  «»  —  «i  +  «»  +  «I, 
2»,  =  «»  — +  2l»i=:«,  +  tti  —  IIjH-H,, 

2»4  =  iio  — — 2ii»i,  =  i«,  +  «,-|-tt,  — g,. 

Die  Grössen  u„  haben  wir  noch  dun  einer  einzigen  Bedingungs- 
gleichung iiquivalenten  Kclüiioneu    1)   anzupassen.     Diese  orhalleu 
eine  besonders  elegante  und  syuiinelrische  Gestalt,  wenn  wir 
(4)  C  =  i  = 

nehmen:  Die  AelaUoneo  (1)  fuhren  dann  zu  der  Bedingung 

(t'"'  +       1  =  äV»  cos  ttt.  =  0. 

0  0 

Hieran  knttpfl  sich  eine  bemericenswerthe  Folgerung. 
Die  Gleichung  (5)  ttndert  nAmlich  ihre  Form  nicht 

1)  wenn  man  eine  beliebige  der  Grossen  um  ein  gerade» 
Vielfiiches  von  in  vermehrt, 

2)  wenn  man  alle  Grössen  ti,  gleichzeitig  um  je  ein  tm^sroibt 
Vielfaches  von  im  vermehrt, 

3)  wenn  man  irgend  eme  der  Grössen  durch  — it«  ersetzt, 
i)  wenn  man  die  Grössen      l)eliebig  vertauscht. 

In  ihrer  Gesanimtheit  erzeugen  diese  Aendeningen  eine  unend- 
liche («luppe  von  hnearen  Sub.stilutionen  der  Grossen  u^.  Jede 
solche  Substitution  fuhrt,  allgcuiein  zu  reden,  zu  einer  gewissen 

Aenderung  der  Grössen  Ig^,  ig?^;  es  entsteht  daher  die  Frage, 

in  welcher  Besiehung  die  su  den  beiderlei  Grössensystemen  gehörigen 
sphArischen  Dreiecke  zu  einander  stehen? 

Um  dies  zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe  F 
eine  invariante  Lintergruppe  (S,  107)  K  enthalt,  bestehend  aus  allen 

den  Substitutionen  von  jT,  die  die  Grössen  tg^  überhaupt 
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nicht  clndern.    Es  sind  das  erstens  die  AendeMunj^en  tier  Grössen 
urii  beliebige  Vielfache  von  iiT.  zweitens  die  gleichzeitige  Aende- 
ruag  zweier  der  Grössen      utu  dasselbe  'ungerade;  Vielfache  von  2  in. 

Wir  ordnen  jetzt  alle  diese  Substiliilionen  der  identischen  Sub- 
stitution zu.  Dann  rcducirt  sich  die  Gruppe  r  auf  eine  endliche 
Gruppe,  die  wir  ouamehr  näher  zu  UDlersucheo  habea  (vgl.  S.  108, 
Aomerk.). 

Zunächst  bemerken  wir»  dass  die  unter  3)  genannten  Substitu- 
tionen eine  Untergruppe  von  secbszehn,  die  unter  4)  genannten 
Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vierund zwanzig,  und  die  unter 
1)  und  2)  genannten  Substitutionen  eine  Untergruppe  von  vier 
wesentlich  verschiedenen  Substitutionen  bilden,  und  dass  aus  der 
Zusammensetzung  dieser  dreierlei  Gruppen  die  besprochene  endliche 
Gruppe  entsteht.  In  der  Thal  sind  jetzt  von  den  Aenderungen  um 
Vielfache  von  in  wesentlich,  d.  h.  mod.  K,  von  der  identischen 
Substitution  und  von  einander  verschieden  nur  noch  die  folgenden: 

<  =      -I-  »»,     «;  =  »,e  +  («  =      2,  3), 

<  =   —      «;  =  -f-»«, 

die  mit  der  Identität  zusammen  (mod.  K]  eine  Gruppe  //«  bilden. 
Unsere  Gruppe  umfasst  also  4. 16.24  =  1536  Substitutionen;  sie 
mag  daher  mit  /u»  bezeichnet  werden. 

Jetzt  sind  wir  im  Stande,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage  auf 
eine  einfache  Weise  zu  beantworten,  indem  wir  gleichzeitig  unsere 
nunmehrigen  Betrachtungen  in  Zusammenhang  bringen  mit  der  im 
1.  Abschnitt  durcligefidirlen  Untersuchung: 

ütUerwirft  man  die  Grössen  tg-^,  tg-^  einmal  den  Sub^tuUonen 

der  CiTuppe  /^d«,  dam  dm  SidalUulionm  der  in  %'7  des  emien  Ab- 
sehm^  d^mrten  Grtqipe  ®isa6f  *o  sind  die  Aenderungen  der  gemumlen 
Grössen,  bei  geeignet&r  Zuordnimg  der  SiAsütuUenen  b«d«T  Gruppen, 
m  beiden  Fslkn  diesMen.  Die  Gruppen  vnd  ©um  Mm(  also 
holoidrisek  isomorph^).  Die  Annmdung  der  Substifutione»  von  F  auf 
die  Paramäer     fithrt  daher  tu  aUm  agemmeken  DrMetken,  die  iu 

4)  Die  Grappen  &  nnd  F  selbst  sind  dansoh  in  der  Weise  isomorph  anf 

einander  bezogen,  dass  jo<lcr  Siit)siituiioii  der  einen  Gruppe  mehrere  (nSmlich 

uucndlirli  virli  )  Siib-iltti:ti(ui*>ii  <ler  anderen  Gruppe  entsprochen. 

AbluBdl.  d.  K.  ».  UonttlKCb.  d.  Wiii>«uMh.  XXXUL  40 
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dem  nämliehen  Dreihttni  gehärmt  wtd  vn  heHnen  wtUtmn.  Dreiecke, 
deren  Seiten  und  Winkel  sich  nar  um  Sabstitutionen  der  Gruppe  ft 
(S.  113)  anterscheiden,  sind  nattlrlich  in  diesem  Znsammenbang  als 
llquivalent  anzusehen. 

Es  wird  genügen,  wenn  wir  die  Substilotionen  der  Gruppe 
angeben,  die  der  in  ©153«  enlhallenen  Gruppe       (S.  115)  entsprechen: 
Die  anderen  Substitutionen  ergeben  sich  einmal  durch  Vertanschung 
der  Indiccs  1,  2,  3,  dann  durch  Yerlau&chung  der  Seileu  uiil  den 
Winkeln,  also  durch  die  Substitution 

<  =  II«,  u;  =  — tt,    (x  =  1,2,3). 
Bezeichnen  wir  noch  zur  Abkürzung  mit  %  eine  nicht  in  SU  enthaltene* 
Subslitution  der  Gruppe  St^i 
^  f  +  tktft   [i  =  1,  2,  3;       s  1  med.  2) 

'  i «/  =     +  (f  =  1,  2,  3;  med.  2), 

so  ergibt  sich  folgende  Uebertragungslafel: 


< 

«1 

!  < 

I 

1 

«1 

«2 

«3 

T 

Uo  —  in 

tt,  -j-  in 

tt;i  -j-  i;r 

1h -{-in 

T 

«B-f-fTT 

M,  -|-  in 

«3  + 

(6)  TT 

«0  -J-  2t;i 

«1 

(med.  K) 

t 

—  «0 

—  tt, 

—  Mj 

— 

—  u, 

—  «3 

—  «2 

«0 

—  «3 

—  «a 

Ordnet  man  Z  der  identischen  Substitution  zu,  so  reducirt  sich 
die  Gruppe  ®i«  auf  ®e4-  Der  Uniei^uppe  ^4  entspricht  die  aus 
den  ersten  vier  Substitutionen  bestehende  Gruppe  Ht  von  Aendenmgen 
der  Parameter  11,  der  Untergruppe  ®ts  die  Gruppe  deren  er- 
zeugende Operationen  die  gleichzeitige  Vertauschung  von  je  zweien 
der  Grossen  und  der  Vorzeichen  Wechsel  von  zweien  dieser 
Grössen  sind.  — 

Mit  Httlfe  der  entwickelten  Formeln  lassen  sich  die  Grössen 

tg^,  tg^  und  also  auch  die  Sinus  und  Cosinus  der  Seiten  und 


I)  Diese  Substitution  £  hat  natürlich  nichts  zu  Ihan  mit  d«r  in  d«r  Theorie 
der  ebenen  DreieciM  ebenso  beoannlen  SubsUluUoo. 
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Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  raliontil  ausdrücken  durch  vier 
Grössen,  zwischen  deocn  eine  algebraische  Gleichung  bcsletiL  Selzl 
man  nämlich 


(7)  /,  =  fl-.  («  =  0.  8,  3),  W  =  Y-t.t,(^k, 
so  tritt  ao  Stelle  von  (5)  die  algebraische  Gleichung 


(«) 


Es  folgt  nun 


(9) 


s 


w 


«8  -kh' 


W 


(10) 


^4 


1,1 


U.  S.  Vf. 


(11) 


sin  S,    4  —  /ri  ';t 

ain  ^0        ^2  's  —  'fl ' 


O'l 


ain  ff|  _  4  —  fo<i~'^"%~' 


n.  s.  f.  —  Die  IrratioiialittU  W  Ittsst  sich  leicht  beseitigen  dadurch, 
dasB  man  an  Stelle  der  Grossen  I.  andere  Parameter  eiafilhrt,  z.  6. 
darch  die  Substitutionen  i;,  =  —  rg',     =  r*. 

In  anderer  Weise  kann  man  die  Formeln  (7)  .  .  .  (H)  dadurch 
abändern,  dass  man  vier  Verhüitnissgrössen  oiiilührt,  die  von  einander 
unabhängig  sind,  z.  B.  durch  die  Subslitution : 


=  4  =  '|/_i^.t. 


Wir  gehen  auf  die  hiermit  berührte  Abbildung  der  MannigfaUig- 
keil  der  sphärischen  Dreiecke  auf  die  Punkte  eines  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  nicht  D&her  ein,  da  wir  alsbald  eine  andere 
Abbildung  dieser  Art  kennen  lernen  werden,  die  viel  interessantere 
Btgenschaften  besitzt. 
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§  t. 

Folji;f  ruu^t'u  uu8  den  Delambre'schen  Formeln. 

Sinus  und  C.osinus  irgend  eines  Winkels  lassen  sich  rational 
ausdrücken  durch  Tangente  oder  C.utangenle  des  halben  Winkels. 
Es  liegt  daher  nahe,  zu  fragen,  wie  sich  die  Grossen 

m  h  =  cig|,    =  ct«^' 

g^enscitig  durch  einander  ausdrücken? 

Zur  Beantwortung  knUpfen  wir  an  die  DBJUUoaB^schen  Formeln 
(1),  §  2  an.    (S.  S.  428.) 

Indem  wir  alle  dorl  vorkommenden  goniomelrischen  Functionen 
durch  die  Grttseen  ^,     darstellen,  geUingen  wir  zu  den  Formeln 

(4  H- >M  h  A,)'  _  :i       \  -4- 

(t  Ä_;.;,2  ,  ^_ /.^^/^  _ 

(j  _|./.,i;(1^_ÄjA3}2  _    (4  4-/,^'  <  -ia^ll 

"  /i«(4 ' 

ji,M4  +  W  +  M       (<  +      +  4>) 
Diese  Gleichungen,  zwflif  an  der  Zahl,  lassen  sich  leicht  nach  den 
Grossen  If  oder     auflösen:  Die  Producte      und  X<ily  drttcken  sich, 
wie  man  nach  einher  Rechnung  findet,  gegenseitig  JtitMr  durch 
einander  aus  vermöge  der  involutorischen  Transformation: 


(2) 


1)  Deutfi  m  in  die  Prorlurto  /,/^,  A.J.jj  .ils  C;trlosisclie  Coordlnateo  in  eiottiD 
secbsfacli  ausKodcliiilcii  U.uimi'  A',, .  so  deliniti'n  (Ii>'  (".li'irlmnLt'ii  2'  eine  droifach  auS- 
gedehnte  rationale  .M.iniiiKl.illigKeit  .»/,*  4.  OrdiiiiiiK,  die,  (io|>|)elt  gereclmel,  den  voll- 
hlündigen  Schnitt  dreier  quadratischer  Manuigraltigkeilen  M-,"^  aw^machl;  deutet  niaa 
di«  GrSwen  /|,  selbst  aU  Cartesische  Coordiulen,  so  enlsUdit  eioe  Jbnaigfolligkeit 
Jf}'  S.  Ordnung,  dia,  achtbch  geiShIi,  d<o  vollslindigpa  Durehadinilt  tob  drei 
biquadnlischen  Mannigfalligkoilen  M^*  bildet.  Die  Coordinaten  /,  .  X-  eine«:  veränder- 
lichen Ptinktes  der  ManuiyfalliLiki'il  U,'*  k'innori ,  wie  wir  im  III.  Abschnitt  sehen 
werden  i§  ö,  Nr.  9),  mit  liiilte  der  ellipliä<;heu  Fuuctioueu  eiadeulig  durch  drei 
Parameter  uu.sgedrückl  werden. 
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Aus  den  Gleichungen  (2)  ergibt  sich,  wenn  man  sie  in  geeigneter 
Wei.so  rnii  einander  verbindet,  der  Satz: 
DU  vier  Quotienten 


(3) 


und  die  acht  übngeiiy  die  aus  ihnen  durch  ajclische  yertatuchuug  der 
Indicee  4,  2,  3  hervorgehen,  hidten  alle  deneeUien  Werth. 

Dieser  WerUi  (die  im  nüchsten  Paragraphen  mit  ~  bezeichnele 

(•lOüse)  kann  auC  iiichrcK!  Arien  in  eine  in  Bezug  auf  /j,  l^  oder 
Ai,  Ix,  Aj  symmct Flache  Vonu  gesetzt  werden,  z.  B. 


(3«) 


Die  Formeln  (2)  oder  die  mit  ihnen  iujuJvalciUen  Nr.  (3)  er- 
si'lzen  die  zuerst  angeschriebenen  Gleichungen  vollstiiudiy.  Sie  eut- 
hallen  wohl  dcu  algebraisch  eiufacfisten  Amdruck  der  Abhängigkeit 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks.  Die  in 
ihnen  vorkummenden  l'roducle  lassen  sich,  was  zu  bemerken 

für  uns  wichtig  ist,  (mit  Hülfe  des  CosiDUSsatzes)  rational  darstellen 
durch  die  Funclionea  cos  a, ,  <-ns  <(, : 


cos  «2  .  COS  a^  —  cos  aj 
COS  a,   1  —  OOS  (t2  {\  —  cos  Oj)  ' 
cos  «2  .  cos  ttj  —  cos  Cj 


008  Ol  (1  —  cos        —  cos  «3) 

Aus  den  Gleichungen  (2)  oder  (3)  ergibt  sich  noch  eine  weitere 

bemerkenswerlhe  Folgerung.    Drückt  man  nämlich  die  Grössen  sin 
sin  a.  ebenfalls  durch  die  Grössen  /,,      aus,  so  findet  man,  mit 
Hülfe  von  (2I),  ulinc  Mühe 

sin  s„  :  sin  s,  :  sin  *2  •  i>in  h 

sin     :  sin  0| :  sin  <^  :  sin  «r., 
[       =    4    :         :  f,/,   :  1,1,, 

Verbindet  man  diese  Formeln  von  Neuem  mit  (8)  oder  mit  (3), 
80  folgt 


(5) 


1 38  B.  SroDT,  TMiGonoiimti.  Amoiiiitt  II.  [Si 

sin  ffo  +  sin  a,        sin     +  sin  S;, 

*  '  sin  Ol  +  sin  ff.,        sin  .v,j  +  sin  s,  ' 

eine  Rehitiun,  tiiil  der  naclidetn  sie  in  eine  andere  Geslalt  i^t  hrai  ht 
worden  ist)  wir  uns  noch  weiter  zu  beschUftigen  haben  wirdcn. 
Wir  haben  die  Formel  (0)  hier  >rhon  angeführt,  um  die  Bemerkung 
hin/.ii/.iiriii,'en.  dass  man  dies(?  (lleichung  auch  iinmillelbar  aus  den 
Dki  AMBfiK  , sehen  Formeln  ableiten  kann.  Sic  gellt  Dttmiich  ilurcli  eioc 
einfache  Umformung  Uber  in  die  Gleichung 


«in      a».     —  ^  «t  -i«  "a  +  "3 

sin  -g-  •  OM  — I —         006     •  sin  — ^ — 

die  ohne  Weiteres  den  DELAmut'scben  Formeln  zu  eotDebmea  ist. 
Verbindet  man  die  so  begründete  Gleichung  (6)  mit  (5}  (worin  man 
an  Stelle  der  Producte  1(1,,  X,X,  ihre  unter  (2)  angegebenen  Werthe 
stdien  lassen  mag),  so  gelangt  man  zu  einer  zwaten  &rl«tung  der 

Formeln  (2),  (3).  — 

Schliesslich  wollen  wir  hier  der  Vollständigkeit  wegen  noch  einige 
Formein  anführen,  die  zum  Theil  nur  wenig  bekannt  geworden  miuI, 
und  von  denen  auch  wir  fernerhin  keinen  Gebrauch  zu  machen 
haben  werden. 

Eine  erste,  von   Lagrange  angegebene    Formelgruppe  Uefort 
merkwürdig  einfache  iVusdrUcko  für  die  Producte  //.ctg«^. 
Subätituirl  man  in  den  Ausdruck 

Igs.  =   


für  tg-^y^den  aus  den  Diuiuu'schen  (oder  Nma'schen)  Glei- 
chungen hervorgehenden  Werth,  so  findet  man  nach  enier  leichten 
Umfomning 


.ff»       .     «3  . 

sm  1=  •  sin  ^  •  sin 


^  . OOS        8ln^ .  sin  ^  •  OOS  Ol 


sm  «2  .  sin  U:,  .  sm 


ioos'     ■  oos^  ^  —  sin  tta .  sin  tt)  .  OOS  Ol 

 n  

(1  +006  ot)i4  -I-  OOS  e^)     (OOS  Oi  —  oos  oos 
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(7) 


Es  gölten  also  die  Gleichongen 

17.  ctg  1^  =  4  -|-008Oi-)-C08  «es,-f-  gob  a^, 

/7.  ctg  •}  =  1  rj-  cos  «1  —  cos      —  cos  «gi 

il7.ctg«t  =  1  —  oosai-)-cosas  —  cofios, 
/7.ctg«9  =  4  —  coscti  —  coscti4-cosa,, 

A  —  clgo»  +  ctgo,-)-ctg4^H-c^<^* 
i 


^  =  ctg^-f  clg«»  +ctg«»  -i-  Ctgf^, 

UDil  zwar  für  eigentliche  sowohl  wie  für  uneigenlliche  Dreiecke. 
Zerlegt  man  ferner  z.  B.  sin     nuch  der  Vorschrifl 

sin  «e  =  sin  ^  .  cos  ^"^"^  -|-  cos  ^ .  sin       °*  , 

und  benutzt  man  wieder  die  Dhi AMBRB'schcn  Formeln,  so  ODt;»luhl 
die  erste  der  bekannten  Relationen 

zt  II 


(•) 


sin  <b  = 


sin  #1  = 


>      o,         ai  «3 

(cos    '  •  OOS  TT  '  cos  ~ 


2 


±  n 


4oo8^  •  un  ^  •  8in^ 


u.  s.  w. 


,  wie  in  den 


Die  Unbestimmtheit  der  Yoneiehmi  ist  hier 

DBLAMBR£'schen  Formeln. 

Verbindel  man  endlich  die  Formeln  (7)  und  (9),  so  folgt 


4eos 


cos  «1 

t 


=  ± 


OOS      OOS  ^ — im y  •Sin  —-oosoi 


Anderseits  ist  nach  (9) 

sin  «0  :=  zt 

also 


«1 

OOSj^ 


in  0,  •  sin  ^  •  sin  ^ 


S 


HO 
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ctg  «0 


clgy  •  clg  ^-  —  cos  «, 
sin  Ol 


cig  j    ctgy-«»«*      clg^  ctg  -co»<% 


StD 


Sin 


Ctg  fi  = 


sin  ttt 


clg  ^  •  tg  ?  +  cos  .»a        tilg     •  tg     -f-  cos  <i3  ') 
sin  a%  sin 

Auch  diese  FormelD  gelten  wieder  Air  eigentliche  wie  fOr  uneigeal- 
liche  Dreiecke. 

Aus  den  Relationen  (9)  gehen  von  Neuem  die  Proportionen  (5) 
herror. 

liilfllknilf  der  Panneter    7,  Zud  der  erthegenaleii  SnbstttattomeB. 

Die  Ht'M  .icliliiiii^  (lor  l  oruielii  des  vorigen  Parap;ra[)}ien  leirt  den 
Gedanken  nalie.  slatl  der  Prodiiele  /,/, .  /.,P.^  zwei  Systeiiu;  \on  je  vier 
Grö.ss(>n  V,.  eiuzutühicn,  die  mit  jeneu  in  folgendcoi  Zusammen- 
hanije  äteheu: 

 2A,;.3   4-/3/..  4-/.^  -r/,/i  . 


(0 


2;,  = 


Diese  Grossen  drOcken  sich  dann  so  durch  einander  aus: 


(8) 


21«  ^  — +  /,  -I-         ,  iz,,  =         y,  +  y,  -I-  y,, 

2y,  =     Z,-Z,-i-Z,  +  Z,,    -27,         y;_y,4- v^  +  r,, 


1)  \^].  ühnall  Bm,t/i  h.  Tri(j;onomelrie,  Nr.  14  u.  ff.  (5.  Aufl.  S,  315), 
SbiiiiCT,  Trailc  do  inyouoiiitUie  Nr.  iH. 
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Gr^issen  aber,  die  in  dieser  Abhnni^igkeit  stehen,  lassen  sich  wiederum  i 
in  einfacher  Weise  darstellen  durch  vier  Uulf:igrOi>&en  Xi^): 

2F.  =  i;  +  Ji  +  Ia  +  J„  22;,  =  I.  — J,  — li  —  j;, 

ä7i  =:=     -)- X|  —  X|  —  X^,  2Z|  =     — Xi-|-X(  +  ^, 

2F,  =  I,-X,  +  I,~X„  8J8^  =  lo  +  X»-X|+J^, 

27,  =  !.  — 1,  — I,H-X„  2J?,  =  lo  +  X,H-J^  — j;. 

JK«  =  -=IY(-^Z^  hat  In  unserem  Falle  den  numerischen  Werth  Eins.  ^ 
Umgekehrt  gelten  die  Formeln  ^ 

y.  +  V,  +  y,  +  r, ■>  .V,  H-  +  +  X. , 
y;+  V,-  V.-  V:,  -  2.V,  =  z,  +  + z,, 
v„  ^  y,  +  y,  -  y,  2  .v,  =  -  z,  +  z,  -  z,  +  z, , 
y.—  V,-  y,+  y,    2a-,  =  —z,-^z,^i,  —  z,.  - 

Man  sieht  sogleich,  duss  sicli  die  Irigonometrischen  Functionen  > 
der  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  in  sehr  einfacher  Weise  dar- 
stellen lassen  durch  die  VerkäUnüte  der  so  definirten  Grössen  X,  7,  Z. 
Diese  Ausdrucke  wollen  wür  im  nächsten  Paragraphen  entwickeln; 
zuvor  aber  wollen  wir  noch  einige  Formeln  aufstellen,  die  uns 
weiterhin  von  Nutzen  sein  werden. 

Man  übersieht  leicht,  dass  jede  der  Grossen  X^  mit  einer  be- 
liebigen der  Grossen  Yj  und  einw  durch  beide  bestimmten  der  Grössen 
durch  eine  lineare  Relation  mit  numerischen  Goefficieoten  ver^ 
bunden  ist.    Die  hierhi  liegende  Eigenschaft  der  drei  zusammen- 

gehörigen  Grössensy.steme ,  dass  das  Verschwinden  einer  Grösse  7  | 
und  einer  Grosse  Z  das  Verschwinden  einer  Grösse  X  nach  sich 
zieht,  tindut  einen  einfachen  Auadruck  in  der  Formel 

(5)  y.y,  7,7,  -z.i,z,z,:=  x.x,x,x,, 

die  eine  vollkommen  symmetrische  Gestalt  annimmt,  sobald  man  etwa 
an  Stelle  der  Bezeichnung  y^  die  Bezeichnung  — \\  setzt.  — 

Für  das  Folgende  sind  Ix'sonder»  wichtig  gewisse  homogene 
Functionen  zweiten  Grades  tler  Gröben  X.  Y,  Z,  für  die  wir  eben- 
falls besondere  BezeichDuogen  einführen  wollen: 


I)  Vgl.  $  3,  S.  Nr.  (3),  wo  ebenfolis  schon  «in  System  von  zwölf 
Grttfea  ra^reloa  ist,  die  in  dem  durch  die  Formela  (S) .  .  .  (i)  angegeboien 
Zusannienbinge  stehen. 
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fl.„  =      -  A?  +  .V  —  A';,'  =  2  (V,  y,  -f  Vo  y.)  =  t  (/,  z,  +z„ 

0»  =  —  x,^ — A7  +  A;,'  =  i  i  )\  y,  4-  y^  y.)  =  2  (z,  z,  +  z.,  z,) 
fl„  =  2  ( A, X,  +  X« X,)  =  y,.^  +  y,^ -  y,2 _  y,^  =  2{Z,z,~z, z,) 
=  2(X3X.  +  x,x,)  =  y,^+  y,^-  y,^  =  ^{Z,z,~z,z^ 
=  2  (X.  X,  +  A„  X,)  y.,^  -  y -  y,=  +  y;^  =  2  (z,  z,  -  z„  z,) 
=  2  (X,  X,  -  A'o  X,)  =  2  ( y,  y,  -  y„  y.)  =  z}  +  z,^  -  z;-'  -  z^ 
=  2  (X3  X,  —  x„  A,)  =:  2  ( y,  y.  —  y„  y, .  =  z„^  —  z,^  +  z^ — z^ 

Es  sind  dies  die  bekannten,  von  Eoin  enldedcten  Ausdrucke 
fUr  die  Goefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  in  drei  Ver» 
ilnderlicben,  d.  i.  fUr  die  Goefficienten  des  Formelsystems 

öoü3.'  =  «.i3i  4-  ^ii^i  +  «...33  (i  =  1,  2,  3), 
das  den  L'ebergang  von  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystera 
3>?  3i>  33  2"  eiuem  anderen  3i  •  3»  "'i^  douiselben  Anfangs- 
punkt vermittelt.  In  der  ILal  ulH  iv.cugt  man  sich  sofort  davon, 
dass  zwischen  den  durch  (G)  definirten  Grö.sscn  o,,  die  foliiendcn 
für  die  Coefticienlen  einer  orlhogonalea  Substitutioo  charakteristibcheu 
Identitttteo  bestehen: 

(7)  fl«»  =      +      +      =  «»u'  +  «»'  +  ««*  (»=1.2.3), 

(8)  O  =  «„fl^  +  0oe^  +  ii«fl«    (i4=«;  .,x=  1,2.3), 

(9)  0  =  Oo,,a^  —  a,^fl„  4-  a„  0^1 , 

0  =  Äoo''r>  —  <*2i       -f"  flu      ,     0.  8.  W., 

die  die  genannte  Eigenschaft  /mn  Ausdruck  bringen').  Durch  diese 
Grössen  a„  drücken  sich  uingckrhi  l  wieder  (he  VerhäUni^se  der 
Grössen  X.  Y^,  Z  rational  ans,  und  zwar  unter  nllvn  Umständen  in 
eindeutig  bestimmter  Weise.    Man  tiadet  ohne  3iUbe: 

i)  lu  Bd.  39  der  Maib.  Aanaieo  (i89t,  S.  6t4  u.  IT.]  bat  der  Verf.  gezeigt, 
dtn  du  «iigeMhriel»en«  RebtioiieiutystaBi  fa  gnwisiem  fiiiiM  voUaiSiMiig  Iii.  Mao 
Andel  dort  auoh  dto  btHoMreo  Retattonim  iwucben  den  Farametenk     (oder  Tf^ 
and  den  CoefBeienten  e^. 
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=  («••+«uH-«a  +  %5) :      —      :  («m  — «») :  (•«  — «m) 
0)  I  =  («»  —      :  («»  +  «11  —  «a  —  « j  :  («II  +  %) :  W  +  «iiO 
=  («»I  — «la) :      +      :  (««•  —  ««  4*  ««—«ss) :(«»  +  ««) 
=  («11— «m):  («3i  +  «w)  i  («»  +  «s«)  :  (<^i  —  «ii  —  «22  +  «»)  • 
Um  die  analogen  Ausdrucke  fllr  die  VerhSUnisse  der  Grössen 
V,  oder     zu  erhalten,  braudit  man  offenbar  nur  das  GrOssensystem 
000,      mit  dem  anders  geordneten  System  derselben  Grossen 

a-ri    ff;,-,    a,.,  (I;;2 

Ooo  0.^1     fi,,    oder       «i2")  i"ii 

(I23        <Il2  <>32  ^  «21 

i^u  veilauschen. 

§  6. 

Darstelliiog  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
durch  die  l'arameter     Y,  Z. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Grossen  1^,  von  der  besonderen  An- 
nahme 1^  =s  1  absehend,  als  ein  System  von  einander  unabhängiger 
VerfaaltnissgrOssen.  Offenbar  stellen  auch  in  diesem  Falle  noch  die 
durch  die  Formebi 

(i)  =  ^  y  —  "ir 

definirten  Grüssen  die  Cotangenten  der  halben  Seiten  und 

Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  vor.   Es  wird  also 


(2) 


'  ~  ^  a  "   n^i    ~  Knni^n ' 


(3)  ^^  =  ^yS^^  Bin«.  =üS5SE. 

Besonders  merkwürdige  Ausdrücke  erhalten  die  Cosinus  der 
Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks.  Sie  loerden  Quotienteu 
femwr  ganzer  rationaler  Functionen  der  Gröaem  Xf,  nänUich  der 
Eukf'tehen  Amdrüdte  für  die  Coeffidenten  einer  orthoffonalen  SubttOuHon: 


fhs  fh\ 

COS  Ol   =  —  ,  COS  ttj  =5  —  ,  COS  03  =  — - 

«hl  ^       flu  ^  on 

cos  «1  =  ^ ,  cos  er«  =  ^ ,  cos  a,  =  ^ 
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Diese  Quotienten  besilzen  nicht  so  eiofachc  Eigeoschatlen,  wie 
ihre  Zahler  uDii  Nenner  einzeln  geDommen.  Bs  leuchtet  daher  ein, 
dass  die  BinfUhning  der  Grossen  in  die  sphärische  TrigjpDometrie 
einen  ahnlichen  Vorlheil  mit  sich  bringt,  wie  er  in  zahlreichen 
anderen  Fallen  durch  Zerspaltung  einer  homogenen  Function  0***  Grades 
in  homogene  Functionen  höheren  Grades  herbeigeftihrt  wird.  Zu- 
gleich ergibt  sich  uns  die  Binsicht  in  einen  an  und  tfkr  sich  inter- 
essanten Zusammenhang:  Unter  Sal»  benagtt  datt  m  einer  orthogo^ 
nakn  SuheiUiUion  in  drei  YerSnderHeken  (im  AUgemeinen)  ein  betümmlee 
sphirieekes  Dreieik  gehört  —  sofern  man  nämlich  (im  Sinne  der 
Scblussbemerkungcn  von  §  1  des  ersten  Abschnittes)  ein  Dreiedc 
als  vollständig  gegeben  ansielit,  wenn  die  Cosinus  seiner  Seiten  und 
Winkel  hekannl  sind'). 

Forner  iindüt  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(5)  R  =  ]/'^-"f  '^ 

setzt, 

Alle  diese  Formeln  gelten  in  gleicher  Weise  ftlr  eigentliche, 
wie  fttr  uneigenttiche  Dreiecke;  die  folgenden  aber,  die  die  Irratio- 
nalität R  enthalten,  bezieben  sich  nur  auf  agenÜHtke  Dreiedu: 


(7)  Sin  s,  =   •  lr„   sm  c<  =  '  » 

cos     =  ^  'Z*^  \2'  y  Y 

(8)  \  .  \     "  (1  =  0,1,2,3). 


cos  Ci  = 


  ^  0  ^  1  ^  2  ^  3 


R 

Aus  den  Formeln  (7)  und  (8),  deren  Verträglichkeit  auf  der 
Identität 

(-  Z,Z,Z,  +  Z.Z,Z,  +  +  Z,Z,Z^^  4-  kZ,Z,Z^Z, .  Y,'  =  R^ 

und  den  analogen  Relationen  beruht,  gehen  zwei  verschiedene  Ans- 

drücke  für  tg  —  und  lg  ^  hervor: 


i    Aur  die  l'iukehning  (ios  obigen  Satzes  bezieht  «icb  der  folgeoUe  faragrapb. 
Wegen  der  AusDahmefölle  vgl.  §  (0. 
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(9) 


(     ^       2 ) 
2>',.  VZo/.ZjZ, 


Ferner  erhalten  die  Dju.AiiiniK'schen  Ausdrucke  (S.  128)  die  Werthe 


(40)1 


a,±a, 


sia 


-I 

"2  ^  «a 


—  flu 


8  ' 


"i 


cos 


2 

GM 


—  ^ 


—  2li 


~8  ' 


hieraus  folgt  sodann: 


(11)1 


an(.\o4-A-,)-2/{ 


lg 


ff. 


1«^ 


_          «11  (-^0 

«11 

—  V,)  +  2/{ 

  "II  {^2 

4- A;,)4-2« 

+  A3)  -2« 

  «11  V'^2 

--A,)-j-2H 

Ans  den  Formeln  (11)  ergibt  sich  fUr  das  Quadrat  der  in  ^  2 
(S.  130)  deaDirlen  Grösse  3/  der  Werth 

Utn  jyi         "22  "  n  ~f~  ":ir<  "11  -f-  "1 1  "aa  —  8  A'o .  R  ^ 

'    "22  "33  -i-  ";i.i  "11  4-  "1 1  "22  +  A'o .  n ' 
(1er  Werth  von  M  selbst  endlich  kann  aus  den  bormela  ^9)  at)ge- 
leitet  werden : 


M  = 


16]  )\'i\YiY^  .  y/.a\hi-\  

"22"j:i  -f  -  "33  "11  -i-  "11  "22  +  8  A'ü  .  /< 

"22 "s  i  H-  ";ii  "11    ^  "i!  "22  —  8  Aq  .  /{  _  _ 


Formeln,  und  namentlich  die  in  ihnen  auftretenden  Irra- 

iionul.t;U(  u  yY^iCQii,  \%Z^,  und  Ä  bedürfen  noch  einer  Er- 
läuterung, 

Zunächst  sind,  bei  geyeljcneii  Verhältnissen  der  Parameter  X^, 
rational  bekannt  nur  die  Cosinus  der  Seiten  iiuil  Winkel,  vermöge 
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der  Formeln  (4).    Aus  diesen  gehen  sodann,  mit  Httlfe  der  von 

einander  unabhängigen  Quadratwurzeln  aus  Yt,\\Y2Y.^  und  Zy^ZyZ^Z^ 
die  Sinus  hervor,  so  dass  zu  jedem  System  der  Cosinus  noch  vier 
verschiedene  Sy.slenie  der  Sinus  ijchören.  Diese  entsprechen  augen- 
sclieinlich  den  Substitutionen  der  druppe  ^4  (I,  §  4,  S.  102).  Dem 
gieichcu  Haliun;ilitatsbereich  gehören  noch  an  die  Grössen  /,,  A,,  P,  //. 

In  den  übrifien  Foinieln  kommt  die  Irrationablüt  R  hinzu.  Alle 
diese  gellen,  was  wohl  zu  beachten  ist,  in  der  angeschriebenen 
Form  nur  für  «^enlficA«  Dreiecke,  also  für  solche  Dreiecke,  bei  denen 
in  die  I)ELAMBlB*Schen  Formeln  die  oberen  Vorzeichen  cinziilrn^en 
sind.  Will  man  auch  die  uneigentlicben  Dreiecke  berticksichligent 
so  bat  man  in  der  unteren  Formelgmppe  (40)  — >A  an  Stelle  von 
R  zu  setzen;  diese  Aenderang  zieht  dann  eine  entsprechende  Aende* 
rung  der  ttbrigen  Formeln  nach  sich. 

Das  Anftreten  von  R  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  be- 
treffenden goniometrischen  Functionen  bei  Ausführung  der  in  §  3 
(S.  134)  definirten  Substitution  t  ihren  Werth  andern.  Die  Aus- 
führung von  Z  kommt  offenbar  einer  Vorzeichenttnderung  von  R  gleich. 

Bei  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  0  und 


n  liegen,  ist  allen  drei  Quadratwurzeln  Ä,  Kioli^'a^si  V^^^A^ 
der  pontive  Werth  beizulegen.  — 

Da  die  Ableitung  der  die  Irrationalität  enthaltenden  Formeln 
(7) .  . .  (43)  nicht  ganz  auf  der  Hand  liegt,  und  da  die  Bestimmung 
der  zusammengehörigen  Wurzelwerthe  eine  gewisse  Vorsicht  erfordert, 
so  wird  die  folgende  Darlegung  vielleicht  willkommen  sein. 

Wir  gehen  aus  von  iigend  einer  der  Functionen,  die  in  den 
Zflhlem  der  DBLunaifschen  Ausdrucke  stehen.   Bs  ist  zufolge  (2) 

sin  =  sinf .  cos  f  ±  cos  5 .sin|  = 

-t/iZiZj  ,  i/!M .  . 

Hier  muss  dasProduct  der  ersten  und  dritten  Wurzel  =  ^^^^»"'^a^a , 

  «M 

und  das  der  zweiten  und  vierten  =  — "  ^  ^  sein,  wobei  im  Zähler 
in  beiden  Füllen  derselbe  Wurzelwerth  zu  wählen  ist,  wie  in  den 
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Formeln  (3).   Das  Producl  aller  vier  Wurzeln  ist  also  =  . 

Bieraus  foigl,  du^s  unser  Ausdruck  den  Werth  ^)^~~'      :t  ^) 

hat  und  nicht  etwa  den  Werth  s]/^^  (2^  +  Es  ergibt  sich 
daher 


i     _  0,1  z,±z. 


worin  R  irgend  einen  der  beiden  Werthe  von  "[/^  ^  ~  bedeutet. 

Ebenso  kommt  man  zu  der  zweiten  Formel  links  in  Nr.  10;  dass 
der  Werth  von  /{  in  beiden  Formeln  derselbe  ist.  folgt  aus  dem 
Umstand,  dass  in  den  DELAMBREschen  Formeln  die  oberen  Vorzeichen 
angenommen  wurden.  Durch  Wiederholung  dieser  Schlussweise  ge- 
langt man  zu  den  beiden  Formeln  rechts  inNr.  10,  und  zu  der  Ein- 
sicht, dass  R  in  allen  Fallen  dieselbe  Grösse  bedeutet.  Jetzt  ergeben 
sich  durch  rationale  Operatioaeo  die  Formeln  (M),  (42).  (Vgl.  S.  129.) 
Da  in  der  letzten  die  Aaszeichnung  dt  s  Index  \  verschwunden  ist, 
80  folgt,  dass  auch  in  den  zu  (10)1  analogen,  mit  (10)11.  (10)111 
KU  bezdchnenden  Formeln  R  der  nftmliche  Wurzelwertb  ist.  Die 

Formeln  fttr  sin     cos  9^  tg  ^  ergeben  sieb  nunmehr  ebenfalls  dnrch 

rationale  Operationen;  dQun  es  ist  z.  B. 

2  sin  5o  z        ,  2 


SID  (U                    At          '  .  a. 

008^  B.n^ 

Um  schlieaslicb  noch  den  Werth  der  Grosse  If  zu  finden,  setzen 
wir  flir  den  Aogenbliok 

Er  wird  dann,  nach  §  S  (Nr.  4,  S.  130) 

V          4  Yf  Z^Y  Kq  Kl  >a     .  VZn  Z^ZjZ^    n   i  « 

—       +  />|^|1  +  (Di  +  Ji)  .  «  ^*  —  ^f' 
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Hier  sind  nun  die  bcideu  Suiuuiiinden  des  Neoaeis  durch  Y^Zf 
iheilbar.    Mao  Inuicl  zunäcliAl  ühno  Muhe 

+    =  2a;v.z.. 

Tin  die  Zerlegung  des  er.sltMi  Kiidors  aufzuführen,  verbiode 
man  hierinil  die  auf  S.   Iii  angegi'heue  hlentit.ü.  wonacli 

ist.    Es  folgt 
u.  s.  f.,  also 

Yo'       -H  Zp^Z^^i  +  )•„    Yi ),  +  A«  .  Ä  • 

Diese  Ausdrucke  fuhrt  mm  leicht  in  die  erste  der  uoler  (13) 
aogegebeaen  Formen  Ober.  Die  zweite  Gestalt  von  Jf  ergibt  sich 
durch  eine  ganx  entsprechende  Ueberlegung.  Beide  Ausdrucke  ver- 
bunden fuhren  wieder  zur  Formel  (iS),  womit  eine  werthvolle 
Gontrole  fUr  die  Richtigkeit  unserer  Rechnung  gegeben  ist.  — 

Natürlich  kann  man  die  aufgestellten  Formeln  noch  auf  manche 
andere  Art  controliren.    Es  scheint  nützlich,  wenigstens  noch  den 

VViMlh  von  lg'*!,  der  au»  den  ForiU(!ln  (II)  liervurgehl,  mit  dem 

Werthe  derselben  Grösse  zu  veigleichen,  der  sich  aus  den  Formeln 
(9)  ei^bt. 

Aus  (11)  folgt: 

t^h  _  2  «II  ( Vo  +  .Y,)(Aj  +  V.l  -  4  (X,  +  .Y,  -  X,  —  A,)R 

«  —  ai«3»  — a«ti(Ao4-AiKAa+ V;  4- 4 (A,  +  A,  —  A,  —  A,) H 

"is^;!  —  f^i\^'\7  —  "ii       —  ^  *i 

—  "ii  "12  —  "II  "i  1   I  ^' 
Soll  tliesis  Kigel)nis>  mit  <lerj  Kornieln   9    im  Einklang  stehen, 
so  muss  sich  aus  Zahler  und  Nenner  der  Factor  Yi  abächeiden  lassen. 
In  der  Thal  ist 

=  4  Voy,(-y.*  +  y.'  +  y,"  +  y/)  + « y.*  y^n ; 

es  wird  also 

^  5i  ■"  y;^  + 1,»  +    Hh  13^)  +  «  ^1  >i  n  4-  a  Ä 
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BentK/i  man  jetzt,  um  statt  der  Grossen  die  Grössen  eio- 
znfilhren,  die  Umformang 

2 y.{-  V  +  7,«  +     H-  Y,«)  +  4  Y,  Ya Y, 

=  4  (2;,  +  +  4  Ä  -  Z,)^^ 

so  findet  sich 

Dieses  Eryebniss  steht  in  der  Tii;il  mi  Einklang  mit  tlcn  Formeln  (U). 
In  Uhnlichcr  Weise  knnn  man  am  Ii  die  Produclc  zweier  der  Aus- 
drücke (9)  bilden  und  sie  mit  den  i  ormcln  (11)  verf^leiclitHi.  In 
diesen  Fällen  sind  im  Zähler  und  Nenner  Facloren  zweiten  (iiades 
abzugclieidea;  die  auszuführenden  Hechnungen  sind  daher  ziemlich 
umständlich.  — 

Hervorgehoben  zu  werden  verdienen  noch  gewisee  Verbindungen 
der  aufgeführten  goniometriachen  Functionen,  aus  denen  die  Irratio- 
nalitäten wieder  herausfallen.  Solche  sind  die  Verhältnisse  der 
Grossen  sin  und  die  der  Grössen  sin  a,,  die  Verhältnisse  der 
Grossen  cos  s«,  cos  o«,  und  die  Verhältnisse  der  Dsuwia^schen  Aus- 
drucke (10);  die  Producte  17.  tg  s^,  P.  tg  u.  s.  w.  (Vgl.  1,  §  7, 
S.  H4;  n,  §  4,  Nr.  7,  S.  139.)  — 

Auf  Gnjnd  unserer  Formeln  lassl  sich  jede  goniometrische 
Function   der  Seiten   und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  die 

rational  durch  die  Grossen  tg^,  Ig^  auflgedrOckt  werden  kann,  auf 

eine  einzige  Weise  in  die  Form  setzen 

A  4-  A, .yVoV.y^y,  +  A,.yz,z^z^z,  +  a,.r 
+  b,.Vy,y,\\y, .  R  4-  B^.yz,z,z,z,.R   

+  B,.VYoY,Y,Y,  .  }%ZM  +  CVY.YJiY^ .  YZ^l^Z^Z, .  Ä. 
worin  die  Goefficienten      B,  C  rationale  homogene  Functionen  der 
Parameter  X/  bedeuten.   Jede  identische  Relation  zwischen  solchen 
Functionen  verwandelt  sich  so  in  eine  Reihe  von  Identitäten  A  =  0, 
0  =  0,  C  =  0. 

Umgekehrt  kann  man  durch  Elinu'nation  der  Ünisson  X,  aus 
unseren    Fonueln   zu   einer   unbegrenzten  Zahl   neuer  identischer 

MMtan.  a.  K.  B.  OubVM.  4.  WilMBKk.  XZim.  1 1 


150  E.  Stodt,  Th60iioiiitiib.  Amcwhit  II.  [M 


Relationen  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen.  Als  Beispiel  fur 
eine  solche  Elimination  fuhren  wir  an  die  Formeln 

I 

(•  =  0,  1,  2,  3). 


P  =  sin  ff,  \yj'  cos  —  2  cos  J 
n  =  sin  tf  j  V«  cos     —  2  cos  o,  j 


§7. 

ünkebmg  4m  ii  |  (  aifj^telltei  Bities. 

Nicht  allein  die  Functionen  cos  a^,  cos      lassen  sich  rational 
ausdrücken  durch  die  Subslitutionscoeflicionten  a„,   sondern  es  ist 
auch  das  Umgekehrte  der  Fall;  denn  die  Crossen  rt^,  hangen  rational 
ab  von  den  Parametern  A',,  diese  von  den  Producten  /,/,  oder 
und  diese  wieder  von  den  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  (§  4  Nr.  4). 

Bequemer  kann  man  die  VerbÄltnisse  der  Grössen  o„  (auf  die 
es  aliein  ankommt)  unmittelbar  aus  den  Formeln  (3)  und  (4)  des 
§  6  berechnen.   Die  Formeln  (3)  liefern  zunllchst  die  Proportion 

0,.  :  '/ :       =  sin  O) .  sin     :  sin  a, .  sin  a,  :  sin     .  sin  a^, 

worin  itiaii.  mit  Mulle  des  l^osinussatzes,  statt  dci  Grossen  sin  auf 
rational«'  Weise  die  Grössen  cos  o,,  cos  «,  einfuhren  kann.  Hierauf 
ergeben  sich  aus  den  Formeln  (i)  die  Verhaltnisse  der  neun  Grössen 
<i„  .  .  .  fl,,.  I  m  dem  Resultat  eine  in  Bezug  auf  Seiten  und  Winkel 
symmetrische  (iestalt  zu  erlbeilen,  fuhren  wir  die  Bogen  A, ,  hi,  fh 
ein,  die  die  Ecken  des  iiegebcnen  Dreiecks  mit  den  entsprechenden 
Ecken  seines  Polardreiecks  verbinden  (die  Complcmcnle  der  fföAen 
des  Dreiecks).    Ihre  Cosinus  sind  g^ben  durch  die  Formeln 

(  I  j  cos  hi  =    .  =  —  • 

^  '  *       sin  Ol       sm  Oll 

Jetzt  können  wir,  als  Umkebrung  des  in  §  6  formulirten  Theorems, 

den  Satz  aussprachen: 

Die  Gröuen 

cos  Aj         cos  A3 .  cos  Oj    cos  I12 .  cos  «j 
(2)         -       cos  A  | .  cos  «3         cos  A2         cos  A,  .  cos  Oi 
cos  A3 .  cos       cos  hl .  cos  «1        cos  A« 

mnd  froportional  den  Co^jßdenlen  einer  artkagMukn 
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Bei  unserer  homogenen  Schreil)vveise  haben  die  Suhsliliilions- 
coefficienton  d,^  Überhaupt  nur  die  Bedeutung  von  V(Mli;illnissgni>son; 
wir  hatten  daher  statt  »proportional«  auch  sagen  können  »gleich«. 
Um  indcsseD  durch  die  Bezeichnung  sichtbar  zu  machen,  dass  die 
in  den  Formeln  (2)  auftretenden  Sulistitulionscoerficieoten  nicht  ge- 
radezu identisch  sind  mit  den  bisher  gehrauchten  Grössen  wollen 
wir  die  Ausdrucke  (2)  der  Reihe  nach  gleich  Tiitt>  roa,  .  .  .  ra^ 
setzen,  indem  wir  mit  t  einen  allen  gemeinsamen  Proportionalitäts- 
factor  bezeichnen. 

Der  erste,  in  den  Formeln  (2)  nicht  vorkommende  Coefficient 
wird  jetzt  natürlich  t«m  ^  benennen  sein.  Fur  ihn  liefern  die 
Formeln  (9),  §  5  (S.  4  42)  neun  verschiedene  Ausdrucke,  deren  Gleich- 
heit man  durch  leichte  Rechnungen  bestätigt: 

(3)    TOgo  =  sin  üf .  sio  Uf  —  cos     .  cos     .  cos  A<    (t  =  1 ,  2,  3), 


sm  Ot  am  ai  .  OOS  0)  cos    *—  oos  Ai .  oos  a*  . 

TAm  ä  —————— u.  S.  I., 

sin  Ol  sin  «1 . 008  «3  cos  a,  —  oos  Ai .  oos  Oi  .  • 

TOM  =  '■  0«  B.  I. 

^  OOS  a| 


Bbn  kann  den  Werth  von  to^  auch  leicht  in  eine  in  Bezug 

auf  Seiten  und  Winkel  symmetrische  Gestalt  oberfllhren.    Es  ist 

nftmlich  nach  der  ersten  Formel 

sin  a,  I  .  -  1  ! 

TüoQ  =:  - ^  I  Sin'  a,  —  sui  02  sin  a, .  cos  a,  cos  aij  ; 

hierftar  aber  kann  man  wegen  des  Gosinussatzes  auch  schreiben 


^  <»»  =         —  cos     cos  02  cos  o») , 


T      =  ^  (I  —  cos  «1  cos     cos  «j)  . 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  durch  Division  anfe  Neue  die 
Formel  (7),  §  4  (S.  426),  andrerseiu  durch  MultipUcaUon 


(6)     tOqo  =  1^(4  —  cos  Ol  cos  d}  cos  fl,)  (4  —  cos     cos     cos  a^. 

Auf  Grund  dieser  Satze  verwandeln  sich  alle  Relationen  zwi- 
schen den  Goefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  in  Formeln 
der  sphSrischen  Trigonometrie.  So  leiten  wir  aus  den  Formeln  (8), 
§  5  (S.  142),  von  Neuem  die  Formeln  (9),  §  4,  her,  und  ebenso  fahren 
ans  die  Formeln  (7)  zu  den  Relationen  (5)  des  §  4  zurück. 
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§  8. 

Die  desniBcbeii  Tetraeder. 

Da  bei  der  Darslcllung  der  sphftrisehen  Dreiecke  durch  die 
Parameter  X,  nur  deren  VnhaltDisse  von  Bedeutung  sind,  so  liegt 
es  nahe,  diese  Grössen  ate  bomogeoe  Coordinaten  eines  Punktes  im 
dreifach  ausgedehnten  Räume  zu  deuten.  Wir  gelangen  so  zu  einer 
Abbildang  der  Mannigfaltigkeit  aller  sphärischen  Dreiecke  auf  den 
Punktraum,  deren  Studium  uns  nunmehr  beschKftigen  soll.  — 

V     V  Y 

Um  eine  bestimmte  Vor>telluni;  /ii  gewinnen,  fassen  wir       "T'  "T^ 

-^0     -^l»  -^0 

als  gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  aur.  Wir  treffen  damit 
eine  Festsetzung,  die  um  so  ntther  Hegt,  als  j«  i^o  von  vorn  herein 
den  numerischen  Werth  Eins  hat,  wenn  wir  von  einem  g^ebenen 
Dreiecke  ausgehen. 

Die  Gleichungen  T<  0  und  =  0  stellen  jetzt  die  Seiten- 
flAchen  zweier  regulärer  Tetraeder  vor,  die  einem  Wttrfel  einge- 
schrieben sind,  dessen  Ecken  die  Coordinaten      ^  haben.  (Vgl. 

Fig.  9.    Man  denke  sicii  etwa  die  positive  ^-A&e  nach  rechts,  die 


p-Xjß  nach  Tom,  die  ^-Axe  nach  oben  gerichtet.) 


Hg.  ». 


Diese  Tetraeder,  die  wir  kurz  als  das  7-  und  das  Z-Tetraeder 
bezeichnen  wollen,  bilden  zusammen  mit  dem  Coordinalentetraeder, 
dem  aX-Telraeder«,  eine  merkwürdige  Figur,  die  unter  dem  Namen 
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der  demiscke»  Tetraeder  bokannt  ist.  Wir  stellen  ihre  wicbligsteo 
BigenschaAeii,  soweit  wir  sie  braachea,  kurz  zusammeo,  indem  wir 
wegen  breiterer  Ausführung  auf  die  bereits  ziemlich  ausgedehnte 
Literatur  des  Gegenstandes  verweisen*). 

Wie  die  Gleichungen  (5)  des  §  5  zeigen,  gehören  alle  drei 
Tetraeder  demselben  Büschel  von  FiBchen  4.  0.  an,  sogenannten 
detmuehen  Flttcben.  Durch  jede  Gerade,  in  der  sich  zwei  Seiten- 
flachen zweier  dieser  Tetraeder  treffen,  geht  auch  eine  Flache  des 
dritten  Tetraeders,  so  dass  die  Schnittlinien  der  genannten  Flachen 
im  Ganzen  nur  16  gerade  Linien  bilden.  Von  diesen  verlaufen  in 
unserem  Falle  12  im  Endlichen;  sie  bilden  die  K,inlcn  des  Octaedcrs, 
in  dein  sich  das  V-  imd  (his  /-Tolracdor  durchdringen;  die  übrigen 
vier  i^ehören  (Ut  iiihmkIIk  Ii  leinen  Kbene  an.  Wie  mau  sichl.  ij;ehen 
diese  sechzehn  (juiaden  1 2  mal  /n  vieren  (hirch  cinr  ii  Pimkl :  c^s 
sind  (las  (Ueselhen  12  INinkte,  in  (h'nt'ii  sich  i^ltMchztiilig  (hei  Kaiih'n 
von  je  einem  di-r  desmischen  IVtracder  UelVen.  Jedo>  (Um  ihci 
Tetraeder  enlhait  alle  Iti  Geradeu,  die  Basislinieu  des  gcnauulun 
Büschels. 

Ebenso,  \vi(^  (he  Fhich(>n  der  drei  Tetraeder  zu  dreien  sich  in 
denselben  16  Geraden  schneiden,  so  hegen  die  Ecken  zu  (heien  auf 
16  Geraden  —  den  Kanten  und  Diagonalen  unseres  Würfels.  Die 
Figur  dieser  16  Geraden  hat  die  dualistischen  Eigenschaften  der 
nierst  genannten;  sie  verlheilen  sich  12 mal  zu  vieren  auf  eine 
Ebene,  u.  s.  w. 

Die  IS  Kanten  der  drei  Tetraeder  lassen  sich  noch  auf  eine 
zwdte  Art  zu  drei  desmischen  Tetraedern  verbinden,  d.  b.  zu  einer 
Figur  zusammenfOgen,  die  im  Sinne  der  projectiven  Geometrie  g^nz 
dieselben  Eigenschaften  hat,  wie  die  zuerst  betrachtete  Figur  dreier 
desmtscher  Tetraeder.  Diese  tweile  Reihe  demiseher  Tetraeder  ist, 
bei  unserer  Bezeichnungswcisü,  den  drei  Indices  1,  i,  '<i  zugeordnet; 

1)  Stppha;«os,  Bulletin  dos  SciL'iuiw  Mathdmaiiqtics,  II.  ser.  I.  :t  flS"?!)) 
p.  42  4.  Vbronksb,  Mcm.  d.  r.  .\rc.  di'i  Lincei  1880  v.  IV.  SriiKOiEii,  Zcil^i  lir. 
f.  Maib.  u.  Phys.,  Jahrg.  28,  S.  178.  CreWe»  Jourual  f.  Malli.  Ud.  üS,  S.  IG9. 
Rm,  Acta  Hattwinatica,  Bd.  I,  S.  07.  Ubss»  Math.  Ann.  Bd.  SS,  S.  IST.  Cmpakt, 
Halb.  Ado.  Bd.  S9,  6.  581. 

Der  Leser  wird  fibrigens  am  besten  thuD,  sieb  die  lüti/cihritcn  der  im 
Texte  zarn  Thoil  nur  angedeatetea ,  übrigens  ganz  eiofacbea  Yerbältoisae  sellisl 
klar  zu  machen. 
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die  EI)L'nen  des  ersten  /..  ß.  werden  erhalten,  wenn  man  die  in  den 
Formeln  (10)1,  §  G,  auf  den  rechten  Seiten  ätebeodeu  Ausdrücke 
gleich  Null  setzt:  ihre  Gleichungen  sind 

Jedes  dieser  Tetraeder  hat.  in  unserem  Falle,  zwei  unendlich  ferne 
Kcken.  Man  kann  sich  von  ihnpu  und  von  ihrer  gei^enseiligen  I.age 
eine  deutliche  V'oisteliiini;  maclien,  wenn  man  sicii  der  Gestalt  eines 
ÖUgebockt)  erinnert.    Bei  dem  Tetraeder  z.  B.,  dessen  Gleichungen 

wir  soeben  angeschrieben  haben,  isl  die  ^-Axe  der  Qnerbalkea  des 

'Vi 

Stlgebocks;  die  beiden  Kreuze  an  den  Enden  werden  darge:>telll 
durcli  die  Kante  01  des  V- ^ellaedt•r^  inid  die  Kaute  23  des  Z-Tetra- 
edcrs,  und  (hirch  die  Kaute  23  des  Y-Tetraeders  und  die  Kante  01 
lies  Z-Teti aeders.  (Vgl.  Fig.  9.)  Solcher  Siii^ehöcke  kann  man  drei 
in  un.seren  Würfel  hineinstellen;  und  diesi'  iMldi-n.  nach  HiuzufUgung 
der  unendlich  fernen  Kanten,  die  l'etraeder  der  zweiten  Hedie.  Die 
Ecken  dieser  Tetraeder  sind  die  oben  erwähnten  12  Punkte.  Die 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Reihen  desmischer  Tetraeder  ist, 
im  Sinne  der  projectivcn  Geometrie,  vollkommen  wechselseilig. 

Die  Figur  der  desmischen  Tetraeder  isl  vollständig  bestimmt 
durch  einM  unter  ihnen  und  eine  Ecke  (oder  Flache)  &nßs  zweiten. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  sei  das  7>Tetraeder  gegeben  und  die  Ecke 
0  des  J-Tetraeders.  Dann  entsprechen  die  Ecken  4,  2,  S  des 
X-Tetraeders  der  Ecke  0  in  den  drei  involutorischen  collineafen 
transformalionen  (von  H.  Wunon  so  genannten  Spieffehnge»)  ^  die 
durch  die  Paare  gegenOberliegender  Kanten  des  T-Tetraeders  be- 
stimmt sind.  Hierauf  findet  man  die  Ecken  des  Z-Tetraeders,  indem 
man  etwa  das  7-Tetraeder  z.  B.  der  perspectiven  involutorischen 
coUinearen  Transformation  unterwirft,  deren  Mittelpnnkt  die  Ecke  0 
und  deren  Ebene  die  Ebene  0  des  X-Tetraeders  ist  (in  unserem 
Falle  ist  dies  die  Spiegelung  am  Anfangs()unkt  der  Coordinaten) . 

Da  man,  um  eine  collinenrc  Ti  ansloi  rnalion  de.-,  iiaiuiies  zu  l>e- 
sliuuuen,  gerade  fünf  Punkten  tuid  andere  zuordnen  kann,  so  kann 
ühm;  Weiteres  geschlossen  werden,  dass  die  Figur  der  drei  des- 
niiselien  Tetraeder  durch  ouw  (Mruppe  von  570  cnUinenren  Transfor- 
matiotteii  in  sich  selbst  übergeführt  wird.  Diese  Gruppe  isl  für  unsere 
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Untersuchung  von  Wichtigkeit.  Wir  bezeichnen  sie,  nach  der  Zahl 
ihrer  Substitutionen,  mit  G^-^,  Von  ihren  zaliheichon  Untergruppen 
heben  wir,  mit  Rtlcksicht  auf  das  Folgende,  nur  \\enige  hervor,  die 
wir,  soweit  überhaupt  eine  bcsundero  IJeiiennung  nöthig  erscheint, 
ebenfalls  nur  nach  di>r  Zahl  ihrer  Subätitulioaea  ia  der  BezeichnuDg 
uoterscheiden  wollen. 

Eine  Gruppe  Gi,j2  ist,  als  Uotergruppe  von  (^57^ ,  dadurch  definirt, 
dass  das  X-Tetraeder  als  Ganzes  in  Ruhe  bleihl. 

EkteGrui^Giß  ist,  als  Unterirnippe  von  ft',;,;  undf.', ,, ,  dadurch 
bestimmt,  dass  sowohl  das  X-Tetraeder,  als  auch. das  und  das 
Z-Tetraeder  jedes  einzeln  in  sich  ttbeigefübrt  werden  soll.  Diese 
Grappe  ist  «ne  tniMinaiile  Untergruppe  (S.  107,  Anm.)  der  beiden 
vorigen.  Bei  ihr  werden  die  drei  Tetraeder  der  zweiten  Reihe  noch 
in  allgemeinster  Weise  unter  einander  vertaascht.  Httit  man  aber 
auch  diese  Tetraeder,  jedes  einzeln,  fest,  so  entsteht  eine 

Grufpe  61«,  die  in  allen  vorhergehenden  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Diese  Grappe  ist  also  dadurch  definirt,  dass 
alle  Tetraeder  beider  Reihen  einzeln  in  Ruhe  bleiben.  Sie  wird, 
wie  man  leicht  erkennt,  von  involutorischen  Transformationen  gebildet, 
sogenannten  geschaarl-involutorischen  Collineationen.  Abgesehen  von 
der  identischen  Transformation,  die  nur  im  uueigentlichen  Sinne  eine 
iuvolutoriische  Transformation  genannt  werden  kann,  sind  dies  die 
neun  involutorischen  collinearen  Transformationen,  deren  Axen  von 
je  einem  Paar  von  Gegenkanten  der  desmischen  Tetraeder  ferster 
oder  zweiter  Reihe)  gebildet  werden  («Spiegelungen«  an  diesen 
Kantenpaaren),  und  sechs  weitere,  aus  jenen  zusammenzusetzende, 
mit  conjugirt-imaginSiren  Axen.  —  Von  den  Untergruppen  dieser  Gruppe 
Gm  heben  wir  nur  hervor: 

a)  die  Gruppe  der  Spiegelungen  an  den  Kantenpaaren  des  X- 
Tetraeders,  also  die  von  vier  Transformationen  gebildete  Untergruppe 
von  bei  der  slUnmttiche  Ecken  des  X-Tetraeders  einzeln  in  Ruhe 
bleiben,  b)  und  c)  die  m  ähnlicher  Weise  aus  dem  Y-  und  dem 
Z-Tetraeder  abzuleitenden  Gruppen.  — 

Die  anal^che  Dantellmg  aller  der  angezahlten  Gruppen  ist 
sehr  einfoch.  Fttr  die  Gruppen  Gue*  und  ist  sie  dieselbe, 
mflgen  wir  nun  das  X-  oder  das  Y-  oder  das  Z-Tetraeder  zu  Grunde 
legen;  Rtr  die  Gruppen  G^n  und  G^  behalt  sie  ttberdies  auch  beim 
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Uebergang  zu  den  Tetraedern  zweiter  Art  ihre  Form  bei.  Wahlen 
wir  das  X-Tetraeder,  so  erhallen  wir  die  Transformationen  von  Wh  9 
wenn  wir  für  X^y  X,',  X,',  X^,'  der  Reihe  nach  die  Werlhsysleme 

+  X,,  -f-  Xo,  -j-  A', ,  -j-  A'„ 
setzen,  mit  der  Besliinimins:,  ilass  die  /ald  der  nei'ativen  Vorzeichen 
in  jedem  Falle  gerade  sein  ^oll.  Die  (jruppe  (i..,,,  gelil  daraus  her- 
vor, wenn  wir  nicht  nur  die  an;:;eschriebcnen  vier,  sonchnu  alle 
vierund/wunzig  Verlauschungen  des  Indiccs  0,  1,  3  zulassen; 
die  Gruppe  ^1^2  entslehl,  wenn  wir  noch  den  Vorzeichen wech.sel 
einer  einzelnen  der  Grössen  X^  hinzufügen;  zu  der  Gruppe  Gy,,  end- 
lich gelangen  wir,  wenn  wir  alle  diese  Transformalionen  verbinden 
mit  einer  Transformation,  die  aus  den  Formeln  (3),  §5  (S.  Hl)  durch 
Substitution  von  XJ  an  Stelle  von  V,  (oder  Z,)  enistehi. 

Unterwirft  man  einen  beliebigen  Punkt  dos  Raumes  den  Trans- 
formationen einer  der  besprochenen  Gruppen,  so  nimmt  er  in  den 
einzelnen  Fallen  576,  49S,  96,  16  verschiedene  Lagen  an,  wenn 
er  nicht  von  vorn  herein  eine  besondere  Lage  hat.  Von  den  so 
entstehenden  Configurationen  ist  bis  jetzt  wohl  erst  die  letzte  und 
einfachste  genauer  untersucht  worden,  die  nach  ihrem  Entdecker  so 
genannte  Kummei'sehe  Configuration.  —  Wir  haben  keine  Veranlassung, 
im  gegenwartigen  Zusammenhange  auf  die  merkwürdigen  Eigen- 
schaften dieser  Figur  naher  einzugehen,  die  ohnehin  ja  auch  als  ziem 
lieh  bekannt  gelten  können;  doch  musste,  um  de*  Folgenden  willen, 
ÜU"  Aullrelt-n  hin  Ki  w.ihnung  linden.  — 

Greift  man  aus  den  G(>genkanlt'iiiiaaren  der  desmi^chen  l'elra- 
eder  irgend  zwei  heraus,  die  sich  niciit  schneiden,  was  auf  18  Arten 
geschehen  kann,  so  liegen  diese  iinnier  auf  eiiiei  Flüche  2.  Ordnung. 
Jede  so  l)estimmle  Fläche  kann,  ihren  beiden  Schaaren  von  geraden 
Linien  entsprechend,  zweimal  auf  diese  Art  erzeugt  werden ;  es  ent- 
stehen daher  nur  neun  verschiedene  Flüchen.  Analytisch  werden  diese 
hemerkenswerther  Weise  dadurch  dargestellt,  dass  man  die  neun 
Substitutionscoeflicienten  «n  .  .  .  o^t)  alü  Functionen  der  Jl^  betrachtet, 
gleich  Null  setzt.  Fügt  man  noch  die  zwar  mit  einem  reellen  Polai^ 
System,  aber  nicht  mit  reellen  Punkten  begabte  Flache      =  0  hinzu. 
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die  unsere  sttmiDUichen  sechs  Tetraeder  zu  Pültotrnedern  hat,  so  hat 
man  damit  die  aus  der  Linieogeometrie  bekaunitii  10  Fumlamenlal- 
fiSeken.  Wir  gehen  aur  die  ßigenschaflen  :uich  dieser  Figur  (die 
Obrigens  aus  den  aufgestellten  Formeln  sehr  leicht  abgelesen  werden 
kdnnen)  nicht  ntther  ein,  und  bemerken  nur  uoch,  dass  innerhalb 
des  ganzen  Systems  die  FIttche  =  0  nur  durch  ihre  Realitats- 
eigenschaft  ausgezeichnet  ist,  dass  also  von  einem  gewissen  Stand- 
punkte aus  alle  zehn  Flttchen  als  gleichberechtigt  erscheinen*). 

§9. 

Abbildimg  der  Mannigfaltigkeit  iiller  spliärucheu  Dreiecke 

auf  den  Fiiuktraunu 

Betrachten  wir  nunmehr  die  zu  Anfang  dos  §  8  erwähnte  Ab- 
bildung der  sphllrischen  Dreiecke  auf  die  Punkte  l^o :  -^i  ^  ^  ^  <lcs 
dreifiich  ausgedehnten  Raumes  genauer,  so  bemerken  wir,  dass  zwar 
jedem  reellen  sphllrischen  Dreieck  ein  reeller  Raumpunkt,  keines- 
wegs aber  unigekehrl  einem  reellen  Punkt  immer  ein  sphärisches 
Dreieck  mit  reellen  Seilen  und  Winkeln  entspricht.  Wir  wollen  ver- 
suchen, von  den  HealitUlsvcrhallnissen  unserer  Abbildung  eine  An- 
schauung zu  gewinn(Mi.  ülVenbar  üind  vier  FUllc  zu  unlerbcljeiden, 
die  wir  aufzühleu  und  einzeln  behandeln  müssen. 

I.  v«v,v,y,>o,  ZoZM>ii. 

'Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  Winkeln^ 

Ist  ein  System  der  tirössen  A',  gegeben,  das  den  Bedingungen  I 
geutlgt,  ^o  kann  man  daraus  immer  ein  anderes  von  derselben  Eigen- 
schaft ableiten,  bei  dem  sämmtliche  Grössen  und  s^mmtliche 
Grossen  2^  einzeln  positiv  sind.  Wenn  nttmlich  unter  den  Grossen  F, 
negative  vorkommen,  so  ertheile  man  diesen  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen.  Hierdurch  wird  das  Bestehen  der  beiden  Ungleichungen 


l)  Den  Leser,  der  sicli  über  die  liier  nur  flüchtig  bcriilirteri  Gegcnstünde 
genauer  zu  imterriciUon  wünscht ,  verw  l  ivfu  wir  auf  die  in  den  Mnth.  Annalcn 
erschienen  Origin;darbciten  der  Herron  I'.  Klkin  und  Uohn,  wozu  tinrli  die  erwälinlc 
Literatur  über  deiiutische  Tetraedur  kuDimt.  Vgl.  ausserdem  Heii;uarot,  Acta 
Leopoldiu,  Bd.  60  (I8S7),  S.  377  u.  ff.,  sowie  eine  Arbeit  des  Terfaseets,  SildMr. 
der  K.  Sldit.  Ges.  d.  W.  189t,  S.  1t«  u.  ff. 


i  58  E.  Stoot,  Tbisohoiotbib.  AMOiian  n. 


[74 


1  niclil  yeslörl.  wie  man  uns  den  Koiiiu'lii  (2)  des  §  5  (S.  i  40)  leicht 
ouliit'linicn  k.iiui.    (Vgl.  ;ui(li  t?  II.  S.  MH,  Nr.  1,  2.! 

Jetzt  aber  sind  die  dru»!  !!  /,  «'IjenljtU.s  »iimiiillKli  pn.sitiv  tje- 
vvorden.  Denn  es  küiinle,  nai  Ii  den  letzten  l  iii^lcicliiini,'«'!!,  hüchstens 
eine  von  ihnen  negativ  sein  nüniürli.  wenn  etwa  Vy  _  V,,  V,,  ^  V,. 
V„  ^  y,  angenomnuM)  wird,  die  ürO^>se  Zj),  was  wejjeo  der  zweiten 
Ungleichung  I  unmöglich  ist. 

Die  Punkte  des  Raumes  nun,  deren  lioordinaten  den  Uedingungeo 
y,  ^0,  /,  ^  0  genügen,  erfüllen  das  Innere  des  regulären  Octa- 
eders,  dessen  Begrenzungslllichen  die  Ebenen  V,  =  0,  Z,  =  0  sind. 
Sie  bilden  eine  zusammenhangende  Mannigfaltigkeit.  Aus  dieser 
cutslchen  sodann  drei  andere,  die  im  Sinne  der  projectiven  Geometrie 
(ebenfalls  al.<  Octaciler  /.u  bezeichnen  sind,  wenn  wir  die  angegebenen 
Vorzeichenwechsel  von  Neuem  vornehmen.    So  erkennen  wir: 

Die  Pmikte  des  Raumeti  die  bei  unterer  AbMäumg  den  Dreiecken 
mit  reellen  Seilen  tmd  WiiMn  enUpreckent  erfdtte»  vier  ^efrennte  Ge- 
bielet  die  nur  in  sw^  PunlUen,  nänüidt  m  den  Eiken  der  damieiAen 
Tdraeder  der  xweUen  ItetAe,  zueanmeidiängen.  Jedet  dieeer  GMete 
beetda  am  den  Funklen  im  Inneren  einee  Oelaeders,  dmen  aekt  Be- 
grenum^Aenen  FUdienUüdte  de»  Y-  und  de»  S^Tetraeder»  nnd. 

Bei  unterer  betonderen  Annakme  iAer 
die  Lage  der  detmiteken  Tetraeder  itt  eine» 
der  genannten  Oelaeder  regulär.  Die  drd 
anderen  tind  Doppelpgramdtn^  deren  vier" 
ednge  Bant  der  uneadUek  fernen  ^ene  an- 
gekört,  und  deren  Sekeilel  je  zwei  gegaUAer- 
licgende  Ecken  des  regulären  Oelaeder»  »ind. 
In  den  genannten  zwölf  Uebergangs- 
.  '  \,  punkten  setzen  sich  die  Filichen  der  dort 

zu."^a!Mnienslossen(len    Oelaeder    wie  die 
beiilen  Miinlt;l  eines  Kegels  in  einander  fort. 
Fig.  10  verdeutlicht  die  gegenseitig«'  Lage  der  vier  Oelaeder. 
Die  an  das  reguliire  Oelaeder  angesetzten  Pyramidenstumpfe  sind  ins 
Inendliche  erweitert  zu  denken;    je  zwei  .^egen^be^liegeDde  bilden 
zusammen  eines  der  drei  anderen  Oelaeder. 

Beliehnen  wir  die  vier  Oelaeder  mit  [0;,  [I].  [i].  so  er- 
kennen wir  leicht,  dass  den  Funkten  im  Inneren  des  Oclaeders  [»] 


L-iyui^ed  by  Google 


75]     §  9.  Abbildung  der  sphärischen  Dreiecke  auf  den  Pinktraum.     1 59 

Dreiecksgestalten  zugehören,  denen  nach  der  in  §  2  des  ersten  Ab- 
schnittes eingeführten  Bezeichnung  der  Index  x  zukommt.  Welche 
der  vier  zu  einem  gegebenen  Index  gehörigen  Dreiccksgcislalten  man 
vor  sich  hat,  darüber  entscheidet  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln 

VY^YiY^Y^  und  yZ^ZiZtLi  nach  folgendem  Gesetz: 

Das  Dreieck  hat  die  Gestalt 

wenn  VZ^/.Z.Z,  >  0  ,  VYJ.YJ,  >0, 

{A,  A;)  ,  wenn  yTJJJ,  >  0  ,  VTjM^  <  0  , 

(vi;  A,) ,  wenn  VJJJJ,  <  0  ,  VY,Y,Y,Y,  >  0  , 

(A;a;)  ,  wenn  VZ,  Z,Z/Z,  <  (» ,  VYJ.YX,  <  0  . 

In  der  That,  im  Falle  [0]  ist  o,,  ^  0,  ^  0,  a^^  ^  0,  also, 
nach  Keduction  der  Seiten  auf  das  Intervall  zwischen  0  und  2:nr, 

0  a<  <;[  TT  oder  n  <^  üi  <^'i  n ,  je  nachdem  VZ^Z^Z^^  ^  0  oder 
<  0  ist. 

Im  Falle  [1]  dagegen  hat  man  Z„,  Z,  SO,  Z,,  Z,:5  0,  also 
<'u  ^  0 ,      <^  0 ,  Uj,      0  ;  es  wird  daher 

0<^ai<^7i<^O2,  a3<^27r  oder  0  <^     ,  (i.,  <^  ;r  <^  a,      2  ti  , 

je  nachdem  YZ^Z^Z^^  ^  0  oder  0  ist.  Ebenso  ergibt  sich  die 
entsprechende  Behauptung  für  die  Winkel. 

II.  yoy,yjy3<o,  ZoZ,ZjZ,>o. 

{Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  rein  imaginären  Winkeln^). 

Eine  leichte  Discussion  zeigt,  dass  durch  die  Ungleichungen  II 
sechzehn  getrennte  Raumgebiete  deGnirt  sind,  deren  jedes  die  Ge- 
stalt eines  Tetraeders  hat.  Jedes  von  ihnen  legt  sich  mit  einer  seiner 
Seitenflachen  an  eines  der  unter  I  beschriebenen  Octaeder  an.  Ins- 
gesammt  uberdecken  sie  auf  diese  Weise  gerade  die  Hälfte  der 
32  Octaederflächeo.  Die  1 6  Tetraeder  ordnen  sich  zu  vieren  in  vier 
Gruppen,  in  deren  jeder  je  zwei  Tetraeder  längs  einer  Kante  (einem 
KaatenstUck  des  Z-Tetraeders)  zusammenhängen.  Die  einzelnen  Gruppen 
entsprechen  den  Indices  0,  1,  2,  3.    Innerhalb  der  ersten  Gruppe 


l)  Wir  sagen  der  Kürze  halber,  eine  Winkelgrösse  sei  rein  imaginär,  wenn 
sie  sich  von  einer  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  rein  imaginären  Grösse  nur 
um  Vielfache  von  %ft  unterscheidet. 
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X.  B.  besteht  ein  Tetraeder  aus  dem  Stück  des  ^Tetraeders,  das 
von  der  Ebene      =  0  abi^eschnillon  wird: 

/.  >0,  /.  >U,  >„<U.  ).  >0    i=  1.2.3  . 

Die  drei  anderen  l^en  sich  an  die  drei  freien  Kanten;  sie 
haben,  bei  unserer  besonderen  Annahme  Uber  die  Lage  der  desmi- 
sehen  Tetraeder,  je  zwei  Ecken  im  Unendlichen.  (V^.  die  Fig.  II, 
in  der  jedoch  das  Y-Tetraeder  mit  dem  Z>Tetraeder  vertauscht  ist.) 
—  Nun  haben  wir  in  §  2  des  ersten  Abschnittes  32  Typen  niekt 
coMftwftarsr  tphärueker  Dreiedte  mit  reellen  Seilen  kennen  gelernt, 
die  sich  in  bestimmter  Weise  zu  Paaren  84,^  JEffg  zusammenordnen 
lassen.  JeM  zagt  stekf  dats  dieee  teehzehn  Paare  mteren  »eeksekn 
Bautngebieten  enleprecheUt  und  das»  die  beiden  Typen  deteelben  Paare» 
durch  da»  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  V/o/,/iif  ,  getrennt  werden. 

Mau  ciiüilt  riiuiilicli  allLicinriii  o'iiwu  Tvpiis  //,^.  >venii  itian  das 
positive  Vorzciclion  wiihli.  uiul  (Kmi  i  iii>|UücliendüU  i^pus  i/^,  weon 
man  /.um  ncgalivcu  Vurzciciaii  uhori^clil. 

Beschränken  wir  uns  der  Kurze  halber  auf  die  Annahme 
yZ^Z^ZiZ^'^  0,  so  ergibt  sich  die  Zuordnung  zwischen  den  16  Tetra- 
edern und  den  16  Üreieckslypen       wie  folgt. 

Bs  sei  zuerst 

f  7o  >  0  .  7,  >  0  ,      >  0 ,      >  0  , 

I  v,.<  0.  V,  >o,  v,>o,  y,>o, 

so  ist  »1,1  ~>  0,  Hj.  >  0.  a.^  ^  (I;  CS  wird  also,  wcijen  des  an- 
geoonimcncn  po.siiliNtMi  N or/.eitluns  der  Qiiadralwur/.t'l,  0  ti,  ,  t 
[i  ~  \  .  i.  :S  \  halt  man  nun  die  Formeln  (V  des  ij  ♦>  mil  den 
Üetiuilioiis-l  ni^leichungen  der  Typen  jß^  (S.  \){\)  zusammen,  .so  siehl 
man,  dass  den  l'unklen  im  Inneren  des  gewahileu  lulraeilers  Dreiecke 
vom  Tyjpvu  ü„  entsprechen.    Ebenso  ergibt  sich  bei  der  Annahme 

|2;>o,z,>o,z;>o,z,>o, 
h;>o.  y,  <o,  y2>o.  y,>o 

der  Typus  B^^ ,  u.  s.  f. 
Sei  femer 

( >  0 ,  /,  0 ,  0 .  /,  c  0 , 
I  Y„  <  0.  V,    0.  y,    0.  V,  ^  0 , 

so  wird  a„  ^  0 ,  0 ,      <^  ü ,  und  daher  0  <^  tt|  <^  »  <  «n 
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a,  <^  2 TT.  Es  enUteiien  Dreiecke  vom  Typus  B^i.  Ebeuso  luhii  die 
Aonabme 

I  ^,  >  0  ,      >  0  ,      <  0  ,  Z,  <  0  , 

ii'o>o.  y,<o,  y,>o,  y,>o 

auf  den  Typut  B^,  und  die  Annahme 

I  ^  ,  >  0  ,  Z,  >  0  ,      <  0  ,      <  0  , 

l  \\,  >  0,  y,  >  0,  y,    0,  V,  ^  0, 

je  nach  dci  (Idtung  der  oberea  oder  uDleren  Zeicbeo,  auf  den  Tyims 
oder  den  Typus  H^.,. 

Aus  den  aurgeztthlten  Fallen  leitet  man  ieichl  ullc  übrigen  ab. 
Z.  B.  dein  Quadrupel  von  Tetraedern,  das  dem  Index  0  zugeordnet 
ist  (S.  oben  S.  460),  entsprechen  die  Dreieckstypen  B^^       Aq,  B^, 

III.  ygy,y,y3>o,  ZoZ,z,z,<o. 

(Br^ecke  mtl  teetiai  Yfinkeh^  und  rein  imaginären  Seiten). 

Dieser  Fall  bietet,  ftlr  sich  allein  betrachtet,  dem  vorigen  i^ci^t  n- 
über  nichts  Neues  dar.  Auf  ihn  bezieht  sich  die  Figur  H,  die 
durch  stark  ausgezogene  Linien  die  beiden  Tetraeder 

f  y„>  0,  y,  >  0,  y^  ^  0,  y,  =^  o, 
U<o,  z.>o,  iJ,>o.  i^>o 

zur  Anschauung  bringt. 

Die  sechzehn  durch  die  ünglei- 
chungen  III  definirten  Tetraeder  hangen 
mit  den  unter  II  betrachteten  nur  in 
Linien  und  Punkten  zusarnrneu.  Beide 
zusammen  uberdocken  die  Flächen  der 
vier  Octaeder  i  vollständig. 


IV.  v,j\v,y3<o,  ZoZ,z,z, <ü. 

{Dreiecke  nUi  rein  imagmireu  Seiten  und  Winkeln). 

Die  Ungleichungen  IV  definiren  ebenfalls  sechzehn  Baumgebiete, 
Doppt^yramiden  rnii  dreieekiger  Bans,  Die  fiasislinien  bestehen  in 
jedem  Falle  aus  Kanten  von  drei  verschiedenen  der  unter  I  be- 
schriebenen Octaeder;  durch  je  drei  in  einem  Punkte  zusammen- 
slOBsende  Kantenstttcke  des  Y-  und  2-Tetraeders  werden  sie  zu  den 
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0oppelpyrainiden  ergänzt.  Die  Fig.  12  veraiuchaaUcbt  zwei  dieser 
Doppelpyramideii,  die  durch  die  Ungleichoogen 

yo>0,  F|<0,  Y,>0.  T,>0, 

2;<o,  z;>o,  J^>0,  Z,>0 
und 

Yo^o,  r.-so,  y,so,  7,^0, 

definirl  sind.  Bei  der  ersten  liegt  eine  Ecke  der  Basis,  bei  der 
zweiten  das  ganze  Basii>dreieck  im  Unendlicben. 


Fig.  Ii. 


Die  Dreiecke  mit  reeHen  Cosinus,  aber  rein  imaginären  Sinus 
der  Seiten  und  Winkel,  zu  denen  wir  hier  gelangt  sind,  sind  bis 
jetzt  kaum  jemals  betrachtet  worden.  Bs  war  bisher  wohl  noch  kern 
Problem  der  construtrenden  Geometrie  auf  der  Kugelflttche  bekannt, 
das  zu  ihrer  Binführung  genöthigt  hfttte.  —  Spttter  (in  §  13)  werdeo 
wir  eine  Gonslruction  der  ebenen  Geometrie  kennen  lernen,  die  gerade 
zu  diesen  Dreiecken  in  einer  einfachen  Beziehung  steht,  und  sie 
gewissermassen  zu  realisiren  erlaubt. 

S  <o. 

Fortsetzung:  Die  Abbildong  der  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  and  Winkeln. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ueberl^ngen  des  vorigen  Parvgraphea, 
soweit  sie  sich  auf  sphärische  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  und  Winkeb 
beziehen,  noch  etwas  weiter  ausdehnen,  um  so  eine  deutliche  Vor- 
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Stellung  vom  Zusammenhang  der  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit zu  gewinnen,  die  von  diesen  Dreiecken  gebildet  wird.  ■ —  Zunlichst 
mögen  wir  eine  Thatüache  hervorheben,  die  bereits  durch  die  in  §  9 
angestellte  Betrachtung  t)egrimdel  ist: 

Hen  in  §  3  des  ersten  Abschniiks  beschriebenen  Grenzdreiecken 
entsprechen  die  Grenzflächen  der  vier  Octaeder;  und  zwar  entsprechen 
den  Dreiecken,  deren  Ecken  in  einem  firössten  Kreise  liegen,  Punkte 
auf  den  FHdte»  de»  Y-Tetraeden,  und  den  Dreiecken,  deren  Seilen 
dasneUte  Paar  vm  Gegenpunklen  der  enthaUen,  Punkte  auf  den 
Flächen  dee  ^Telraeden, 

BelrachteD  wir  jetzt  einen  Punkt  im  Inneren  eines  der  vier 
Octaeder  und  die  entsprechenden  vier  Werthepaare  der  Quadrat* 

wurzeln  V^TTVV^  und  V%ZiZtX-  Daon  können  wir  uns,  um 
die  ZuordnuDg  zwischen  diesen  Werthsystemen  und  den  verschiedenen 
Arten  sphärischer  Dreiecke  anschaulich  zu  machen,  einer  Vorstellnngs- 
weise  bedienen,  ganz  ähnlich  der,  die  von  Riemanm  in  die  Functionen- 
lehre  eingeführt  worden  ist:  Wir  denken  uns  das  einzelne  Raum- 
gebiet mit  vier  »Bldtlernn  oder  »Zweigen»  überdeckt,  indem  wir  jeden 
Punkt  viermal  zahlen,  und  die  einzelnen  Blatter  den  vier  Vorzeichen- 
verbindungen obiger  Wurzeln  znordm  ii.  Aus  den  vier  Octaedern 
entstehen  so  .sechzehn  ver^liiedene  Hauuigebiete;  und  diese  ent- 
sprechen, nach  der  Untersuchung  des  §  9  (S.  159),  den  sechzehn  in 
§  2  des  ersten  Abschnittes  unterschiedenen  Dreiecksgeslalten.  Wir 
künnea  daher  die  eiazeiuen  Blätter  ebenfalls  durch  die  Uezeicbuun^^eü 

(i,Aj,  {^a;),  (4.'aj,  (^'a.*) 

trennen.  Nun  erkennen  wir:  Die  Grenaifläehen  der  vier  Octaeder  haben 
fir  untere  vierfache  Raumüberdeckung  die  Bedeutung  von  üi^gangs- 

oder  Verzwetgungsjlüchcn.  In  den  dem  Y-Tetraeder  angehörigen  Flächen- 
glucken  Ii  ringen  nämlich  zusamiiien  die  lUültcr  (il^A,)  und  (A^A,'), 
(A,'A,)  und  (A^' A^'i,  und  in  den  l'lächenslücken  des  Z-Tetraeders  hangen 
zusammen  die  Blätter  (vi^A,)  und  (/t^'Aj,  (it,A/)  und  (A,'AJ.  Der 
Index  X  entspricht  hier  der  Bezeicimung  [x]  des  emzelaen  Oclaeders 
(S.  159  oben). 

Dieser  Satz  ist  im  Grunde  nur  eine  neue  Auilajisung  ein<;r  That- 
sache,  die  wir  bereits  in  §  3  des  ersten  Abschnittes  festgestellt  halten. 
Femer  sehen  wir:  Lingt  der  Octaederkanten  hängen  alle  vier  Blätter 
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xmammen.  —  Einem  Raumpunkt,  der  einer  dieser  Octaederkanteo 
angehört,  entspricht  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  und  Winkel  ganz- 
zahligL'  Vieltatlio  von  t  siiul.  Solche  Dreiecke  enihalten  keinen 
continuiiiirh-vi'riiiul«  !  liclicn  l'iii  anieter  mehr,  während  der  Punkt  auf 
der  Octaeilcrkante  tliai>;irlilirli  noch  xon  einem  solchen  l'aranieler 
abhiinj^ig  ist.  Die  Pmihlv  der  (h  liu  deikanh  ii  sind  ulao  shiyuläre  I'unkk 
umerer  Ahhildutui ,  in  dem  Sinue,  duss  jedem  zugehöri(jcn  Dreieck  oo' 
Iluumpunkk',  und  also  auch  ou'  orllioyouale  Substitutionen  ciitsprfclit'n. 
Man  kann  diese  BenierkuDg  DalUrlicb  leicht  beslUligeo  luil  üülte  der 
Formeln  der  §§  l — G. 

Eine  bindere  Aurmerksamkeit  verdienen  die  zwölf  Punkte, 
in  denen  die  vier  Octaeder  zusammenhangen. 

Die  Ecken  der  demiichen  TMrwder  der  uoeik»  Rahe  mnd  ein^ 
Ubre  Fimkle  der  Al^Udung  in  dem  Sinnen  date  jedem  mm  Mite»  (oder 
auch  der  xugekörigen  orthogoiuden  SidnUliiiUou)  oo^  vertckiedeHe  Drm- 
eeke  enltfrecken.  Dieee  Dreiedte  und  ideiUiich  mii  den  t»  §  3  dei 
ersten  AbsehnUtet  hesproch  011011  UAergangtdreiedien. 

Die  folgende  Tafel,  in  der  wir  der  Kürze  halber  nur  vier  F^lle 
aufgezahli  haben,  zeigt,  wie  die  i%  Punkte  den  in  I,  §  3  (S.  99) 
angegeben  Dreieckgarten  zugeordnet  sind: 
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(med.  in) 


Der  letzte  Satz  findet  eine  wesentliche  Brgttnzung  in  der  folgen- 
den Bemerkung,  die  man  durdi  eine  kurze  Rechnung  besttttigt: 

Jeder  Fortschreilungsrichtung  durch  einen  der  gemmnten  tmHif  PmAlet 

die  innerhalb  eines  der  angrenzenden  Octaederräume  verläuft,  entspridU 
eines  der  oo*  LJeberganysdrciccke,  die  zu  dem  Punkte  gehören. 

Einer  der  zwölf  lleborgangspimkle  onlspric  lit  also  erst  /.ii-saiuiiicn 
mit  einer  bcstiiiirnten  .\nniiliei  iini^^i  i(  litiin^  einen)  »  Pimkt «  oder  einer 
»Slello«  nn.M'icr  l)i-ei(!(  ksiii:uinii:falti.i.'keil ;  der  l!ebergangs|)unkl  ver- 
tritt für  die  blal(<'r  der  Kauimiijerdecknng,  di(;  in  den  beiden  dort 
aneinander^jcbeftelen  Uclaederu  [i]  und  [k]  verlaufen,  gewiä;>eruiaai>sea 
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die  Rolle  einer  Trennungsßäche.  Tritl  man  in  bestiiiiinter  Hichtung 
in  den  geDaanteii  Punkt  ein,  und  auf  der  anderen  Seile  in  derselben 
Richtung  aus,  so  setzt  sich  jedes  der  Blätter  des  Oclaeders  [i]  in  ein 
ganz  bestimmtes  Blatt  des  Octaeders  [k]  fort,  entsprechend  dem,  was 
wir  in  §  3  des  ersten  Abschnittes  gesehen  haben  (S.  400),  und  zwar 
ist  die  Art  und  Weise  der  Fortsetzung  für  je  zwei  gegenüberliegende 
Oclaedorecken  dieselbe.  Ausgenommen  jedoch  sind  die  Fortschrei- 
tungsrichtungen,  die  in  die  Flachen  und  Kanten  des  Y-  und  des 
Z-Tetraeders  Hillen;  diese  Hannigfolligkeiten  bilden  den  »Durch- 
scbnilt«  der  Hannigfaltigkeil  der  Grenzdreiecke  mit  der  Mannigfaltig- 
keil der  Ueberg^ngsdieiecke;  sie  vertreten  die  Stelle  von  Grenxcurven 
und  Grmupunklen.  In  ihnen  hangen  zweimal  zwei,  beziehungsweise 
alle  vier  Blattor  der  Raumoberdeckung  zusammen.  — 

Bei  dieser  ganzen  Betrachtung  gelten  Dreiecke  als  äquivalent, 
deren  Seiten  und  Wrokel  sich  nur  um  Vielfache  von  Sir  unter- 
scheiden. Die  Trennung  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  Dreiecke 
spielt  daher  hier  noch  keine  Rolle.  Beschränken  wir  uns  jetzt  auf 
die  Betrachtung  eigentlicher  Dreiecke,  so  können  wir  versuchen,  die 

Irrationalität  R  =  ]/.^.^.^  in  einer  ähnlichen  Weise  geometrisch 

darzustellen,  wie  wir  eben  die  Irrationalitäten  VlVM^s  und 

y^y/|Z^/,  dargestellt  haben.  Dies  hat  keinerlei  Schwierigkeit.  Man 
verföhrt  am  einfachsten  so,  dass  man  jedes  der  vier  Blätter  unserer 
mehrfach  überdeckten  Raumgebiete  selbst  wieder  doppell  nimmt,  so 
dass  dei  iiaum  im  Inneren  der  vier  üctacder  nunmehr  im  Ganzen 
achtmal  uberdeckt  wird.  Das  eine  Blatt  ordne  man  den  positiven, 
das  anth^ro  «len  negativen  Werthen  von  R  zu.  Man  sieht  dann  so- 
fort: yerzwetgungsstellen  der  Irrationalität  It,  also  Stellen,  an  denen  je 

zusammengehörige  lilätter  in  einander  übergehen^  sind  die  zwülj 
Ecken  der  desmiseheu_  Tetraeder  der  zweiten  Reihe  —  also,  nach 
Obigem,  zwOlf  von  einander  völlig  getrennte  zweifofA  ausgedehnte 
Hannigraltigkeiten.   (Vgl.  1,  §  6,  S.  409  u.  ff.) 

Man  kann  endlich  noch  einen  Schritt  weitergehen,  und  bei 
stetiger  Aenderung  der  Lage  unseres  Raumpunktes  stetige  Aenderung 
des  zugehörigen  Dreiecks  verlangen.  Wie  das  Dreieck  sich  ändert, 
wenn  der  Baumpunkt  sich  auf  einer  vorgeschriebenen  Curve 
Onneilialb  der  vier  Octaedergebiete)  bewegt,  und  schliesslich  in  seine 

iMMiL«.E>8.<lwiltaeh.4.WI««u«b.XZZm.  It 
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anßiii^che  Lage  zurückkehrt,  kann  man  dann  durch  ein  Verfahren 
erkennen,  das  der  Methode  nachgebildet  ist,  die  beim  Studium  der 
Inte^ale  auf  einer  RuiiANN'schen  Flache  aDg^wendel  wird.  Es 
besteht  in  der  sogeoannteo  Zencbneidimg  unserer  mehrfach  zosammen- 
hllngenden' Mannigfaltigkeit  und  in  ihrer  Verwandhing  in  eine  einfach 
zusammenhilngende  Mannigfaltigkeit.  Die  Dreiecke,  die  zusammen- 
gehörigen Randpunkten  der  zerschnittenen  Mannigfoltigfceit  entsprechen, 
gehen  dann  durch  Substitutionen  der  Gruppe  St  in  einander  Uber. 
Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Andeutung,  da  der  Gegenstand  keine 
principiellen  Schwierigkeiten  luetet,  die  Ausfahning  im  Einzelnen 
aber  ziemlich  umständlich  ausflült  — 

Die  mitgetheilten  Betrachlungen  werden  eine  hinreichend  deut- 
liche Vorstellung  davon  geben,  wie  die  Dreiecke  mit  reellen  Seiten 
und  Winkeln  vermöge  der  Paramoler  X,  Z  auf  die  Punkte  eines 
dreilach  ausgedehnten  Raumes  hc/oi^'cn  werden.  Wir  mögen  nur 
noch  eine  Bemerkung  ausdrücklicii  hervorheben,  die  sich  auf  die 
singulären  Punkte  der  Abbildung  bezieht :  Die  Ptinkle  der  sechzehn 
Oclaederkanlcn  sind  die  einzigen  singulären  Stellen  bei  unserer  Ab- 
bildung der  Dreiecke  mit  reellen  Seiten  rtnd  Winkeln.  Man  bestätigt 
dies  sofort  duich  Betrachtung  der  Forwein  des  §  6.  Der  einem 
gegebenen  Dreieck  zugeordnete  Raumpunkt  kann,  ebenso  wie  die 
zugehörige  orthogonale  Substitution,  nur  dann  unbestimmt  werden, 
wenn  sowohl  die  VerhAltnisse  der  Grössen  sin  s^,  als  auch  die  Ver- 
hältnisse der  Grössen  sm  unbestimmte  Werthe  haben.  Hieraus 
folgt  a«,  O.S  0  mod.  n\  man  gelangt  daher  zu  den  Punkten  der 
Octaederkanten.  Umgekehrt  kann  einem  gegebenen  Ranmpunkt  oder 
einer  gegebenen  orthogonalen  Substitution  nur  dann  ein  unbestimmtes 
Dreieck  entsprechen,  wenn  eine  der  Grössen     ,  Oja,  öx« 

den  Werth 

Null  hat.  Dies  tritt  aber  nur  ein  für  die  Schnittpunkte  jener  Kanten, 
nämlich  für  die  Eckpunkte  der  desniischen  Tetraeder  der  zweiten 
Reihe.  —  Umständlicher  geslallel  sich  die  Unlersuchimg  der  singuUiren 
Elemente  unserer  Abbildung,  wenn  man  auch  die  ausserhalb  dor  vier 
Octaeder  licgendeu  reellen  Raumpunkte,  und  weiterhin  Haumpunkte 
mit  complexen  Coordinaten  in  Betracht  zieht.  Dieser  Gegenstand 
wird  besonders  dadurch  verwickelt,  dass  die  Seiten  und  Wmkel 
imaginärer  sphärischer  Dreiecke  unter  Umstanden  keine  bestimmte 
Lttnge  haben. 
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§  <1. 

Die  tiruppen  (iu^  G^,  Gi^,  G^^^. 

Welch  inniger  Zusaniiunilianir  zwisclion  der  sphJirischen  Trii,'nno- 
molrie  und  den  desmischen  ieliaedcrn  und  KummerscIicm  Conligura- 
lionen  besteht,  wird  noch  deutlicher  werden,  wenn  wir  uns  nun- 
mehr die  Frage  vorlegen,  wie  sich  die  Parameter  Ä',  bei  den 
Substitutionen  der  Gruppe  ^  und  der  aus  ihr  durch  Erweiterung 
entspnmgenen  Gruppen  verhallen,  die  wir  im  eisten  Abschnitt  (§  7) 
durch  elementar-fieometrische  BelrachiaDgeQ  gewonnen  haben. 

Die  VerbSltnisse  der  Parameter  Xt  lindem  sieb  nicht  bei  den 
Substitalionen  der  Gruppe  St^  und  ebensowenig  bei  denen  der 
Gruppe  ^4.  (Vgl.  I,  §§4... 7.)  Bei  den  Substitutionen  der  Gruppe 
aber  werden  sie  durch  eine  mit  (&„  holoedrisch-isomorphe  Gruppe 
von  linearen  Transformationen  unter  einander  verlauscht.  Wir  geben 
der  grosseren  Bequemlichkeit  halber  nicht  aliein  die  Aenderungen 
der  VerhSltnissgrOssen  Xf  an,  die  den  erzeugenden  Substitutionen 
S«,  von  entsprechen,  sondern  auch  noch  die  daraus  herzu- 
leitenden Transformationen  der  VerhaltnissgrOsscn  Yf  und  Z,. 


x; 

X.' 

1 

1 

1^» 

Ii !  z; 

An 

A, 

A. 

A. 

V, 

 — T' 

z. 

V, 

A'. 

A. 

A. 

V, 

-V, 

—  V, 

z. 

z. 

A, 

A, 

A., 

A. 

V.. 

-V, 

Vi 

z. 

V3 

A. 

»0 

— y, 

z. 

z, 

-z. 
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AV 

AV  1  AV  1 

>v 

>V 

v; 

v; 

Zo 

z; 

z; 

Z3' 

\ 

A'o 
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y. 

Zo 

^^ 

-Xoi  Xi 

X, 

-F. 

z, 

—  z. 

-z, 

^\ 

-X, 

X^i —  AV 

X, 

—  V, 

v 

-V., 

V, 

7 

'■'II 

z 

V 

— j 

A,    A,  - 
1  1 

-X, 
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Man  erkennt  unniilU'lbar  die  IdentiUU  der  von  den  collinearen 
TianslbrinatitMH  n  I  :  und  ;-2)  erzeugten  Gruppe  nnt  der  in  §  8  (S.  155, 
löC)  besprochenen  Gruppe  Wir  können  daher  einen  Theil  der 

bis  jetzt  gewoaneneo  Ergebnisse  folgendermassen  zusamiuenfasseo : 

SielU  man  em  sphärische»  Dreiedt  ak  bettimmi  o»,  wem  die 
CosUm  semer  Seite»  und  Winkel  gegeben  «tntf,  so  kam  man  die 
ManmgfalH^teii  aller  sphärisdten  Dreiedse  durch  eine  im  Allgemeinen 
eindeuHg-umkehrbare  Zuordnung  derart  anf  die  Bmkle  eines  dienen 
dreifaehHiusgedehnten  Rawnes  abbilden^  dass  den  seditehn  tu  demselben 
Dreikani  oder  Dreifach  g^ürigen  Naehbardreieeken  die  Punkte  einer 
Kummei'schen  Cof^ptirafion  enfoprecAen,  und  dass  femer  den  oo'  ver- 
schiedenen Drdkanten  durch  diese  AMnldung  die  oo*  Kummei'schen 
Configurationen  mit  derselben  Gruppe  zugeordnet  werden. 

Die  Piinkic  der  KmiMKn  >(  lien  Couliguratioiu  n  vertlieilen  sich  auf 
die  in  1)  detinirten  U;niinL:('biete  in  der  Weise,  dass  im  Falle  1 
jedes  der  vier  Oclaeder  vier  l'unktc  derselben  Configuration  enthält, 
in  den  Fällen  II,  III,  IV  über  in  jedet»  der  dann  vorhandenen  16  Kaum- 
gebiete  ein  einzelner  Punkt  eioer  zugehOr^ea  KmiiiBft'scheii  Con- 
figuration za  liegen  kommt. 

Ferner  lehren  die  Formeln  (1)  und  (2):  Der  Zerlegung  der  Gruppe 
®ie  in  die  von  den  Substitutionen  5,  bei,  S  erteu^ßen  üntergn^^pen 
entspricht  die  Zerlegung  der  Gruppe  ii>  die  Spiegelungen  an  den 
Kantenpaaren  des  Y-  und  des  Z^Tetraeders^,  —  Auch  die  Gruppe  der 
Spiegelungen  an  den  Kantenpaaren  des  X-Tetraeders  hat  eine  ein- 
fache Bedeutung  für  die  spbfiriaehe  Trigonometrie:  Sie  entspricht 
der  in  §  4  des  ersten  Abschnittes  (Nr.  9,  S.  104)  gelegentlich  betrach- 
teten Gruppe  der  vier  Subslitutioneu     2ii .  — 


(Silzber.  «I«'r  K.  Sächs.  Ges.  rl.  W  ..  18'.)^,  S.  \  isi  ein  anderes  System  von  er- 
zeugenden Operationen  in  den  MiUclpuiikl  gesteilt,  das  der  Zerlegung  von  6']^  in 
sogenanole  Sdtiebiu^en  der  Pundameatalfliiehe  om  =  0  entspridit.  Die  dort  ge- 
bnucbten  Bezeichnnttgen  hingen  mit  den  hier  verwendeten  so  zonninen:  Bs  Ist 


(35)  =  S^Si,  (Bl)  =  8,^9,  (13)  =  SiSt, 
(46)  =  s,^,   (es)  «  («)  =  SiSt, 


also  umgekehrt: 


.S,  =  (45), 
^1  =  (36), 


^1  =  (ßsy. 
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YoD  der  Gruppe  kann  man  in  verschiedenen  Bichtungen  zu 
nmftiasenderen  Gruppen  aufsteigen  —  einmal  sn  den  mehrfach  be- 
sprochenen Gruppen  ^,2g  —  dann  durch  die  in  §  7  des  ersten 
Abecbntttea  voi^ienommenen  Erweiterungen  zu  den  Gruppen  ®m  und 

Die  zuerst  genannten  Gruppen  lassen  sich  leicht  geometrisch  auf- 
fassen mit  Ilülte  tlei  in  §  Kl  behandelten  vierfachen  und  achtfachen 
Raumuberdeckung.    Wir  brauchen  hierauf  nicht  nUher  einzugehen. 
Dagegen  wollen  wir  die  Verlauschungen  der  Parameter  A',  kurz  be- 
trachten, die  den  Substitutionen  von        und  W,,,^  entsprechen.  Man 
wird  nümlich  auch  in  diesen  Fallen  wieder  auf  collineare  Trans- 
fonnatiunen  des  Raumes  geführt:  Die  den  Gruppen       und  ($tn  zu- 
geordneten Iransfonuationsgruppmi  des  Raumes  sind  keine  anderen, 
als  die  Gruppen  6«  und        die  wir  in  §  8  (S.  455)  kennen  gelernt 
haben.   Betrachten  wir  also  congruente  Dreikante  oder  Dreiflache  als 
nicht  wesentlich  versdiieden,  so  können  wir  sagen:  Man  kam  die  Mamug- 
fM^ieU  der  oo^  wetenäiek  venekkdeiien  Dreikanle  oder  Dreifache  (mU 
gegAenem  MUU^uHkt  im  EndHeke»)  derart  auf  den  ebenen  Baum  von 
drei  Dimenwmen  ahbiiden,  data  anem  Baumpmikt  ein  im  Allgemeinen 
vättig  heeUmmlee  Dre^ant  oder  Dreifadi  enttpridU,  umgehekrt  aber 
einem  gegebenen  Dreikani  oder  Dreißaeh  96  »oUke  üanrnjntnlrfB  tnge- 
weeten  werden^  deren  hhegriff  von  der  mit  den  damischen  Ti^aedem 
verknüpften  Gruppe  G^^  in  sich  selbst  übenieführt  wird. 

Die  Dreikante  sind  [)aar weise  als  Pularliguren  /.usammeugeordnel. 
Die  zu  einem  .solchen  Faai  gehörigen  Figuren  von  je  96  Kaumpunkten 
entsprechen  einander  wechselweise  in  den  involutorischen  collinearen 
Transformationen  (Spiegelungen),  die  durch  je  einen  Kckpunkt  des 
A'-Tclraeders  und  die  gegenüberliegende  Flache  bestimmt  sind.  Ins- 
besondere folgt:  Die  I*imktti  auf  den  Flächen  den  X-Tetraeders  ent- 
eprechen  den  Dreikanten  ^  die  tu  sie^  s^st  polar  mnd,  oder  den 
sphärischen  Dreieckeny  bei  denen  die  Sinus  der  Seiten  numerisch  gleich 
sind  den  Simu  der  gegenüberliegenden  Winkel,  Den  Ecken  des 
1-Tetraeders  entsprechen  die  Dreiecke  mit  drei  (mod.9v)  rechten  Seiten 
und  Winkeln.  — 

Die  Gruppen  0««  und  Gm  enthalten  die  Gruppe  G„  als  invariante 
Untergruppe,  wie  wir  in  §  8  gesehen  haben.  Nehmen  wir  jetzt  an, 
dasi  wir  irgend  eine  Gruppe  collinearer  Transformationen  kennen. 
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die  die  Gruppe  G„  ebeDfalls  als  iDTariante  Uotergruppe  enthalt, 
ihrerseits  aber  weder  in  der  Gruppe  G«  noch  auch  in  der  Gruppe 
Gm  enthalten  ist,  so  werden  wir  zu  emem  eigentbUmlichen  Zusammen- 
hang zwischen  mehreren  verschiedenen  Dreikanten  geführt,  den  man 
fUglich  als  Verwanälsckaß  bezeichnen  kann.  Dreikante  worden  also 
in  diesem  Sinne  »verwandt«  dann  zu  nennen  sein,  wenn  die  ent- 
sprechenden Raiinipunkte  einander  durch  eine  Transformation  der 
gerade  betrachteten  Gruppe  zugeordnet  werden,  die  nicht  schon  zu 
den  bereits  von  uns  behandelten  Transformationen  gehört.  Wir 
wolirn  diesen  Gedanken  durch  ein  besonders  lucrkwUrdiges  Beispiel 
erläutern,  indem  wir  die  §  8  einaeführte  Gruppe  (^,7,,  ins  Auge  fassen. 

Diese  definirt  oflenbar  eine  Tripelveru  andtschafi  zwischen  Paaren 
zu  einander  polarer  Dreikante,  indem  sie  ilrei  Gruppen  von  je  19ii 
vemOgß  der  Gruppe  ^,»2  zusammengehörigen  Punkten  zu  einer 
höheren  Einheit  von  576  Punkten  verschmilzt.  Aber  die  so  be- 
stimmte Zuordnung  Ittsst  sich  von  den  Dreikanten  auf  die  Dreiecke 
selbst  Übertragen.  Wir  mOgen  nitmlich  bemerken,  dass  die  Gruppe 
Ggn  eine  Untergruppe  enthalt,  die  aus  der  identischen  Transformation 
und  den  folgenden  beiden  (einander  entgogengesetzlen)  Tkmsforma- 
tionen  besteht: 

X„ -  X,  -  \,  -  X3 ,  2  X,:  =  ^  X„  -h  X,  +  X,  +  X,, 
Ad  -j-  X|  —  X_,  —  X , ,  t  X,  —  —  X(,  -|-  X,  —  Xj  —  X3, 

ip^—  X|    -\-   X  ,    X;,  ,        2  Xj    "          JKq    X|  — j-  X._>  — |-  X;i, 

ÜJp— J^i — Xj^JI^,  2J(}  —  ^ J[g ^— JC| — Xj JLj. 

Das  System  der  Substiliitionsooefficienten  geht  bei  diesen  Trans- 
foniialioncu  Uber  in  zwei  nein'  Systeme  a,',  und  a^,  die  aus  den- 
äelben  Grössen  in  anderer  Anordnung  bestehen: 

Ob  Oat  Ott  «a  «»»  «ai 

(i)  «M*  0»  Ou  Oss;        «00»  «II  • 

«1»  «11  ««  «» 

(Vgl.  den  Scliluss  von  §  5.)  Das  Theorem  des  §  Ü  (Formel  4,  S.  143) 
fuhrt  jetzt  zu  dem  Satz: 

Ein  durch  die  Cosinm  seiner  Seiten  und  Winkel  gegehctws  s^pfnhi- 
svfu's  Dreieck  bestimmt  noch  zwei  weitere  Dreiecke,  deren  HeUen  und 
Winkel  mü  denen  de$  treten  durcft  die  Formeln  uuammenkän^: 


(3) 


2x;  = 

2X,  = 
iX^  = 

2jic;  = 
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§11.  TniPELVElWAADTSCIUFr  8PHÄB1SCBEII  DbEIBCKE. 


(i  =  1,  2,  3). 


cos  «(  = 


j  cot «,' 


coso«  = 


cos  «/  = 


008  Ol  cos  a,"  ' 

1    COS  (Ii 

COS  0|'  cos  «,  ' 

1    cos  Oj' 


99  /  * 

008  Cl|  cos  flTf 


Von  drei  auf  Hiesp  Art  vorl)uiuleneQ  Dreiecken  mit  reellen 
Cosinus  immer  eines  reelle  und  ein  zweites  rein  iu)aginaie  Seiten 
und  \\'inkel.  wührend  das  dritte  entweder  reelle  Seiten  und  rein  ima- 
ginäre Winkel  oder  reelle  Winkel  uod  rciü  imaginUre  Seilen  hat. 

Setzt  man  etwa  die  zulet/.t  angegebenen  Werthe  der  Grössen 
coBOi,  OOS  «1  in  die  Formeln  des  Cosinussatzes  ein,  so  gebt  die 
erste  Gruppe  von  drei  Formeln  (Nr.  1,  §  1,  S.  124)  in  die  zweite 
(Nr.  6)  Uber,  aas  dieser  aber  geht  eine  nene  Formelgmppe  hervor: 

(cos  %  .  cos  0}  .  cos  «4  —  cos  Oi  .  cos  0^  .  cos  O})* 

=  (co^fti  —  cos* «2)  (cos? «3  —  cos*  «3)  ,       O.  9.  w., 

die  man  natürlich  auch  auf  anderem  Wege  begründen  kann.  — 

Man  kann  leicht  alle  coUinearen  Transformationen  finden,  die 
die  Gruppe  G,«  in  sich  selbst  überfuhren.  Sie  bilden  die  bekannte 
Gruppe  von  11520  Transformationen,  die  die  10  Fundamentaldachen 
s^  =  0  (§  8,  S.  1 57)  unter  einander  vertauscht.  Jede  hierin  enthaltene 
Untergruppe,  die  ihrerseits  die  Gruppe  6»  enthalt,  fuhrt  zu  einem 
dem  letzten  Satze  ahnlichen  Theorem.  Zu  einem  einfachen  Eiigebniss 
kommt  man  noch,  wenn  man  die  Untergruppe  von  1158  Transfor- 
.mationen  in  Betracht  zieht,  die  die  Flache  =  0  \ü  Ruhe  Ulsst, 
d.i.  die  Gruppe  von  collinearen  Transformationen,  die  die  sechs  Tetra- 
eder beider  Reihen  in  allgemeinster  Weise  vertauscht.  Die  in  dieser 
Gruppe  enthaltenen  involotorischen  Transformationen  fuhren  zu  invo- 
latorischen  Zuordnungen  sphärischer  Dreiecke. 


172 


E.  Studt,  TaifiOiiOHmiB.  Aitcutirr  II. 


[8B 


§  12. 

Die  Halbmesser  der  Eckenkreise  und  der  fierfilirangskreise  des  Dreiecks. 

Man  IcaoD  die  Yertittltiiisse  der  von  uns  eingefUlirteii  Grttsseii 
Ti  und  Zf  in  einer  sehr  einfachen  Weise  an  der  Kugel  selbst  geo- 
metrisch deuten,  wenn  man  die  sphärischen  Halbmesser  der  vier 
Bertthrungskreise  des  Dreiecks  und  die  dazu  dualistischen  Grössen 
berechnet. 

Wir  bezeichnen  mit  ^  die  Cokmgenie  des  sphärischen  Halb- 
messers des  Kreises*),  der  die  Seiten  des  Dreiecks  gleichartig  berührt, 
nümlich  so,  dass  die  positiven  Richtungen  der  Seiten,  in  den  Be- 

riiiiriingspunkten  auf  den  Kreis  übertragen,  alle  drei  den  gleichen 
Drehungssinn  ergeben;  und  entsprechend  nennen  wir  (J^  die  ('.ol.ui 
genle  vom  sphiuLschen  Halbnie.süer  des  Kreises,  der  die  Seilen 
und  fl,  iricicharlig  und  die  Seite  <i,  ungleichartig  berührt,  u.  s.  f. 
Ferner  nennen  wir  r„,  r,.  r,,  r,  die  zu  den  Grössen        (>, .  , 
dualistischen  Grössen,  also  die  Colangenten  der  sphärischen  Halb- 
messer der  Beruh ruDgskreise  des  Polardreiecks.    Dann  ist  die 
goniometrische  Tangente  des  sphärischen  Halbmessers  des  Kreises,  der 
durch  die  drei  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  geht,  r,  die  entsprechende 
Grösse  für  den  Kreis,  der  durch  die  Ecken  2  und  3  und  durch  den 
Gegenpunkt  der  Ecke  1  hindnrchlAuft,  u.  s.  w. 

Um  etwa  zu  berechnen,  nennen  wir  w<  den  Innenwinkel  an 
der  Basis  des  gleichschenkligen  Dreiecks,  das  durch  die  Seite  und 
einen  der  beiden  Mittelpunkte  des  Eckenkreises  bestimmt  wird. 
Dann  ist 

«2  -\-  (1)3  =  w  4-  «, 

4-  w,  —  TT  4^  «2     (mod.  2«) , 
-\-  (üj  ~  n 

also  0|  =  ^  +  "1      (">od.  n) , 

folgllich  —  =  ctg ^* cos«}  =  +  ^  sin        Die  Badien  der  drei 

anderen  Eckenkreise  ergeben  sicti  hieraus  durch  die  in  §  4  des 


\)  Geniiuer:  ein«^s  dpr  beideo  Kreise,  clio  die  im  Texte  genannfr  EiRenscJinfl 
haben,  und  durch  die  Spiegelung  am  llitlulpuakl  der  Kugel  io  einander  übcrgclien. 


89] 


EnwHcnuBiBiiB  mu  mnaumiiB  Kim. 
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ersten  Abscliniites  defioirteo  SubsUUitioneo  Si2,\.  Es  bestehen  also 
die  Gleichuogea: 

=  /i  sin  0|  =    sin  0)  =  1^  sin  , 


=  ii  Sin     =     Sin  Os  =  <^  sin  , 

=  7-  sm  a,  =  U  sio      =  -r-  sid  a. , 
•I  h 

H —  =  -j-  sm  0J  =  —  sin  «i  =  sin  Oq  , 
—  ''s       «1  '2 


  asln  a^ 

n 


R.Z, 


.  2  sin  <i 

±     =  — p— * 


U  .  Y: 


{i  =  0,1,2,3). 


^3} 


2(>»=     r,-|-r,  — r,  +  r,, 


2  V  »,>,),>;,  y/w^y, 

Liisst  man  nur  die  oberen  (oder  nur  die  unleren)  Vorzeicbcn 
gellen,  so  kann  man  offenbar  in  allen  Formeln  des  §  6  die  Grossen 
Zi  durcli  die  Grössen  r,-  und  die  Grossen  durch  die  Grössen  (»^ 
ersetzen.  Zwischen  den  GrOssen  r«,  besteht  dann  dieselbe  Ab- 
hängigkeit, d.  h.  es  ist 

2r,  =     ^  —  Ci  +     +  > 

=  ^  +  C»!  +  —  ^ » 
In  diesen  linearen  und  homogenen  Gleichungen  haben  wir  vier 
von  den  fünf  unabhängigen  Relationen,  die  awischen  den  achl  Grossen 
r,  ,  stattfinden  müssen.  Die  letzte,  die  weder  linear  noch  homogen 
ist,  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  daas  der  in  den  Formeln  (S)  zu 
den  Grössen  Z,,  V.  hinzutretende  Factor  gleich  Eins  werden  muss, 
wenn  man  Z<  durch  r,  unti  V,  durch  (j,  erselzt.  Sie  lautet  also 
iUU  +  r^r-^jir^rn  +  r3r,)(ror,  -f  r,rj) 

Die  hiermit  gelöste  Aufgabe,  die  Beziehungen  zwischen  den 
nalbniessern  der  umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreise  eines 
Dreiecks  anzugeben,  ist  fUr  den  Fall  eines  ebenen  Dreiecks  schon 
lange  erledigt  (Striner,  Ges.  Werke,  Bd.  I,  S.  213).  Wir  werden 
spater,  in  §  Ii,  die  von  Bobillier  und  Stbimii  angegebenen  Formeln 
durch  einen  Grenzttborgaog  wiederfinden. 


(») 
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Bs  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  durch  die  Gleichungen 
(1)  vermittelte  Hcziehung  zwischen  den  Grössen  und  sin  o,  wechsel- 
seitig ist:  Neben  die  Gleichungen  (2),  ia  die  man  fUr  P  und  Jl  die 
Weribe  aus  Nr.  5,  §  1  (S.  125)  eintragen  mag,  stelleo  sich  als  Aaf- 
iosuogen,  bei  Annahme  der  oberen  (oder  unteren)  Vorzeicben,  die 
ganz  analogen  Gleichui^n 

(5)  sin  a,  =        ^<      ,    sin  a,  =    .  [i  =  0,  1,  2,  3). 

Bemerkenswerth  sind  auch  die  hienos  fliessenden  AnsdrQcke 
für  JP*  und  n*: 

« 

(6)  I«  =  — ,   fJ'  =  * 


Der  Volkitandigkeit  halber  erwähnen  wir  noch  eine  bekaimte 
Umformung  der  Ausdrücke  (2). 
Es  ist 

2  sin  00         8  sin  Oj .  iln  «To  ,        .        c    i  m 

il  sin  «1 .  P      ^  ^  ^ 

sin  tft  •  flhi  1- .  8in 
sin  0^  =   ,  also  (bei  eigentlichea  Drei- 


8 

ecken  und  bei  Annahme  der  oberen  Vorzeichen  in  (1)) 


(7) 


P.fo  =:  4sin^*sin^'Sin^, 

P.  r,  =  4sin  ^-  •  cos^  •  cos  ^  i  u.  s.  f. 


§  13. 

Krel8v1«reeke  ia  der  Ebene. 

Meliron^  der  von  uns  aufgestellten  Formeln  sind  noch  einer 
zweiten  geometrischen  Deutung  fclhig.  die  an  pianimetrische  Construc- 
tionen  anknüpft,  und  die  wohl  eiienfalls  ein  gewisses  Interesse 
anspruchen  darf. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Seiten  und  Winkel  des  dar- 
zustellenden Dreiecks  sämmtlich  zwischen  den  Grenzen  0  und  it 
liegen,  dass  es  also  /.um  Typus  [AoA^]  gehört  (I.  Abschnitt,  §  2). 

Legen  wir  die  Winkel  2»,,  deren  Summe  2n  ist,  in  beliebiger 
Reibenfolge  an  einander,  Iiescbreiben  wir  um  den  gemeinsamen 
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Scheitel  einon  Kreis,  und  bringen  wir  diesen  mit  den  vier  Winkel- 
schenkeln zum  iJiirelischnitt ,  so  entsiebt  ein  Kreisviereck,  dessen 
Seilen  sich  verhalten  wie  die  Grössen  Y,  (§  6,  Formel  7,  S.  144),  Ebenso 
entsteht  ein  Kreisviereck,  dessen  Seiten  den  Grössen  proportional 
sind ,  wenn  wir  die  entsprechende  Construclion  n)il  den  Winkeln 
2  ausfahren.  Wir  wollen  nun  die  Halbmesser  der  benutzten  Kreise 
insbesondere  so  wählen,  dass  zwischen  den  Seiten  der  beiden  Kreis- 
vierecke dioselt)en  linearen  Gleichungen  bestehen,  wie  zwischen  den 
Grossen  y^,  Zf.  Dann  wird  es,  wo  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
genannten  Grossen  ankommt,  erlaubt  sein,  die  Seiten  der  beiden 
Vierecke  mit  jenen  Grossen  selbst  zu  identificuren. 

Die  beiden  so  constniirten  Kreisvierecke  nun  geben  uns  ein 
treues  BUd  der  Eigenschaften  des  sphärischen  Dreiecks;  sie  erlauben 
nfimlicb,  den  wichtigsten  unserer  analytischen  Ausdrücke  eme  ein- 
fache geometrisdie  Deutung  unlerzolegen. 

Zunächst  finden  wir  in  unseren  Vierecken  nicht  nur  die  Winkel 
2«^,  Soi,  sondern  auch  die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  selbst  unmittelbar  vor.  (S.  Fig.  1 3.)  Die  Formetai  (4)  des 


FlS.  4S. 


§  6  redttciren  sich  daher  jetzt  auf  einen  bekannten  Lehrsatz  der 
Elementargeometrie: 

[  r,*— yj«— y,» 
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Die  Irrationalitäten  yZoZ^Z^Z:^  und  VYoY^Y^Yi  werden  g;leich 
den  Ficlcheninhalten  Jg  und      der  beiden  Vierecke: 

(2)  =  >%W,,  /,  =  Vwän «). 

Bezeicboei  man  ferner  die  Diagonalen  des  ersten  Vierecks,  deren 
es,  bei  verschiedener  Anordnung  der  Seiten,  offenbar  drei  verschie- 
dene gibt,  mit  dl,  d,,  «i,,  wie  in  der  Figur  angedeutet,  so  hat  man 
nach  dem  Ptolemllischen  Lehrsatz  z.  B. 


4 


(3)  ikd,  ^  y^y,  +  y^y, 

Dieselben  Ausdrucke  aber  ergeben  sich  für  die  Producle  der  Diago- 
nalen des  zweiten  Vierecks. 

JMe  beiden  uuammengekörigen  Kreiwierecke  Auften  aUo  gleiche 
Dia^nuden: 

(4)  d,  =         </,  ,   rf,  =  — . 

"ll  ^T! 

Hierauf  gründet  sich  eine  elegante  constructive  Lösung  der 
Aufgabe :  Die  Winkel  eines  Dreiecks  zu  finden,  dessen  Seilen  gegeben 
sind  (oder  umgekehrt) ;  Man  conslruire  zuerst,  in  beliebigem  Grüssen- 
verbttltniss,  das  erste  Viereck,  hierauf  mit  Hülfe  der  bekannten  Dia- 
gonalen und  Seilen  das  zweite;  aus  diesem  können  die  Winkel 
oder  auch  die  gesuchten  Winkel  «j,  «ej,     selbst  abgelesen  werden. 

Auch  der  Sinussatz  reducirt  sich  auf  einen  elementaren  Satz  der 
Planimetrie: 

I  2     =  d^di  sin  Oi  =  d^dt  sin     =  dtd^  sin  o,, 
(  2«f«  =  d}d,  sin  tti  ==  d^dt  sin  a,  =  did^  sin 

(6)  P:n^J„l, 

sin  a, :  sin     :  sin  a  ,  ■=  sin  ui :  sin     :  sin 

—  dl  :  d-i :  dj . 

Ferner  gelten,  wenn  wir  mit  und  r,  die  Ilalhinesser  der  beiden 
Kreise  bezeichnen,  denen  die  Vierecke  eingeschrieben  sind,  die  be> 
kannten  Formeln 

(8)  4i,./,=  4r,./,  =  did,d,  =  Ä.  - 

f)  Wflgon  der  benutzten  olcmenl.ir(>comotrisclion  Siit/c  vergleiche  man  etwa 
Bai.tzeb,  Elemente  der  Mathematik,  Bd.  II,  Viertes  Hucli.  §  ti  "».  AiiflMi;«"^  mlor 
S' Ml  liMiixH ,  Geometrie  des  Maasses  (Planimetrie  Nr.  tS)  oder  äsaaiiT,  TrigoDO- 
iiietne  p.  123. 


(») 
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Diese  Formeln  beziebeD  sich  zunSchst  auf  die  Anoabme,  dass 
das  betrachtete  sphärische  Dreieck  zum  Typus  [A^Kj  gehört  (s.  oben), 
dass  also  die  Grossen  Y«  und  sammtlich  positiv  sind  oder  doch 
das  gleiche  Yorzeicheo  haben  (§9,  S.  159).  Eine  von  Möbius  her- 
rührende Anschauungsweise  setzt  uns  aber  in  den  Stand,  die  Be- 
trachtung auf  die  Ubrii^en  Fülle  auszudehnen'). 

Man  denke  sich  auf  dem  Umfang  eines  Kreises  vom  Halbmesser 
T  einen  Punkt  B  immerfort  in  derselben  Richtung  bewegt,  einen 
anderen  Punkt  A  festgehalten.  B  möge  im  Anfang  der  Bi  wegung 
mit  A  zusanunenfallen.  Dann  wird  die  Sehne  Aß  vom  Wcrlhe  Null 
an  wachsen,  dann  wieder  abnehmen,  schliesslich  nach  dem  ersten 
Umlauf  des  Punktes  B  von  Neuem  die  Lüngc  Null  ernMi  hen.  Wir 
wollen  nun  bestimmen,  dass  die  Lüngc  der  Sehne  bei  der  weiteren 
Forlsetzung  der  Bewegung  zu  negativen  Werthen  Ubergehen  soll, 
dann,  nach  dem  zweiten  Umlauf  des  Punktes  wieder  zu  positiven 
n.  s.  f.  Wir  gelangen  so  za  der  folgenden  Regel:  Der  Sehne  eines 
gegebenen  Bogens  ist  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen 
beizul^en,  je  nachdem  der  Bogen  selbst  positiv  oder  negativ  aus- 
fällt, wenn  man  ihn  durch  Addition  eines  ganzzahligen  Vielfiichen 
des  doppelte  Kreisumfangs  ktn  auf  das  Intervall  von  —  Stiv  bis 
+  St»  redttcirt. 

Wir  wenden  jetzt  diese  Bestimmung  auf  unser  Kreisviereck  an, 
indem  wir  das  ursprünglich  benutzte  Dreieck  etwa  der  Substitution 
S,  unterwerfen: 

«i'  =  «i»  «a'  =  «2  +  »f      «»'  =  «3  +  «» 

Oj'  =  Sff  +  et,,    a,'  =  —  «f,,  =  — 

Die  Grössen  2«,,  2rT,  nehmen  hierbei  die  neuen  Werthe  an: 

27r,  2.S, +  2^,,  2«,;  2o,,  2oo— 4;r,  2o;,4-2;r,  2ffj-f-2,^. 
Construiren  wir  nun  die  zugehörigen  Kreisvierecke,  so  unter- 
scheiden sicii  diese  in  ihrer  Gestalt  gar  nicht  von  den  zuvor  gefun- 
denen ;  aber  die  Ecken  sind  jetzt  in  anderer  Weise  durch  Kreisbogen 
verbunden,  nämlich  so,  wie  es  in  Fig.  14  (S.  17 8) angedeutet  ist;  zugleich 
ist  die  Bezeichnung  der  Seiten  im  Viereck  {Z)  eine  andere  geworden. 
Wenden  wir  die  MoBics'sche  Regel  an,  so  finden  wir,  dass  jetzt  ent- 
weder den  Seiten  Y;,  Y/,  Z,',  Zi  oder  den  Seiten  Y„  Y„  Z,',  Z; 

4J  M6B1D8,  Ges.  Werke,  Bd.  1,  S.  406  u.  ff.,  insbesoodere  S.  408. 
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das  negative  Vorzeichen  beigelegt  werden  mvtss.    Damit  haben  aber 

die  Verhältnisse  der  Giössen  V,,  Z,  i^'orade  die  Werthüoderung  er- 
faliren,  die  sie  bei  der  Substilulion  erleiden. 


Flg. 


Man  übersieht  leicht,  wie  diese  Betrachtung  fortgesetzt  werden 
kann:  Bei  gehöriger  BerUcksicbligung  des  den  beiden  Umfassungs- 
kreisen  beizulegenden  Drehungssmnes  und  des  Vorzeichens  der  Dia- 
gonalen gelangt  man  za  einer  neuen  Auffassung  der  Gruppen 
®M>  ®m'  Wie  dürfen  wohl  darauf  verzichten,  den  Gedanken  bis  zu 
allen  Einzelheiten  hin  durchzufltthren. 


Die  angegebene  Darstelluni;  der  .>}>hiin>Llien  Dreiecke  durch 
Krcisvicrccke  in  der  Khene  i  isItlmIi  .sich  niehl  nur  auf  die  Dreiecke 
mit  reellen  Seileil  iiiul  Winkeln,  sondern  auch  auf  die  Fülle,  in  denen 
entweder  die  Seiten  oder  die  Winkel  rein  imaginär  werden ;  jedoch 
ist  dann  immer  nur  das  eine  unserer  beiden  Vierecke  realisirbar. 
Ausgeschlossea  bleiben  dagegen  von  den  in  §  9  unterschiedenen 
Fflüen  die  unter  IV  genannten,  die  Dreiecke  mit  rein  imaginttren 
Seiten  und  Winkeln.  Ulan  kann  aber  die  sphttrische  Trigonometrie 
noch  auf  eine  zweite  Art  zu  den  Kreisvierecken  in  der  Ebene  in 
Beziehung  setzen;  und  hierbei  enisprichl  gerade  den  zuletzt  erwähn- 
ten Dreiecken  eine  vollständig  reelle  Figur. 

Wir  construiren  jetzt  ein  eigentliches  und  ein  aberschlagenes 
Kreisviereck  mit  Seiten,  die  sich  verhalten,  wie  die  Grossen  X^,  und 
bezeichnen  die  zugehörigen  Winkel  mit      und        (S.  Fig.  15.) 


95] 


§  13.  KuuvnuciB  m  »sm  Bbuib. 
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DaQD  Üuiiet  sich 


Fig.  45. 


Die  reciproken  Werlhe  der  Grnsmi  cos  ,  cos  i'f  j  sind  also  die 
Cosinus  der  Seilen  und  Winkel  eines  sphärisehen  Dreiecks. 

Dieses  Dreieck  hat  nothwendig  rein  imaginäre  Seilen  und  Winkel, 
weoD  beide  Vierecke  reell  sind;  ist  dagegen  nur  eines  der  beiden 
Vierecke  möglich,  so  kommt  man  wieder  auf  die  Falle  II  und  Hl  des 
§  9  zurück.  Auch  bei  dieser.  Deutung  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonomelrie  stellen  sich  mehrere  der  von  uns  eingeführten  Aus- 
drOcke  als  geometrisch  einfach  definirte  Grössen  dar.  Far  die  Flfichen 
J  und     der  beiden  Vierecke  z.  B.  ergeben  sich  die  Werthe 

Schliesslich  kann  man  diese  Betrachtungen  noch  in  der  Art 
erweitem,  dass  man  alle  sechs  Kreisvierecke  gleichzeitig  untersucht, 
die  durch  die  drei  GrOsaensysteme  X^,  7«,  Z<  definirt  werden  (aber 
freilich  niemals  gleichzeitig  reell  sind).  Man  findet  so  eine  zweite 
Herleitung  des  in  §  41  (S.  170,  171)  aufgestellten  Satzes. 

Die  drei  Paare  von  Kreisvierecken  und  die  drei  zusammen- 
gehörigen sphtlrischen  Dreiecke  stehen  in  einer  doppelten  merkwür- 
digen Beziehuni^:  Die  reciproken  Werthe  der  CosiniLs^  die  zu  den  drei 
Viereckspaaren  (je/iiiren ,  sind  die  Cosinus  der  Seilen  und  Winkel  je 
eine»  der  drei  Dreiecke;  atuirerseils  kann  man  die  sechs  Vierecke  auch 


180 


E.  Study,  Teigonombtiib.  Abschnitt  II. 


[96 


80  in  dm  Paare  ordnen^  dasB  «Iw  YfW^l  etnet  Paares  selbst  gleich 

dm  Seiten  und  }Vinkeln  Je  eines  der  drei  spliärisclien  Dreieöke  werden. 

§  u. 

6renzül)ergang  zum  ebenen  Dreieck. 

Von  unserer  Parameterdarstellung  der  sphärischen  Dreiecke  ans 
kommt  man  durch  einen  nicht  uninteressanten  Grenzübergang  zu  einer 
abnlichen  Darstellung  der  ebenen  Dreiecke. 

Um  zum  eb^n  Dreieck  zu  gelangen,  bedienen  wir  uns  einer 
Grösse  deren  höhere  Potenzen  wir  gegen  die  niederen  vemach- 
iKssigen,  und  mit  der  wir  schliesslich  zur  Grenze  Null  ttbei^hen. 
Wir  fuhren  den  Grenzübergang  nur  filr  solche  Dreiecke  durch,  deren 
Seiten  sdir  wenig  von  Null  verschieden  sind,  und  setzen  dem  ent- 
sprechend: 

(I)  a<  =  () .  =  üi       (i  =  1,2,  3). 

Die  Summe  der  Winkel  mag  im  Grenzfalle  d  =  0  gleich  %jf 
angenommen  werden,  so  dass 

Die  Bezeichnungen  werden  also  in  der  ebenen  Trigonometrie 
ttberflassig:  nicht  aber  die  Bezeichnungen  .  Diese  wollen  wir  jedoch 
jetzt  etwas  abändern,  indem  wir  an  ihrer  Stelle  fortan  die  Grössen 

gebrauchen. 

Die  Substitution  fUr  die  Parameter  Z^y  die  der  Substitution  (1) 
entspricht,  kiulet 

(3)  Z.  =  fi.Z,,Z,^Z,,Z^=Z„Z,  =  2,. 

Die  Parameter  vereinigen  sich  im  Grenzfalte  mit  den  Grossen 
To  an  deren  Stelle  jetzt  vier  iinear-abhangige  AusdrUdce  treten: 

2V«=      Z,  +  /,  H 
iY,  =  —  Z,  +  Z|  +  /, , 

2Y$  =      Z|  +     —  . 
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Fuhrt  man  nun  den  angezeii^'ltm  r,i  i-nzUbergang  aus,  so  enl- 
slelx'n  (li«^  folj^enden  Formeln,  die  die  Farameterdarslellung  der  ebeoeu 
Dreiecke  durch  die  Yerhaltoisgrössen  Z4  entbailea: 


(5) 


8  '  2 


UieraoB  folgt  einerseits  die  Proportion 
andrerseits  die  gomometriscbe  Formel 

«lg  I '  ctg  I  +  et«  I .  ctg  i  +  ctg  I  •      1  =  ^  • 

Ferner  eigibt  sich 


(7) 
(8) 


sin  «,=il^^M 


,  OOS  äi  =  — i —  -  - 

2  Z, 


An  Stelle  der  Irralionalit^u  R  tritt  jetzt  das  auch  im  Vorzeichen 
besiinimle  ralionale  Product  Z^7^Z^\  die  die  Grössen  sin«,  ver- 
ireiendea  Grossen  ^  enthalten  daher  nur  noch  die  eine  Irrationalität 


(9) 


ZTT^     .  y,      («-:  0,1,2,3). 


An  Stelle  der  DELAMHRF.'schen  Ausdrucke,  oder  vielmehr  eines 
Theiles  von  ihnen  treten  die  luigenden: 
«j  — «3 


00) 


ua 


sin 


8 


«1  — &t 
8 

?» 
8 


 g>  — «a  _        ^2  —  ^s 


endlich  ergibt  sich  au.s  den  L'lluiLiBB'schen  Formeln,  wenn 
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(11) 

guscUt  wird, 
(42) 


2 


2 


Die  Grundformeln  der  ebenen  TiigODomelrie,  der  Gosinofr-  und 
der  Sinussatz,  entstehen  bekanntlich  aus  den  ebenso  benannten  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  durch  den  nilmlichen  Grenzübergang: 

(13)  öt*  =  öj^  -f  dj^*  +  2  4,  d, .  cos  öl , 


sin  äi        sin  öi       sin  äg 


Der  Ausdruck   liir  die  KlJirhe  F  des  ehenen  Dreiecks  ist  der 


(U) 


Gren/Averth  der  Flüche  des  sphärischen  Dreiecks,   wenn  man 
Radius  der  Kugel  die  Grösse     nimmt:  Um.  = 

(15)    F=V«.*,^*,  =  y  dj     .  sin  «,  =  JJ^  •  ]/y^),y,y,  • 

Von  den  Quotionlen      (s.  §  12)  haben  drei  die  Grenze  oo ;  der 

letzte  nähert  sich  dem  Halbmesser  des  dem  Dreieck  uinschriebenen 
Kreises: 


(16) 


1 


(vgl.  Nr.  U); 


die  Quotienten  ^  dagegen  nehmen  im  Grenzfoll  sSmmth'eh  endliche 

Werthe  an,  und  niilunn  sich  den  Ilalbmesseru  (j^  der  üerUhrungs- 
kreise  des  ebenen  Dreiecks: 
f  _ 


(17) 


(18) 


—       —  äj 
Co  =  *i  -olg  j 

=  «2 

ff. 

•  et"    *  = 

«3 

•Ctg 

«3 

2  ' 

fi  =  ^  *  ctg  ^ 

=  ^ 

«  » 

—       —  «i 

et  =  *i  1«  8" 

-tg 

ä.i 

a  • 

«, 

Ca  =  «2  •  l«  8 

=  «1 

.   ^  ^ 

ctg 

«» . 

8 

^» 

0 

'1 
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Ad  Stelle  der  Helationco  (3},  (i)  des  §  12  treten  also  jelzl  diese: 
(    *  »•  =  ■—  ^0  +  f  I  H-  ('s  +  » 

^»^^  0  =^1  +  1  +  1+1. 

\  CM         C'i  {>^ 

fiodlich  ergeben  sieh  auch  noch  fUr  die  üähen  ht  des  ebenen 

Dreiecks,  die  Grenzwerthe  der  Quotienten  (s*  §  "I^i  150)  be- 
merkenswertbe  Ausdrucke,  nttmlich: 

(20)  *,=:4|.^^  (i=  1,  2,3). 

Natürlich  kann  man  alle  diose  Formeln  auch  unmittelbar  ent- 
wickeln, wenn  mau  die  Grüsscn  von  vornherein  durch  die  Pro- 
portion (6)  definirt.  — 

Unsere  Formeln  definiren  eine  :\l»l»il<lmiü;  der  ManniirCalligkoit 
aller  wcsenllich  verschiedenen  ebenen  Dreiecke  auf  cl(>n  Kaum  vuii 
drei  Dimensionen,  ähnlich  der  in  §  9  behandelten  AbltiUlung  der 

sphärischen  Dreiecke.  Am  Besten  deuten  wir  jetKt  die  Grössen  h  als 

rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten.  Die  Ebenen  7^  =  0  rind  dann 
die  vier  Ebenen,  die  im  Anfengspunkte  der  Coordinaten  auf  den 
Diagonalen  eines  Würfels  mit  den  Ecken  1  senkrecht  stehen  und 
je  sechs  Kantenmitten  des  Würfels  verbinden.  Die  acht  Ebenen 
^  =:  0,  7«  =  0  theilen  den  Raum  in  32  Gebiete,  deren  jedes  die 
Gestalt  eines  Tetraeders  bat,  einer  dreikantigen  Pyramide  mit  unend- 
lich femer  Basis,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  li^t. 

Reelle  Warthe  der  Parameter  Z,  fahren  zu  Dreiecken,  den» 
Seiten  und  Winkel  reell  oder  rein  imaginür  sind.  Die  einzelnen 
Falle  sind  ebenso  zu  unterscheiden,  wie  die  eolsprecboiden  Fülle 
in  §9: 

I.  zj./j/, >o,  y;i-v:,r, >o. 

(Dreiecke  mil  reeUen  Seitea  md  Winkelu). 

Die  zugehörigen  Raumpunkte  erfüllen  das  Innere  von  vier  Drei- 
kanl«k,  die  begrenzt  werden  von  je  drei  Ebenenstttcken  F<  =  0. 
Iß  einem  Falle  [0]  hat  man  ^  ^  0  (t  =:  0,.4,SI,3);  die  b^renzenden 
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Ebenen  sind  dann  Y^  =  Q  ,  12  =  0,  Y,  =  0  .  Die  drei  anderen 
Falle  [1],  [2],  [3';  entstehen  hieraus  durch  gleichzeitigen  Vorzeichen- 
Wechsel  je  zweier  der  Grüssen  2^. 

II.  ?,z,z,z;>o,  VpY.yJ, <o. 

(Dreiecke  mü  reeUeu  Seikn  und  rem  inugmären  Wiukän). 

Die  UngleichungeD  II  definiren  iwülf  yeischiedeiie  Raumgebiete, 
Dreikaote,  deren  jedes  im  Endlichen  begrenzt  wird  von  zwei  Goor- 
dinatenebenen  und  einer  der  Ebenen  =  0.  Diese  Drdkante  über- 
decken die  Flachen  der  unter  I  genannten  Dreikante  volistttndig. 

Aus  jedem  der  unter  I  und  II  vorkommenden  Dreiecke  geht 
ein  neues  hervor  durch  Mulliplicalion  der  Seiten  mit  V — 1 .  Diese 
Operation  entspricht  ofTeubar  der  Spiegelung  am  Anfangspunkt  der 
Coordinaten.    Wir  haben  daher  nicht  nülhig,  die  Falle 

III.  Zo^.l»^<o,  yoyJ,F,>o  und 

IV.  ^li^%<0,  foY.f,f,<0 
noch  besonders  zn  besprechen. 


1 


Die  Figur  16  wird  eine  deutliche  Vorstellung  geben  von  der 
Lage  der  32  Raumgebiete.   Bs  iüt  die  Ansicht  eines  Cubo-Octaeders 


«•4] 
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gezeichnet,  aus  dessen  (|uadratischen  Flachen  die  Coordinatencbenen 
die  Diagonalen  ausscheiden.  Die  Kanten  werden  aus  dem  Millel- 
pnnkt  diirch  die  Ebenen  Y,  —  0  projicirl.  In  jedes  der  durch  die 
geaanateu  Ebenen  abgegrenzten  Fächer  ist  die  zugehörig  Bezeich- 
ouDg  I,  11,  Iii  oder  iV  eingetrageD. 

Betrachten  wir  etwas  genauer  die  Abbildung  der  reellen  Drei- 
ecke auf  die  Punkte  \n  den  unter  I  genannten  Raumgebieten  [0], 
[i]^  [2],  [3].  Wir  denken  uns  jedes  dieser  Gebiete  mit  vier  Blattern 
ilbeideckt,  die  den  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  aus  ^Zi^Z,  und 
y^YiT^y,  enisprecben,  und  wie  folgt  tiezeichnet  werden  mdgen: 

(Ä.  b;)  :  Vzjxz,  >  0 '  y  y'jjj,  <  o ; 

{B;hJ):VzjM  <o,  Vyj.y.y,  <  o. 

Man  erkennt  unmittelbar,  dass  diese  Unterscheidung  der  in  §  8 
des  ersten  Abschnitts  getroffenen  Unterscheidung  eiiLsprichl:  Jedes 
unserer  Raumgebiele,  deren  Zahl  nunmehr  auf  IG  angewachsen  ist, 
enthHit  Dreiecke  einer  bestimmten  der  dort  auseinandergehalloDen 
Gestalten.  (Vgl.  auch  II,  §  10,  S.  159.) 

Der  Zusammenhang  der  einzelnen  Blatter  wird  vermitlelt  durch 
die  Grenz-Flftcben ,  -Kanten  und  -Punkte  der  Tetraeder  [0],  [1],  [2], 
[3],  und  zwar  ist  die  Art  des  Zusammenhangs  dieselbe,  die  wir 
liereits  in  §  8  des  ersten  Abschnittes  kennen  gelernt  haben.  Die 
Punkte  der  Grenzflächen  =  0,  deren  es  4.3.8  verschiedene 
gibt,  entsprechen  den  Grenzdreiecken  erster  Art;  die  Punkte  der  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  gelegenen  Begrenzunggfittchen,  deren 
4  . 8  vorbanden  sind,  entsprechen  den  Grenzdreiecken  zweiter  Art, 
den  unendlich  kleinen  Dreiecken.  Die  Grenzdreiecke  dritter  Art,  die 
unendlich  grossen  Dreiecke,  haben  als  Aequivalent  einen  singuUlren 
Punkt  der  Abbildung,  den  Anfongspunkt  der  Goordinaten:  Jeder  von 
diesem  Punkt  ausgehenden  Fortschreitungsrichtung,  die  sich  in  eines 
der  Gebiete  I  hineinerstreckl,  entspricht  ein  unendlich  grosses  Dreieck 
von  bestimmter  Gestalt;  oder  vielmehr,  es  entsprechen  ihr  zwei  solche 
Dreiecke ,  die  den  Uebergang  zwisc  hen  je  zwei  Blättern  unserer 
RaumUberdeckuDg  nach  dem  Schema 
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vermittelo.  Wie  man  sieht,  kann  man  von  den  Grenzdreiecken  erster 
Art  weitergehen  za  den  Dreiecken  mil  reellen  Seiten  und  rein 
imaginSren  Winkein,  und  von  den  Grenzdreiecken  zweiter  und  dritter 
Art  zu  den  Dreiecken  mit  reellen  Winkeln  und  rein  imaginttren 
Seiten.  (Vgl.  S.  ISO.) 

Den  6 .  4  Scbaaren  von  oo^  Uebei^ngsdreiecken  erster  Art  ent- 
sprechen die  sechs  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene,  in  denen  die 
vier  Gebiete  [0],  [I  ],  [2],  [3]  aneinanderstossen ;  den  6 . 4  Schaaren 
von  Uebergangsdreiecken  zweiter  Art  dagegen  entsprechen  sechs 
Raumpunkte,  die  auf  den  Schnittlinien  der  Ebenen  Y,  ~  0  liegen 
und  dem  Anfaiigspunkl  der  (loortliiuilen  iitiendlich  liciuiclibarl  sind. 
Dieser  Punkt  ist  also  fUr  unsere  Abbildung  eine  singulare  Stelle 
höherer  Art. 

.\usser  den  bereits  genannten  sind  singidcire  Stellen  unserer 
Abbildung  auch  die  ilbiigcn  I'unklc  der  Kanten  der  vier  Tetraeder 
[0],  [1],  ^21,  [3].  Das  sind  erstens  die  Schnittlinien  der  Ebenen 
y<  =  0  mit  der  unendlich  lernen  Ebene  /„  =  0 .  Diesen  oo'  Punk- 
Ion  entsprechen  nur  oo"  Dreiecke,  nämlich  solche,  deren  Ecken  in 
denselben  Punkt  und  deren  Seiten  auf  dieselbe  Gerade  fallen.  In 
doppeltem  Sinne  singulAr  sind  die  Punkte  auf  den  Schnittlinien  Y<  =  0, 
=  0 .  Jedem  solchen  Punkt  entsprechen  oo^  Dreiecke,  die  gleich- 
zeitig Uebergangsdreiecke  erster  und  zweiter  Art  sind,  und  zwar 
allen  Punkten  auf  derselben  Knaatß  die  nämlichen  Dreiecke.  — 

Fragen  wir  schliesslich  noch,  wie  sich  die  Parameter  vei^ 
halten  bei  den  Substitutionen  der  auf  Seite  122  definvten  erweiter- 
ten Gruppe.    Sie  Andern  sich  nicht  bei  der  Substitution  %  (S.  i  1 8), 

und  eben.soNvenig  bei  gleichzeitigem  Vor/.eichenwechscl  sanimtlicher 
Seilen.  Es  entstellt  daher  eine  Gruppe  von  nur  2t  collineareu 
Transtormationcn,  bestehend  aus  den  Verluuschungen  der  Grössen  Z, , 
und  den  Voi/.eichenweehseln  zweier  von  ihnen.  Dies  ist  eine 
wohlbekannte  Gruppe,  die  sogenannte  crwvitcrle  TtUracdi'njntppr^] . 
Vei"steht  man  unter  einer  «Uinlegung«  eine  IVanslbrmalion  des  liauaics, 
bei  der  jede  Figur  in  eine  symmetrisch-gleiche  Ubergehl,  so  kano 


I)  V.  Klew,  Vorlesungen  über  das  Icosaeder  (Leipzig,  18S4)  I,  §  H  (S.  S3). 
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die  geiUiniite  Gruppe  d^nirt  werden  als  (h;r  Inbegriir  aller  Ke- 
weguDgen  und  llmlegungen,  die  ein  regelmassiges  Tetraeder  mit  sich 
selbst  zur  Deckung  bringen. 

Siebt  man  ein  ebenes  Dreieck  als  bestimmt  an,  wenn  seine 
Seilen  gegeben  sind,  und  belr.iclitel  man  überdies  solche  Dreiecke 
als  nicht  wesentlich  verschieden,  die  durch  einen  Vorzeicheowecbsel 
aller  Seiten  in  einander  Ubergehen,  so  entspricht  in  unserer  Ab- 
bildung jedem  Raumpunkt  ein  bestimmtes  Dreieck  uiui  umgekehrt 
(natürlich  nur  im  Allgemeiocn;  s.  oben).  Den  6.  4  Dreicckou,  die 
dieiielben  Kcken  haben*  entsprechen  24  Raumpunktc,  die  durch  die 
erweiterte  Tetraeilergruppe  unter  einander  vertauscht  werden.  — 

Alle  diese  L'eberlegungen  gestallen  sich  viel  einfacher,  wenn 
man  ähnliche  Dreiecke  als  nicht  wesentlich  verschieden  ansieht.  Ks 
kommen  dann  nicht  die  Rauuipunki«^  selbst,  sondern  nur  die  geraden 
LiuicD  durch  den  Anfangspunkt  in  Betracht. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  geschilderten  Verhältnisse  zu  verstehen 
als  Grenzfalle  derer,  die  wir  in  §  10  beschrieben  haben.  Die  ange- 
stellte Betrachtung  ist  indessen  doch  wohl  iiiclil  tilterflilssig,  da  die 
Abliildung  der  .Mannigfaltigkeit  der  reellen  t  lieiit  ii  DnMecke  auf  den 
Funkiraum  manches  Besondere;  darbietet,  auch  zum  Iheil  andere  und 
zwar  höhere  SingularitJUen  besitzt,  als  die  enlspnnhende  Abbildung 
der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  sphUrischea  Dreiecke. 


m.  AbBdmitt. 


Darstellung  orthos^onalcr  Substitutionen  und  sphärisclier 
Draidoke  durob  elliptisolie  Functionen. 

Rekanntlicli  hal  schon  Laghange  dio  Hcinerkung  geiiiaclil,  dass 
die  alte  Addilioosrorniel  (iu  der  LfiuKNUiiii-JACoiii'scheD  Bezeichuuug) : 
cos  am  (tt  H~  v)  =  cos  ani  u.  cos  aiu  « 
—  sin  am  II.  sin  am  V .  ^  am  (tt  4~ 
die  grOsste  AehoHcbkeit  hat  mit  dem  Gosinussatz  der  sphttriscbeo 
Trigonometrie.  Bs  ging  daraus  die  Möglichkeit  hervor,  sphärische 
Dreiecke  durch  elliptische  Funclioneo  zweier  Argumente  damistellen*). 

Auf  diesen  Zusammenbang  der  elliptischen  Functionen  imt  der 
sphärischen  Trigonometrie  wird  durch  die  im  zweiten  Abschnitt  mit» 
getheille  Untprsuchung  ein  neues  Licht  geworfen;  zugleich  er^'ibt 
sich  eine  bcdculendc  Erweiterung  der  bekannten  Foniioln;  Ks  ist 
ein  ähnliches  Theurera  vorhanden,  das  sphiirische  Dreiecke  in  niannig- 
fallii^er  Weise  durch  elliptische  Functionen  von  vier  unabhängigen 
Argimienlcn  auszudrücken  erlaubt,  und  daä  den  erwähnten  Satz  aU 
besonderen  Fall  enthalt. 

Die  genannte  VerallgeDieinerung  steht  in  einem  eigenthumlicben 
Znsammenhang  mit  den  JACoai'scben  und  WEinsTiAss'schen  Additions- 
theoremen der  {h-  oder  6-Functionen ,  deren  Theorie  wir  daher  in 
einigen  Punkten  zu  ergünzen  haben  werden. 

Wir  bedienen  uns  bei  dieser  Untersuchung  des  Systems  von 
Bezeichnungen,  das  Herr  WEnusraASs  in  die  Wissenschaft  eingeführt 

4)  S.  DoiBCB,  ThMNrie  der  elliplisehen  Fanotkmen  (3.  Aull.  1878),  VII.  Ab- 
scbniU,  und  die  LiteraturaogabeD  bei  EmBnii  (Eliipt.  Fiinct.,  t.  Aalt.,  v.  V.  HOlub, 

1889]  S.  o59,  wozu  noch  Ghbbnhill,  Applications  of  EUiplic  functions  Icommt 
I.otulon,  (892,  Cliap.  IV  .  —  Der  im  Texte  gebrauchte,  etwas  anbefltimiDle  Au^ 
druck  wird  durch  die  folgeude  Untersuchung  erldärt  werden. 
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hat.  Dieses  «mi^bU  sieb  dem  alleren  Bezeicbnungssyslem  gegen- 
Uber  für  uns  schon  dadurch,  dasa  es  den  Dualismus  swischen  einem 
aphttrisebea  Dreieck  und  seinem  Polardreieck  klar  xum  Ausdruck 
bringl;  es  ist  aber  auch  sonst,  im  Grossen  und  Ganzen,  fttr  unseren 
Gegenstand  vortrefflich  geeignet.  Im  Einzelnen  werden  wir  uns 
allerdings  einige  Abweichungen  von  den  Festsetzungen  des  Herrn 
WaiBMsnAss  erlauben  müssen*). 

Nach  dem  im  II.  Abschnitt  Gesagten  kommt  es  in  der  Haupt- 
sache auf  Dasselbe  hinaus,  ob  wir  orthogonale  Substitutionen  oder 
sphnrische  Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  darstellen.  Indessen 
httngt  das  sphärische  Dreieck  doch  in  einfacherer  Weise  von  der 
orthogonalen  Substitution  ab,  als  umgekehrt  die  SubsUtution  vom 
Dreieck.  Wir  werden  daher  in  der  Folge  meistens  nur  von  ortho- 
gonalen Substitutionen  reden.  — 

Wir  stellen  zunächst  einige  Halfstfitze  zusammen,  die  sich  auf 
die  häufig  wiederkehrende  Aufgabe  beziehen,  die  (3-Functionen  des 
um  eine  halbe  Periode  vermehrten  Argumentes  durch  die  ursprüng- 
lichen Functionen  6,  6i,  €3,  6}  auszudrücken.  Die  zu  diesem  Zweck 
entwickelten  bekannte  Formeln^  sind  insofern  nicht  ganz  zweck- 
aiSssig,  als  sie  die  Symmetrie  zwischen  den  drei  Functionen  61,  62*  ^ 

I]  Dom  yerhsMr  ist  es  wohl  bewinal,  wie  gewichllge  Bedenken  einem 
oolcheo  Verfkbren  entgegensleheii,  umeDlIicb  in  einer  Theorie,  in  der  ohndiin  an 

den  vcrsclne«len.irtigsteii  Bezeichiumgen  kein  Mangel  ist ;  indessen  erschien  die  Ab- 
Tindcrung  im  Interesse  der  Sache  dringend  pebolon.  —  Bei  der  \\'ahl  der  itn  Tp\tc 
verwendeten  Bezeichnungen  ist  der  leitende  Gedanke  der  gewesen,  möglichst  viele 
g^eidiart^  Formeln  (solche  Fonneln,  die  eine  Gmpp«  büden)  in  einem  einxigen 
Aosdraclc  rasraMBOMmiarassen,  toweit  e»  okn»  Xertterung  der  ÜAmMMkkkeit  mö^dt 
schien.  Ks  handelt  sich  dabei  übrigens  nur  um  (!i<-  ronsequente  Dnrchrührung  der 
WKfi:nsTHAs>.'srlion  Bczeichnunftsweisc.  Dass  Herr  Wkiürstbass  selbst  den  folge- 
rechten Ausbau  seines  Hczeichnungssystems  unterlassen  hat,  ist  nach  Ansicht  dos 
VerftMen  eehr  tu  hedaueni.  Der  Vortheil,  den  die  Beibdiattaag  der  hietoriflch 
überlieferten  Beseiehnungen  bietet,  wiegt  die  dadurch  henrorgerofeoen  Uebelattnde 
schwerlich  auf. 

1)  H.  A.Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrautiic  der  eUiptischcn 
Functionen  (BerUn,  Reimer.  Erschienen  sind  z.  Z.  die  Bogen  4  —  ii,  Art.  I — 60) 
Art.  tl— S8.  Halmin,  TraiU  de«  fonctioos  ellipliqves  (Peris  ISS6),  1. 1  p.  190— 
ISS.   Auch  in  diesem  Werite  ist  die  Symnelrie  der  Formeln  nicht  voltallndig 
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aufheben  und  daher  eine  Unterscheidung  verschiedener  Falle  nolh- 
wendig  machen,  die  man  vermeiden  kann. 

Wir  setzen,  um  zu  symmetrischen  Formeln  zu  gelangen, 

[1)  (0(  =  e>,       =  —     =  —  ©  —        «0}  =  »,  *) 
worin  «o,  (o\  m  die  bekannte  Bedeutung  haben,  so  dass 

(2)  «1  4~      4"      =  ^  • 

Aus  den  Gleichungen  Vpu — =  |^  (A  =  4,  2,  3)  ergeben 
sich  dann  (vgl.  Schwabs,  S.  24)  eindeutig  bestimmte  Werthe  fUr  die 

Quadratwurzulu  aus  den  DilTerenzen  der  Grüssen  t'^,  c^^,  e,,  nüuilicb 

(3) 


e 5,,,,, 

6^  _ 

6ft>3 

6iti3€ci>i 

6itf|  6((i2 

"^3   

«-v«»6ft»| 

6ctfs6wj 

V^y  —  i?, 

Hieraus  folgt 

(  l/<^  — '      =  «  l/tfa  —  «» ,        K«?!  —  Ca  =  t  Kcj  —  et , 

Versteht  man  daher  anter  A,      y  die  Zahlen  4,  2,  St»  einer 

der  drw  Fo/<?ew  (1,  2,  3),  (2,  3,  4),  (3,  1,  2),  und  unter  V  —  t  die 
Grösse  —  e— 4"»,  so  ergibt  steh 

(5)  6«,  =  37i^V/-=  (A=4,2,3). 

Den  vierten  Wurzeln  dürfen  hier  nur  solche  Werthe  beigelegt 
werden,  deren  Quadrate  durch  die  Gleichungen  (3)  bereits  eindeutig 
bestimmt  sind;  auch  sind  durch  eine  dieser  Grüssen  die  beiden  an- 
deren eindeutig  bestimmte 

Jetzt  erhalten  wir  die  fraglichen  Transformationsformeln  in  der 
folgenden  Gestalt; 


i)  fi«Mer  noch  Ware  vielleiclit  dio  Annahine  o»|  es  u,  £i>j  =  ü»\  =  -"t»", 
da  dann  in  der  Zahlenebene  die  drei  Punkte  (0| ,  (Oj ,  ta^  im  positiven  Drebungs- 
siim  aiif  einaiulor  fol^'en.  Doch  biet«  !  i  ioc  solche  Abänderung  keinca  besonderen 
Vorllicil.  —  Der  l.eser  heju  litc .  <l;is.s  dio  Grössen  —  mit  den  in  der 
ScuwAHz'scheu  i  oriiielüainmlung  cbeitöo  bözeicUnotco  Grüssou  nichl  iUciitisch  tüiid. 
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(«)  _ 


e-^'i"S,ii  »      <■     »         '  fiy-fa 

Die  AustJrdcke  rochier  Hand  sind,  wie  gesagt,  mir  miler  der 
Voranssetzuiig  güllig,  dass  den  Zahlen  ).,  u,  p  eines  der  Werthsystenic 
(I,  2,  3),  v2,  3,  1j,  (3,  2.  \]  »KM^elegl  wird;  dagoL^on  sind  die  zuerst 
angegebenen  Ausdrücke  l  iiu  r  sukhen  Beschränkung  nie  Iii  unterworfen. 
Auch  in  allen  weiterhin  /u  entwickelnden  Formeln  kann  man  den 
r.rössen  //,  *'  die  Zalileuwerlhe  1,  3  in  jeder  beliebigen  Anord- 
nung beilegen. 

Manche  tltu  aiir/ustcllendfn  Aiisdiiicke  gewinnen  ein  etwas  ein- 
facheres Ansehen,  wenn  man  für  ilif  riotUu  le  der  5-Funclionen  mit 
gewissen  b  rationalitätcn  besondere  Funclionszcichen  einführl.  Wir 
setzen,  von  der  WEiER.sTBAs.s'schen  Be/cichnuug  abweichend, 

fi^  V  bedeuten  hier  die  Zahlen  1,  2,  3  in  einer  beliebigen, 
aber  bestimmten  Anordnung.  Die  noch  nicht  erklärten  Wurzeln  sind 
definirt  durch  die  Formeln 

(8)  Ve^—e^^  =  VrVe^—e,, ,  <^<?,— e.rrVTf^es— e„  f^e,— c,=yr'f^c,— Cj, 

in  denen  der  Grösse  Vi  ein  und  derselbe  \N'erlh  bei/.ulegcu  isl. 
Für  die  so  erkiitrlen  W-Funriioncn  g(!lten  ilie  Gleichungen 

(9)  e^u€^/»  —  &;^u(-)-v  -f  —  (■),ht(-j.:v  —  o. 

6»'(0)  =  fe>,{t))e^.,(0j<9,(()), 
von  denen  die  beiden  ersten  (besoudcre  Falle  der  später  zu  ent^ 
wickelnden  jAcusischen  Formeln)  algebraische  Folgen  der  zwischen 
den  Quadraten  der  6>-Funclionen  «UW9  Argumentes  tieslubenden  Identi- 
tJlten  sind  (die  selbst  wieder  aus  jenen  durch  Specialisirung  hervor- 
gehen). —  Die  Formeln  (6)  nehmen  jetzt  die  tolgende  Gestalt  an: 
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^.  («  ±  «»*)  =       (V^»)'*.  ^^B- 

Der  Werth  des  Exponenten  «  =  +  1  hängt  vom  Yorzcichea  des 
IVoducleü  &*{Q)  =zYÖ  ab: 

g  _  (P..  ^'r'l  (gy  —  P;t)  (O  —  P^.) 

(P2  —  -  et )  (c,  —  e.^  , 

im  Allgemeinen  i^l  es  bequeiuer,  mit  den  ^-Functionen  zu 
rechnen,  als  mit  den  S-Kunctionen,  wie  schon  die  Vergleichung  der 
Formeln  (40)  mit  den  Formeln  (6)  zeigt.  Dazu  kommt  der  für  die 
AowendaiigeD  wichtig  Vorzug  der  ^Funclioneo,  dass  sie  in  den 

Argumenten  tazta  :u  gleicbmitesig  homogen  sind  (vom  Grade  

NNtihiDiul  die  6-Fuiicliouen  verschiedene  (Jrade  aufweisen  (I,  0,  0,  0). 
Indessen  enthalten  die  Ö-Funclionen  Irratioualilüten,  die  der  Mehr- 
zahl der  von  uns  zu  entwickelnden  Formeln  fremd  sind,  und  dalier 
aus  diesen  Formeln  lliatslkhlith  wieder  herausfallen.  —  Wir  werden 
in  der  Folge  beide  Functionszeicbeu  neben  einander  benutzen. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  man  die  ^-Functionen  durch  ihre  Pro- 
ducte  mit  einer  ExponenlialgrOsse  der  Form  t^'^*^  ersebsen  kann, 
ohne  den  Charakter  der  folgenden  Untersuchung  zu  Andern. 

Die  vier  Producta  6^(0)"^.  ^«m  s  G~^.  ^.ii  sind  eindeutige 
homogene  Functionen  mUlie»  Grades  der  Grossen  u :  a>' : ». 

§  1- 

lAt  fliupiiinuig  der  Weientrass^selieii  nnd  Jaeobrsehen  AddlÜenstheonaie» 

Das  Addilionstheorem  der  WsieRSTBAfis'schen  G-Function  lautet  be- 
kanntlich 

6  («  -|-  »/|J  S  (n  —  f/,)  5  [u^  -\-  K;,)  5  [Ui  —  «;,)  -|- 
{i)       -|-  5  \u  -j-  1/.^  6  (u  —  u-i)  6  (»/,,  -j-  M,)  5  (M;,  —  M,)  -|- 

-f  5  M  +  M,;  S  (m  —  ttj)  6  (w,  -j-  «a)  6  («,  —  Mj)  =  0 . 
Fuhrt  man  hier  die  neuen  Bezeichnungen  ein') 

I)  Vt;I.  Schwarz,  Art.  3S.    Ancli  hier  war  eine  kleine  .\lmrir1iun}i  in  der 
BeseichauDg  um  des  FoigeDdea  willen  nolhwendig,  oder  doch  wünscbeDswertli. 
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u  -\-     =z  b  ,    u  —  M,  =  —  c,  t^j-f-ii-,  —  —  d  ,  «2  —  tt3  =  a, 

u  -\-     —  b',    u  —  «3  =  —  c,  «3      tt,  =  —  ti',  iij  —  tt,  —  a', 

«  +  =  M  — «5=  — c,  «1  +  11,=  — <r,  »1— «,  =  a, 
80  bestehen  die  Gleichungen 

8a'  =  —         — c  — if,  2a' =  —  a  +  6  +  c  + 
2^=     a  +  *  — c  — 86*  =  — 11+6  — c  — d, 

2c*  =     ü  —  b'{-  e  —  2c*  =  — a  — — <l, 

2if  =      n  — 6  — c+(i,  2<r  =  —  a  —  t  —  c  +  d, 

und  die  analogen  Gleichungen,  die  aus  (2)  durch  cych'sche  Ver- 
tauschung der  Grössen  a,  a',  a"  u.  s.  vv.  hervorgehen.  Die  Gleichung 
(4)  nimmt  dann  die  einfache  Fonn  an 

(3)    QüQbGe&d  +  6a  66'6c  6<r  +  Ga&h'Qc&if  =  0.  — 

Denkt  man  sich  nun  die  Grössen  a,  6,  c,  d  um  Vielfache  von 
halben  Perioden  vei  iueiirl,  in  der  Weise,  dass  auch  a',  h\  c\  d  und 
0*,  b\  c\  d"  um  Vielfache  halber  Perioden  wachsen,  und  führt  man 
(laim  mit  Hülfe  der  Formeln  (6)  S.  191  die  Functionen  6^,  S^,  6,  ein, 
so  erhalten  alle  drei  Glieder  denselbon  I-^xponentialfactor,  und  gleich- 
zeitig verschwinden  in  der  neuen  Formel  auch  die  Irrationalitäten. 
Es  soll  sich  nun  für  uns  darum  handeln,  eine  Uebersicht  Uber  die 
Gesammtheit  aller  so  entstehenden  Addilionstheoreme  und  über  deren 
Gruppirung  zu  gewinnen.   Hierzu  fuhren  die  folgenden  Bemerkungen: 

4)  Die  Vermehrung  einer  der  Grossen  a»  6,  d  am  eine  dop- 
pelte Periode  im  ändert  die  Gestalt  der  Relation  (8}  llberhaapt  nicht, 
und  ebensowenig  die  Vermehrung  zweier  verschiedener  der  Grossen 
o,  6,  e,  d  om  dieselbe  einfttche  Periode  2«i.  Wir  können  also,  fkir 
unseren  Zweck,  alle  diese  Substitutionen  als  nicht  wesentlich  ver- 
schieden von  der  identischen  Snbatitotion  ansehen.      Ans  4)  folgt 

2)  Vermehrt  (oder  vermindert)  man  eine  der  Grössen  a,  6,  c,  d 
vm  eine  einfeche  Periode  2«2,  so  ist  der  Erfolg  derselbe,  welche 
der  vier  Grössen  a,  6,  c,  d  man  auch  gewählt  haben  möge.  Auf 
diese  Art  gehen  also  aus  der  Relation  (3)  im  Ganzen  nur  drei  neue 
Formeln  hervor. 

3)  Jede  der  in  Rede  stehenden  Acnderungcn  lüssl  sich  zusam- 
mensetzen aus  den  unter  1)  und  2)  genannten  Sub.stitutionen  und 
einer  Vermehrung  der  Grössen  a,  6,  c,  um  solche  Grössen  +  w^, 
deren  Summe  gleich  Null  ist.    Diese  aber  kann  man  leicht  aufzahlen. 
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Eb  gibt,  wenn  maa  die  identische  Substitution  einscbliesst,  und  nicht 
nur  die  unter  4),  sondern  für  den  Augenblick  noch  die  unter  2) 
besprochenen  Substitutionen  der  Identität  zuordnet,  64  verschiedene 
Substitutionen  der  genannten  Art,  als  deren  Vertreter  wir  die  folgen- 
den anAihren  mOgen: 

(0,  0,  0,  0)   (die  identische  Substitution) 
(<&i,  ai,  ^wi,  —  oj)    (3  verschiedene  Substitutionen) 

(0,  0,  «a,  —  a»a}    (3 .  6  =  48  Substitutionen) 
{m]tt  — (»I,,  «0„  —  «a,)    (3.6  =  18  Substitntionen) 
(0,  «a,  (o„,  «,)    (S4  Substitutionen). 

Der  in  Klammer  gescl/.te  Ausdruck  gibt  in  jedem  Falle,  in  leicht 
versUindlicher  Bezeichnunfä;,  die  Zuwüchse  der  Grössen  a,  fc,  c,  d  un. 

Wir  gelangen  so  :u  4  .  Gi  =  256  Additionslhcuremcn ,  die  durch 
eine  Grtippe  von  ebeti  so  vielen  itivolulnrischcn  (wui  also  vertauscli- 
baren)  Siibdilulioiun  in  einander  übergehen. 

Diese  256  Formeln  tlicilon  wir  nun  in  16  Familien  von  je  16, 
deren  jt-diT  dieselben,  alslüiUi  an/.ufit'lxMidcn  Ki^t  ii.x  liaflen  /ukoiniiieii, 

Eine  orsle  Familie  iiiötio  alle  die  Uiilaliunen  uuil'a.xsen,  in  denen 
<lie  zu  einem  Producl  vei  iitindencn  5-Funclionen  alle  den  i^leichen 
index  liaben.  Diese  Formeln  eul.>leiien  aus  (3)  durch  Verbindung 
der  unter  2)  besprochenen  Substitutionen  mit  den  foljjenden: 

(0,  0,  0,  0),    (wi,  Wi,  Wi,  fOi),  "j.,  f'K. .  '"„),    [w„  cö„  w,), 

also  durch  eine  von  16  Subslilutionen  {^ebildcle  Unfergri^^  Qo«)  der 
erwähnten  Gruppe  von  2ö6  Substitutionen. 

Aus  dieser  Familie  v<m  46  Additionstheoremen  entsteht  sodann 
eine  neue,  wenn  man  c  um  o>^  vermehrt  und  d  um  »i  vermin- 
dert, und  demzufolge  dieselbe  Substitution  (0,  0,  — fo^  auch  auf 
lf  und  d",  c  und  d'  anwendet.  Die  Ausübung  der  Substitutionen 
(wj,  0,  0)  oder  (w^,  w^,  w.,  f»,)  auf  dai»  ürössensyslem  [a.b,e,d) 
würde  zu  derselben  Formelfamilie  fuhren.  Es  entstehen  also  durch 
die  genannten  Substitutionen,  wenn  man  A  =  1,  2,  3  setzt,  und  liann 
die  Grössen  a,  6,  c,  d  beliebig  verlauscht,  im  Ganzen  nur  3 . 3  =s  9 
verschiedene  Familien  von  je  16  Formeln. 

Eine  wettere  Familie  entsteht  aus  der  ersten  durch  die  auf  die 
Grössen  a,  6,  c,  d  au-szuführende  Substitution  (0,  w^,  m^,,  w,),  oder 
auch  durch  eine  der  Substitutionen       0,  m,,,  coj,  (co^,       0,  »J, 
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M^,  »1,0).  Es  gibt  demnach  -f^  ^  verschiedene  Familien  dieser 
Art.  Die  zuerst  genannte  Substitution  (0,  mi,  w^,  <»«)  hat  dieselbe  Art 
der  Aenderung  für  die  Grössen  a',  6',  e\  i  und  a*,  6',  c',  d*  zor  Folge. 

Fuhrt  man  nan  die  besprodienen  Substitutionen  in  der  zuletzt 
angegebenen  Reihenfolge  aus,  bestimmt  man  also  zuerst  die  46  For- 
meln der  ersten  Familie,  und  leitet  dann  aus  diesen  die  Formeln  der 
9  4*  6  übrigen  Familien  her,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Theorem: 

Sdxt  man  entweder 


(6,1) 
oder 


(6,  II) 


Jo  =  (^^i — f^i)  (fit  —  ^i)  i^i — P„  6rt  6b  6c  6d  =  0a  0b  0c  0J, 
h  =  (^,.— <'»)<^."      6yV  5//  :=  0i^a  0Jh  0iC  0^6, 

h  =  {e—e,)6,a  6J>6j-  6J  =  ßji  0J,  6>„c  0J, 

h  =  («a— «js^  ö>  6,c    = ejit 


h  =  — «,)Si«  öifcSc  6rf  =  0^(0}' 0^(0)  ~ 

—  6^a6J^6,c6,d  =  ^  .  —  Ö^a 0/  ö/; Ö^, 


r:i  = 


oder  en^ich 


(6.  HI) 


Ii 
I» 


yO)  0,(0) 


.  H,a  0  h  0^c  0d  , 


tmd  bezeiehnei  man  mU  t)^,  t^,,  1)3  ufx/  jo^^niails  dietelben  Func- 

Umten  der  Grössm  a\  b',  e\  d  und  a',  6",  c",  d",  «0  bestehen  die  linearen 
Ghickungen 

&  — l?.H-i.  =  0,  [a,ß,r  =         3  »  jedof 

(7)    I            +1«  =  0«  beliebigen  Reihenfolge;  zu- 

h»  —  %a  +     =  0 ,  sammen  1 6  Gleichungen] 
Xa  +     +  5r  =  0  , 
o(/er,  ift  anderer  ilnordfititij^, 
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(8) 


oder  mUiek 


io  +  Ji  —  Ji  —  V.  =  2  Ii  =  —  +  t>i  —  ^1  —  h , 
h  —  h  -^hi—h  =  2  I,  =  —  t)o  —  tj,  +      - 1);, , 


—  I«  —  h  —  h  —  h  =  2  l)o  =  —  5o  +  5i  +  Vi  +  $3 1 

h  +  h  —  h  —  h  —  2  \>,  =  — + 


t?„  +  1},  —  t?2  —  ^3  =  2  =  —  r„  +  j,  —  {2  —  Ja » 
Ijp  —  l),  +  t),  —  t):,  =  2  ^2  =  —h  —  h  +  h  —  h  , 
^  — Pi  — =  ^h  =  —h  —  h  —  h  +  h' 

Der  in  den  Formeln  (6,  II)  and  (6,  III)  rechter  Hand  auftretende, 
alten  Grossen  |f,  1^,  ^  gemeinsame  Factor  fiillt  aus  den  homogenen 
Gleichungen  (7),  (8),  (9)  heraus  und  kann  daher  weggelassen  werden. 

In  diesem  Salz  sind  die  WEiERSTRAss'schcn  Addilionslheoroine  mit 
denen  JACom's  zuvsaminengefas-st.  Die  Wkikrstkass.slIu'm  sind  enllialten 
in  den  Formeln  (7),  die  JAConi'schen  gehen  aus  (8;  und  (ü)  liervor, 
wenn  man  etwa  die  Grüüseu  j,  weglüssl  und  nur  auf  den  Zusamnien- 
hang  der  Grössen      und  ^  achtet').    Es  liegt  auf  der  Hand,  wie 

t)  Difsp  Kormi'In  sind  ;ils  Fuiidnmcnl  der  Tlieorie  der  elliplisrlion  Functionen 
liiiit,'<'stf>llt  in  der  von  Borciiardt  ausf;t>iirbeitctcn  Vorlesung  Jacobi's  (Gi's.  Werke, 
bd.  i,  S.  449).  Dass  die  uoch  oleiuenturere  dreigliedrige  ^-Formel  dem  Scharf- 
blick «Ines  Jacom  en^etaeo  konnte,  lag  an  einem  ürostand,  den  man  zantclwl  für 
sdir  geringfügig  balten  mödit«.  Iaoom  hatte  idimKch  die  von  uns  a^y  .  ond 
J*,  6",  .  . .  geaannten  Grössen  utwas  nnders  bezeiclinet,  indem  er,  statt  eiti<;r  Trans- 
fornialioii  von  der  Porindt»  drei ,  ein»;  inVolulorischc  Alihlingigkcit  zwisclien  zwei 
Reihen  von  virr  (Jrosscii  bonul/le  (a.  a.  0.,  S.  805  Nr.  4  0).  Die  KinfüliriiiiR  der 
ürÖssea  a,  b,  .  .  .,  die  ihn  sofort  zu  deu  viel  »päicr  erst  auf  anderem  Wege  von 
WBiBnmAiM  gefundenen  Formeln  liStte  binteiten  müssen,  bot  sich  daher  Jacoii 
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man  von  den  FormelD  Jacobi^s,  die  hier  aus  den  Weiebstrass  sehen 
abgeleitet  sind,  wieder  zu  dieseo  zurückgelangen  kann. 

Zu  beiUcksichtigen  ist,  wie  gesagt,  dass  der  Fall  1  eine  einzige, 
der  Fall  II  neun,  der  Fall  III  sechs  Forme  Ifamilien  vertritt.  In  jedem 
der  drei  Ftflle  lassen  die  Gleichungen  (7)  vier  von  den  zwölf  Func- 
tionen j^,  ^  linear-unabhängig.  Da  diese  vier  Functionen  aber 
nicht  nur  linear^  unabhängig,  sondern  gänzlich  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  umfassen  die  aufgestellten  Gleichungen  überhaupt 
aUa  Relatiönen,  die  zwischen  den  zwölf  Functionen  ^tt  ^ 
fiteben^. 

Die  Uebereinstimmung  der  Gleichungen  (7) . . .  (9)  mit  den  in 
§  5  des  xweileii  Abschnittes  entwickelten  Formeln  fAlU  in  die  Augen. 
Man  Imittdit  zwndken  den  GrOssensystenien  jt,,  und  A',  ,  Y^,  Zf 
nur  etwa  folgenden  Zusammenhang  anzunehmen: 

nicht  nolliwcnilis  dnr.  Wir  hahoii  itlso  diu  lf!irrL«iolicn  Fall  vor  uns,  dass  imho 
kleine  Aeoderung  iu  der  Uezcicbuuiig  eiuca  wcseuliicben  Fortscbriu  nach  sieb 
•iebt.  ~ 

üebrigens  sind  bei  Jacom  die  Formeln  nicht  in  drei,  sondern  in  fU^  Gnippen 
zu^animcngcfasst,  indem  der  bei  am  mit  II  bezeidmete  Fall  in  drei  UnlwOille 
■erlegt  ist. 

i)  Wegen  des  Zusammenhangs  der  JACoBi'scbca  uud  WEiEnsTHAs-s  .scheu 
Additionelheweme  (auf  den  übrigens  auoli  Herr  WBOMnASs  aeibet  gelegentlich 
bingewiesen  hat)  vgL  Bbiot  et  Bodovbt,  Fonclions  elUpUqoes  (S**  M.  Paria  1876, 
Livre  YII);  Fn.  Mkyeii,  Anitl.  Rcr.  der  Strassbiirger  NalufforMherversammluDg,  1885, 
S.  35 i;  S<:iiBiBMKK,  Crelle's  Jounial  Bd.  lOS  (1888),  5.  S68;  KnonnatBK,  ebenda 
S.  S60  u.  (T. 

Dem  im  Teste  herrmfeiiobenen  Theorem  sind  Bmot  und  Bonavct  nahe  ge- 
kommen, nocb  mebr  Knomcua.   Doch  werden  von  diesen  Antoren  nur  elmselne 

Thoile  des  Salzes  formulirl.  Andrerscil'!  hat  Herr  Cvsi-vkv  die  Üczichung  der 
J\(  fitiiVchen  Forrueln  'in  die  nur  die  Grössen  )  iiiui  /  cinf.'i'lu  ti)  zn  dor  Figur 
zweier  iu  desiuischer  Lage  Leliudlicber  Tetraeder  hervorgehoben  (Malii.  Ann. 
Bd.  1»,  S.  tt81 ;  vgl.  auch  Bd.  S8.  S.  495). 

OoTMlbe  Verfoflser  hat  aueh  die  seil  Jacom  bekanoten  Beiiflhnngen  awisdien 
orthogonalen  Substitutionen  und  elliptischen  Functionen  genauer  zu  ergründen  versuch), 
ohne  jt'doch  zu  einem  besonder?  bemerkenswerlhen  Frt;cl)niss  zu  kointncii  (nulktni 
des  Sciences  Mathem.,  ser.  II.,  vol.  13  (1889),  p.  89,  Journal  de  Matheiu. ,  svr. 
IT,  t.  8  (1890)  p.  367;  T^.  JAnintc«  Zeftschr.  f.  Halb.  u.  Phys.  labrg.  1891, 
S.  478).  GrSsseren  Werth  dagegen  soheint  mir  die  auf  ^Faoetion«i  Ton  Mwei 
Argumenten  bexQgliche  Abhandlung  des  Herrn  (Vvspahy  zu  besitzen  [Crellc's  J. 
Bd.  »i  (1883)  S.  74).  Leider  wird  die  Braucliharkcil  aller  dieser  Arbeiten  da- 
durch sehr  beeintnicbtigl,  dass  ihr  Verfasser  Üczeiclinungen  lienuUl,  die  das 
etgentliehe  Geaets  seiner  Formeln  nur  schwer  efkannen  lassen. 
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(10)    Vo  =        r,  =   ^.  i},,  y,=  ^, 

^0  =  —  it «  ^1  "  —  h  ^  =  —  |s  ,  ^  =  —  is  - 
um  beide  Gleichungssystpme  volLstündij^'  in  einander  Uberzuführeo. 
Es  eigibl  sich  also,  bei  Auffassung  der  Grossen  als  homogeoer 
Cooi  dinaleo  etnes  Raumpuaktes,  ganz  ungezwungen  eine  geometrische 
Auffassung  unserer  Formeln,  die  sie  in  die  innigste  Beziehung  setzt 
ZU  den  dcsmischm  Tetraedern,  der  Kummer'schen  Configuraiiou ,  den 
orthogonalen  Substilutionen,  der  sphärischen  Trigonometrie.  Alierdings 
ist  diese  geometrische  Deutung  insofern  unvollständig,  als  sie  nur  die 
Verhältnisse  der  Grössen  ^,  in  Betracht  zieht;  bei  den  An- 

wendungen kommt  es  indessen  meistens  gerade  auf  die  YerhäUniue 
der  6>- Functionen  an. 

Will  man  die  Grössen  |,,  l\,  j,  selbst  in  ähnlicher  Weise 
deuten,  so  wird  man  einen  Kaum  von  vier  Dimensionen  zu  Hülfe 
nehmen;  man  kann  dann  die  Theorie  mit  den  Eigenschaften  eines 
regulären  Kürpers,  des  sogenanutou  VicrundtwanzigzelU  in  Verbindung 
bringen. 

§  «. 

FertMüing:  Das  AefilTaleut  4«r  tappe  £1^^  • 

Das  Wesen  der  nachgewiesenen  Hezichuag  zwisdien  elhptischeD 
Fun»  tionen  und  orthogonalen  Sustitutionen  liegt  natürlich  nicht  darin, 
dass  man  die  Substilulionsooefficienten  überhaupt  irgendwie  durch 
elliptische  Functionen  von  vier  Parametern  darstellen  kann  —  dies 
i>l  eine  sclhstversländliche  Folge  des  Auxlrucks  jener  Grossen  durch 
die  Parameter  A',  — ,  sondern  es  lieg!  in  der  besonderen  Natur  der 
Darstellung.  ii;»[iiln  Ii  darin,  dass  die  roordinirten  Grössen  j,,  l\.  V 
ganz  diesetbi'ii  Furu  iionen,  und  zwar  .sehr  einfache  Functionen  werden 
von  Argumeult'ii,  die  dun  h  lineare  Substitutionen  aus  einander  her- 
vorgehen. Hesoiulere  beaciituug  verdient  dabei  der  Umstand,  das« 
die  Gleichungen  zwischen  den  z\\<»lf  Functionen  ^, ,  t),,  ^,  die  näm- 
liche Form  liahen,  wie  die  (ileichungen  zwischen  den  Aigumenten. 

Die  Natur  des  ganzen  Zusammenhangs  wird  noch  deutlicher 
durch  folgenden  Satz: 

Die  in  §  8  des  zuetli  u  AhsdimlUi,  df/iuirlv  Gruppe  (i„,  (die  Gruppe 
der  Kummer' sehen  Conjiguraliou)  wird  durch  die  Gleichumjen  (G;  unJ 
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(40)  de«  §  1  tu  jedem  der  drei  Fälle  I,  II,  III  isomorph  bezogen  auf 
eine  gewisse  Gruppe  i3(,(,)  von  linearen  Substitutionen  der  Grossen  a,  6,  c,  d. 

Durch  dieselben  Formdn  wird  die  umfaMsendsre  Gruppe  Ggn  (die 
Gruppe  der  desmisiAen  Tetraeder)  isomorph  hezoffen  ouf  am  Gruppe 
9^  von  linearen  SubsUtutionen  der  sdmmüichen  Arffwmenie  n,  6,  c, 
«•i*  «4«  %  der  Functionen  6,  6i,  6s»  6s>  Si,  e^t  e^. 

Die  geaannten  Gruppen  omfiisseD  jedesmal  unendltch  viele 
Subfititotioiieo,  woran  wir  hier  dadurch  erinnert  haben,  dass  der  den 
Grad  der  Gruppe  bezeichnende  Index  in  Klammer  eingeschlossen 
worden  ist.    In  demselben  Sinne  beziehen  sich  die  Bezeichnungen 

ädw)  tiie  Untergruppen  G^,  V.^^  der  Gruppe  Gy,^.  (II,  ^  8, 
S.  455.) 

Üie  Delinition  der  Gruppen  g„8p  g,»,;),  ^-u^  ist  immer  eine 

andere  in  jedem  der  drei  Fälle  I,  II,  III. 

Um  die  in  ihnen  enlhaltenen  Substitutionen  Ubei'sehen  zu  kOonen, 
ordnen  wir  die  S.  193  besprochenen  Aenderungen  der  GrOsaen 
a,  6,  c,  d,  die  in  allen  drei  Fallen  nur  das  Hinzutreten  eines  ge- 
meinsamen Factors  zu  den  Grössen  y  bewirken,  von  vom 
herein  der  Identität  zu.  Es  sind  dies  die  Vermehrung  einer  der 
Grossen  o,  fr,  c,  d  um  eine  doppelte  Periode  +  4ra,  und  die  Ver- 
mehrung zweier  dieser  Grossen  um  dieselbe  einfache  Periode  ±2». 
Ausserdem  betrachten  wir  als  von  der  Identität  nicht  verschieden 
alle  linearen  Transformationen  der  Perioden  (o,  (o  (von  der  Deter- 
minante Eins),  die  die  Grössen  e, ,  e,,  einzeln  ung^ndert  lassen. 
Die  Gruppe  aller  linearen  Periodenlranstoi  niadonen  redueirt  sich  da- 
durch auf  eine  Gruppe  von  sechs  iianslurtnationtM»  die  deu 
Vertauschungen  von  e, ,  Po,  C3  oder  6,,  62,  6,  entsprochen  Schwarz, 
Art.  33,  Ualphen  p.  260).  Wir  behandeln  nun  der  Keihe  nach  die 
drei  Annahmen  1,  11,  Hl. 

I. 

Der  Identität  sind  noch  weiter  zuzuordnen: 

1)  Die  sünuiilhchen  V(!rtauschungen  der  Grössen  «,      c,  d. 

2)  Die  gleichzeitige  Aenderuug  des  Vorzeichens  zweier  dieser 
Grossen. 

Den  erzeugenden  Subslitulionen      ,  <S^,  iS^,  ^3  der 

Gruppe  Gj«  oder  d^i«  (II.  Abschn«,  §  44,  S.  467)  entsprechen  dann 
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die  folgenden  Aenderungcn  der  Grösseo  a,  6,  c,     WB  halbe  Perio- 


Dabei  ist  es  im  Falle  der  Substilutionen  2i\  naturlich  gleichgültig, 
bei  welcher  der  Grössen  a,  6,  c,  d  wir  die  hinzugefugte  halbe  Periode 
mit  dem  negativen  Voi'zeichen  versehen  woUea'). 

Aus  der  durch  (1)  dcfioirlen  Gruppe  g^,«)  eDtsteht  sodaDO  die 
Gruppe  g,!^,  wenn  wir  die  sechs  Transformationen  der  Gruppe 
hinzu fiigen ,  die  Gruppe  1^,,^.^^,  wenn  wir  ausserdem  den  Yorzeichen- 
wecbsel  einer  einzelnen  der  (irüssen  a,  b,  c,  d  zulassen,  endlich  die 
Gruppe  t\(i:c, ,  wenn  wir  mit  den  bereits  genannten  Substitutionen 
nocli  dir  cyilische  Substiiulion  von  der  Periode  3  verl)inden,  die 
durch  die  Gleichungen  (i)  S.  193  definirt  ist,  und  eine  cyclische 
Vertauschong  der  drei  GrOssenreihen  i,,      ^  bewirkt  (i  =  0, 1,2,3). 


In  den  Fttlen  U  und  III  treten  an  Stelle  der  unter  I  genanoten 
Substitutionen  zum  Theil  andere,  die  sich  aus  jenen  durch  Traos- 
formation  vermöge  der  Substitution  (0,  0,  «i,  — mi),  bez.  (0,  «i, 
»fit  ergeben.  (Vgl.  S.  101  Anmerk.)  Im  Falle  II  bat  man  danach 
der  identischen  Substitution  zuzuordnen: 

4)  Die  Vertauschung  von  a  und  6,  die  Vertauschung  von  e  und 
d,  und  die  Substitution 

<i„  ~  e  —  f.)i ,  i„  =  6 ,  r„  =  a  4-     ,  </„  =  d 

(sowie  alle  aJi  wescnllicli- verschiedent!n  Verbindungen  dieser  Sub- 
stitutionen). 


1)  Da   die   im  zweiten   AbschiiiUe   Uiircliaus  natürliilie  Aus/.eicimuiig 
JT-Telraeden  tm  gegenwSrtfgeii  Zusammenhang  niehl  melir  gereehtfartigt  ist,  so 
betrachtet  man  als  erzengendc  Substitulionco  der  Gruppe  6|«  besser  noch  die  i» 
der  AniiD-rkuog  aaf  S.  ISt  deGnhIeo.    Die  entepreehenden  SubetilolioiMii  von 
0(11)  sind- 

u.  s.  f.,  mit  cydischer  Vertauschung  von  1,  S,  3;      ft,  v. 


den  +  : 
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2)  Den  VorzcicheDwechsel  von  a  und  6,  den  voa  e  und  d, 
sowie  die  SubstiUition 

4Co  =  —  a,ft«  =  6,<!b  =  —  e-j-i^it  dt  =s  d  (u.  s.  w.). 
Die  erzeugeoden  SabstiUitioDeii  von  werden  dieselben,  wie  unter 
I  (Nr.  4);  an  Stelle  der  Substitutionen  von  ^  aber  treten  zum  Theil 
andere.  Man  hat  nämlich  jetzt  die  Substitutionen  von  (^^o,  die  die 
nachfolgenden  Yertauschungen  von  e^,  und  6^,  5^,  5,  l>e- 
wirkeo,  mit  den  daneben  aufgeführten  Aendeniofen  der  Grossen 
ä,  6,  c,  (l  zu  verbinden: 

(A,  /I,  0,  0,        0  ];     {?.,  r  ,  /»)  :  (0 ,  0,  0,       0  ); 

(,«  ,  *' ,  A)  :  ^0  ,  0  ,  (->,,  —  foj  ;     (i- ,  «,  A  )  :  (0  ,  0  ,  co„,  —  w^)  ; 

(r ,  A  ,  /*) ;  (0,  0 ,       —      ;    (/*,  A  ,    )  ;  (ü ,  ü ,  — 

ffl. 

1)  An  Stelle  der  Verlauächungen  der  Grüssen  a,  6,  c,  d  treten 
jelzl  die  Subslitutionen 

Oo  =  6  —  Wi,    6,,  =  ü -|- »i,       =  c         ,    d^  =:  d  ; 
«0  =  « —  «n»    l>»  —  l>        «    <i>  =  «  +  «,1»       =  d  ; 
s,  =  d  — ,   6o  =  *        »       =  c        »       =  «  +  »»» 
und  die  daraus  zusammenzusetzenden. 

2)  An  Stelle  der  Vorzeichenwechsel  zweier  der  Grtissen  o,  6, 
c,  il  treten  die  Substitutionen 

fl,  =  — «,  6.  =  — 2»i,  <!(,  =     c  ,dQ=     <l  ; 

«0  =  —  ö ,  6«  =     fr  ,  Co  =  —  c  -|-  2  cö^ ,  (/o  =     d  ; 

«,  =  — a,  6o  =     fr  ,  tu  =     c  >     =  —  <'+2ii»„ 

u.  s.  f. 

Die  erzeugende»  Substitutionen  iler  Gruppe  «j,,«,  sind  wieder 
dieselben,  wie  unter  I  (Nr.  I);  man  kann  aber,  was  l)enierkt  zu 
werden  verdient,  diese  Substitutionen  jelzl  auch  so  schreiben 


K 

Co 

b 

a 

d 

c 

-fr.-a 

d 

e 

c 

d 

a 

b 

^'•) 

—  d 

a 

fr 

d 

c 

b 

a 

—  d\  —  c 

b 

a 

Die  Substitutionen  endlicli,  die  die  Vertauschungen  der  Grössen 
|i>  la>  nach  sich  ziehen,  lautt^n  jetzt,  wenn  wir  uns  einer  ähn- 
lichen Schreibart,  wie  unter  11  bedienen: 
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(A,  /I,  r)  :  (0,  0  ,  0,0);  (i  ,  /i)  :  (0 ,  0,  io„—(u,); 
(ji,  y  ,  ;.)  :  (0,  «, ,  ,  w^);  {p,  fi,  ;.)  :  (0,  — w^,  0  ,  ca^) ; 
(»'»  A  ,  /i)  :  (0,  a>^,        a»a);         Ä  ,      :  (0,  0). 

Specialisirt  man  die  Formeln  (6,  III)  des  §  1  dadurch,  dass  man 
=  a,  =  — .^02  Batst  (vgl.  ScnwAaz,  Art.  10,  90,  Halmrh  p.  980), 
so  kommt  man  zu  den  Ausdrucken*) 

98in  a  cos  6  =:  sid  (a  -j- ''''  +  s'"»    —  » 

2  cos  a  sin  6  =  sin  (a  +  ^)  —  s'«  (<»  —  ^) » 

2  sin  c  cos  d  =  sin  (c  -j-  d)  -|-  sin  (c  —  d)  , 

9c08 e  ein  d  =  sin  (c  -}-  «0  —  sin  (c  —  d) , 

die  dadurch  bemcrkenswcrth  sind,  dass  die  zu  einem  der  desmischeo 
lelraodi  I  der  zweiten  Reihe  (11,  §  8,  S.  153,  4&4)  ^bOri^n  Goordi- 
naten  in  die  Sinus  Ton  vier  unabhängigen  Argumenten  ttbergogangen 
sind;  im  Falle     =      =  a»  =  0  endlich  folgt 

(6t  V)  5,  =  a,  j,  =  ft,  5,  =  c,  j,  =  d. 

Die  GkuAmigem  (7),  (8),  (0  des  §  1  gehen  jetät  ohne  irgend- 
wie ihre  Farm  SU  ändern,  in  die  linearen  Gleichungen  zwischen  de» 
Grössen  a,  6,  c,  d;  i^,  6',  c',  d*;  «",6",  c",  d"  Uber  (vgl.  Nr.  2, 
§  I,  S.  193),  — 

Setzt  man  etwa  im  Falle  I  eine  der  Grossen  «,  6,  e,  d  gleidi 
Null  oder  gleich  einer  halben  Pmiode,  so  liegt  der  zugehlh^ge  Raum- 
punkt  auf  einer  Fläche  des  {•T^raeders;  und  in  ähnlicher  Weise 
entstdien  die  Flächen  des  ^  und  des  j-Tetraeders  durdi  ^ledali- 
sirung  der  Parameter  a\  b\  c\  i  und  a",  i",  c",  d".  Halten  wir 
uns  an  die  Annahme  a"  =  0,  und  führen  wir,  vor  dem  Ueho^ 
gang  au  dieser  Grenze,  eine  neue  Ordinate  |»  ein  durch  die  Sub- 
stitution    =       so  erfahren  die  zwischen  den  Grossen  I^,  T«,  Ii 

(§  1,  Nr.  10,  S.  198)  besiehenden  Rehilionen  die  in  §  U  dos  II.  Ab- 
schnittes angegebene  Aentlerung.  Man  kann  also  mit  Hülfe  dieses 
Grenzubergangs  auch  die  ebene  Trigouumelriu  zu  den  eUipliüclieQ 
Functionen  in  Beziehung  geizen. 


I)  Wir  lUiraa  hior  in  der  NuflunenibcMichmiog  des  §  I  fort. 


(6.  IV) 


h 

h 
h 
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§  3. 

Dintdlug  tffihtgtiiilw  Sibstttattmi  «Inidl  5-9iMtt«iiei 

Tin  Tier  ArguMitoi. 

Die  doroh  die  Formeln  Nr.  10  in  §  1  definirten  AagdrOcke  für 
die  Goefficienten  e«  einer  orthogonalen  SubstiUition  Bind  ganze 
homogene  Functionen  sipeite»  Grades  einer  jeden  der  GrOssenreihen 

öa,  öitt,  ö^o,  Ö,a    (u.  8.  f.). 

Es  ist  nun  bemerkenswerth,  dass  sich  die  Ausdrucke  der  zehn 
Coefficienlen  a^«  au  . . .  auf  nttmlicb 

l  «a  =  '^'(±Ä<')  =  — J»l,)  =  2()^,»>3  +  9ol?i)  U.S.W., 

durch  Binmhniog  neuer  Argumente  an  Stelle  der  Grossen  a,  a, . . . 

so  umformen  lassen,  dass  sie  eine  noch  einfachere  Gestalt  annehmen, 
nämlich  ganze  homogene  Functionen  erstm  Grades  der  6>-Funclionen 
der  transformirten  Argumente  \Ncrden. 

Die  gemcitUo  AenderuDg  der  Argumente  wird  bewirkt  durch 
die  Sat»titottoaea 


c  — d  = 

c'-d*  = 

c'-d'. 

ß  = 

—  e  — d  = 

a'+6'  = 

—  a"  -{-  6' , 

y  = 

—  a  +  b  = 

-c'-cT  = 

d  = 

a4-  6  ^ 

—  a  -|-  6'  = 

—  c  —  d" , 

» 

a  = 

d— 6  = 

d'— 6'  == 

d*— 6\ 

—  d— 6  = 

a'+i^  = 

—  0  +  c  , 

r  == 

—  a  -f-  c  s 

—  d'— y  = 

a  -\-  c  , 

04-«  = 

—  c'H-  c'  = 

• 

6  —  a  = 

y-d'  = 

—  6  — c  = 

a'+d'  = 

• 

r  = 

—  a  +  d  = 

— y-i^  = 

••H-d", 

a-j-d  = 

—  e'+d*  = 

—  6'— c  . 
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Die  to  dornten  xwUf  Ordnen  a.  *  .^T  tmd  unter  einander  dwrdk 
genau  dieselben  Glei^ungen  varhandenf  wie  die  urspiüngUeken  Argu- 
mente a  .  .  .  (f . 

Es  können  ;il.so  aucli  liioi  wieder  irgend  vicM-  derselben  Gruppe 
autjeluirige  unlor  ihnen  als  unubliiini^iiju  Pai'aiueler  helraclitel  werden. 

Die  in  Hede  stehende  Umgestaltung  vollzieht  s{(  h  jetzt  mit 
Uulfe  von  Formeln,  die  aus  den  Formeln  des  §  \  durch  Speciali- 
sirung  hervorgehen.  Selsen  wir  nttmlich  dort  zwei  der  Argumente 
a,  b,  e,  d  gleich  Null,  so  ergeben  sich  die  folgenden  speciellen 
Additionslheoreme : 


(3) 


—  {e^  —  e,) 6iU6iV      [c,  —  c j 5^ u 6,,  v  +  (f^  —  e^) 6,u5,v 


2  "  4-  t> 


6.^ 


U  V 


+     — «,)6«S«  + 


2  5,''^'  5.' 


Q-  u+r  ^  ^M— ü-u  —  r 


2 


Um  die  mit  Hülfe  dieser  IdentilUten  aus  (1)  abzuleitenden  Aus» 
drucke  der  Substiiutionscoerticicnten  bequem  Ubersehen  zu  können, 
fuhren  wir  die  folgenden  Abkürzungen  ein: 


§  3.  OiTiofloiULB  SmsrmmoNBN  GKNLim  aus  &-PiODUGnii.  SOS 


(5) 


/7au  =  ^(0)* .  ÖA«  ^a/J  ^ir 

=  =    («M — «J*  •  Öl«  ö*/*  ö*y  s**^» 

=  (<•„  — (c,  —  t-)  (^-i  — e„)  .6« 

/^,^»r  =    0^(0)^0,(0)^  .  0,/C  0,.pf  0./  0/) 

=  (Cr  —  Ci)  {«1  —  t-'u)  •  Gm«  ^/'i^'  S»;' 

u.  8.  w.  Die  AufeiDanderfo%e  der  Indicefi,  die  dem  Zeichen  n 
angehttngt  sind,  deutet  in  jedem  Falle  die  Reihenfolge  der  den 
Grossen  o,  /7,  ^,  ^  zuzuordnenden  6-Functionen  an;  /7umi  und  JJS-t 
endlich  sollen  die  Functionen  bedeuten,  die  aus  H»^  durch  Sub- 
stitution der  Argumente  ^,  f ,  If  und  /,  d'  an  Stelle 
von  a,          d  hervorgehen. 

Am  Übersichtlichsten  gestaltet  sich  das  Brgebniss  der  Rechnung 
im  Falle 

I. 

Hier  ergibt  sich  nämlich  der  Satz: 
Die  AttMiröcfce 


(6,1) 


/7. 


n.. 


«tW,  in  (/leser  Anordnumj.  gleich  den  Coefficienten  a^,  <^ri»  •  •  •  <*3S 
(/er  dwrcÄ  </te  Forwein  (I)  de/inirten  orlhfujonalen  Substitution. 

Sie  ändern  ihre  Werthe  nicht,  wenn  man  die  l*roducte  flu„„  durch 
die  Ih-oducte  Ifum»  oder  durch  die  Producte  /7i';„,„  ersetzt. 

Die  zweite  Hiilfle  dieses  Salzes  ist  natürlich  eine  Folge  der  in 
§  4  mitgethcilten  Formeln  jAcuors.  —  Man  bemerke,  dass  die  Grossen 
Oll  •  •  •  (durch  eine  einfach-transitive  Gruppe)  in  einander  Ober- 
gefhhrt  werden,  wenn  man  einmal  die  Indices  A,  ^,  i^,  sodann  die 
Argumente         d  cyclisch  vertauscht. 

n. 

Bs  würde  umstAndlich  sein,  wollten  wir  auch  in  den  Fallen  U  und 
III  die  einzelnen  Substitutionscoefficienten  auf  dem  angegebenen  Wege 
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unmittelbar  beslimmen.  Wir  gelangen  schneller  zum  Ziel,  wenn  wir 
uns  erinnern,  dass  der  Fall  II  aus  I  hervorgeht  durch  die  auf  die 
Argumente  a,  b,  r,  d  auszuübende  Subslitulion  (0,  0,  oj^,  — oyj). 
Diese  Substitution  zieht  für  unsere  drei  neuen  ArgumeDtreiben  die 
folgenden  Substitutionen  nach  sich: 

[8(»2>  0,  0,  0],  [ — »*»  «J»  [ — — «^i»  — »a»  — «»J* 
Durch  dieselben  Substitutionen  muss  auch  die  neu  za  eotwerfeDde 
Goefficiententafel  aus  (6, 1)  hemiigehen,  abgesehen  von  einem 
Exponentialfactor,  der  (lUr  alle  Elemente  den  nKmlichen  Werth 

hat. 

Es  entsteht  also  jetzt  die  Goefficiententafel 


(6,11): 


«11 » 
«71  , 

Ami 


—  nim  H-  («1— «M)'flw«M.  +  [H- 

—  ^/i)  (a  —  <^y) 

i««o»  +  («1  —  e^)*«;;/!/»/!  +  ifix  - 

— 

IT 

rt 

^ftrftv 

4-  TT* 

=  —  Offif^^ 

=  /r 

 -ßl^ 

— 

+  iCo 

 #7' 

= 

Den  Werth  von 

a,,„  schreibt  man,  um  das  Bildungsgesetz  ber- 

vortreleu  zu  la^^en,  besser  ausführlich: 

«00  = 

_  —  (e^  —  er^^l^K^X^l  +  (gA  —  g») '  6/i  6;.  Q/i      +  i^i —«t^^^y  ^y  ^y^v 


IS3]      §  3.  OlTBOGORALI  SOMTITCTIOIIIII  GBMUkBT  AOt  ^PROBOCm.  S07 

Der  den  sammtlicheD  Grossen  in  (6,  IQ  gemeinsame  Nenner 
fiUlt  heraoB,  oder  genauer,  er  geht  in  den  Factor  — i  aber,  wenn 
man  in  den  DefinitiooQgleichungen  der  Grössen  ^  (6,  II,  S.  195) 
rechter  Hand  den  alten  gemeinsamen  Nenner  unterdrttckt,  und  statt 
der  6-FanctioneD  die  9-Functionen  benutzt. 


in. 

Die  auf  die  Grossen  a,  6,  c,  d  ausmttbende  Substitution 

(0,  (d^,  c»„,  roj  zieht  fUr  die  neuen  Argumente  die  folgenden  Substitut 

lioueu  uuch  sich: 

[«»1+2«M»<»H»*»«ä]i         + »III  «III  wJ» 

Han  erholt  jetzt,  durch  eine  ähnliche  Kechnung  wie  vorhin,  die 
CoefBciententafel 


«12  . 


a 


iloMo  4-  {ex 


»      ^-37  1  'hs 


—          —  ^"i 

_             iliwo  4-  [e^  —  '\y'  Kyyy  —  (««  — 

(*^/*  —  ^V)  (t^/i  — 

_        mm  +  iey—  ej}-^  /7J,;u  -  {e^  —  e^  ^n"^^ 

(^K  — «*)(«»'  — V 

» 

  ^fUf 

—  —  rf 

•j-  fl^^^ 

—  —  n'mx 

—   77'     _i_  //" 

n    A-  fi 

=  /4« 

=      ^Tii«  +  ^?Iuo » 

Hierzu  ist  Aehnliches 

zu  bemerken,  wie  zu 

deu  Foriueiu 

unter  II. 

Der  Coefticienl       lautet  ausgeschrieben: 
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(«4 


=  —  -J-IZfj^       —  ei)-S660  4-  6,5,6,6,  —  6*6^6^6*} 
==  __|_|(|.,-tv)*666S  +  -  S,.5,.5,5,|". 

Mit  den  aufgezfiMlen  IG  Fallen  sind  die  \ oi-schiedenen  *ich 
darliiotcndcn  Möi;liclikL'ilen,  aus  linearoD  Vorbiiulungen  der  Grössen 
/Kimn  ••o**nicienten  oiiuM  orthogoiialon  Substitution  ziii>au)nien- 
zusclzen,  noch  ni("ht  crscliüpfl.  Hs  gclit  uiiuilith  aus  den  Fornteln 
(0,  1)  eine  lilinliclie  (;i)etli<  ienlenlalel  überhaupt  immer  liann  hervor, 
wenn  man  die  (Inissen  <(.  fJ,  ()  einer  Subslitulion  der  Gruppe  F 
unlerwirfl,  die  aus  iler  in  §  I  (S.  193,  194)  definirten  Gruppe  dun  ii 
Verlausehung  der  Grössen  a,  b,  c,  d  mit  den  Grössen  «,  f{,  y,  d 
entspringt.  Die  Zahl  der  wesentlich  verschiedenen  Subslilnlionen 
dieser  Gruppe  ist,  wie  t;esai.'t.  256.  Es  gibt  also  256  verschteäetie 
Coef/icicnlcutafeln  der  ini<it'(jel)ciu'n  .Art. 

liine  Uebersichl  über  die  Gesaiiinilheit  dieser  Formeln  erhall 
man,  wenn  man  die  Gruppe  /'oder  /^i^^^)  wieder  in  zwei  Unler- 
gruppen  von  je  IG  Sulislitutionen  zerlegt.  Der  Idenlilill  sind  zuzu- 
ordnen die  Aenderung  einer  der  Grössen  a,  ^,  y,  t)  um  oder 
zweier  dieser  Grössen  tun  dasselbe  Vielfache  von  2«^.  Als  Erzeu- 
gende der  ersten  Unlergruppe  können  dann  gellen  die  auf  «,  y,  d 
auszuführenden  Substitutionen  [2f»i,  0,  0.  0\  [w^,  m;.  fo^,  oj^]  u. s.  w.; 
als  Erzeugende  der  zweiten  l'ntergruppe  die  Substitutionen,  bei  denen 
((  ungeiindert  bleibl.  wahrend  y,  d  um  solche  halbe  Periodea 
wachsen,  deren  Summe  gleich  Null  ist. 

Die  erste  Untergruppe  fuhrt  zu  den  bereits  aulV'cslellten  Formeln; 
durch  die  zweite  gehen  au:>  jeder  von  diesen  noch  15  weitere 
Coefliciententafein  hervor. 

In  jeder  der  16  Reihen  von  je  16  orthogonalen  Substitutionen, 
die  auf  solche  An  entstellen,  gruppiren  sich  die  einzelnen  Glieder 
wieder  nach  titsm  Schema  1  -j-  9  -f~  '^•''^  erste,  für  sich  allein 
stehende,  unter  einer  der  Formen  1  ...  III  begiillLiie  Glied  ist  in  dop- 
pelter liin.Mi  lit  ausgezeichnet.  l'.r.Nlens  algebraisch  thulurch,  dass  in 
ihm  die  Ditlercuzen   der  Grössen  f^,  ratiofial  vorkomnieo, 


.  ij  i.ud  by  Googl 
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wabrend  die  Übrigen  15  Goef&ciententafeln  die  Quadratwurzelo  jeaer 
DiffBrenzeD  entbalten;  sweilens,  im  ZusammeDhaiige  hiennit,  durch 
die  besooders  einfeche  Vertheilong  der  zehn  SubstitatioDscoefficienten 
auf  die  in  §  1  aufjBestellleii  FormeUiuiuHen  (in  denen  wir  uns  jetzt 
die  6r<t88en  a,  6,  e,  d  durch  die  GrdBsen  a^ß^f^d  ersetzt  denken 
wollen).  Es  ist  nSmlich  in  den  Fallen  I...I1I,  nicht  aber  in  den 
übrigen  SI40  Fallen,  immer  der  erste  Goefficient  der  ersten  Familie 
(l)  entnommen,  und  die  Übrigen  neun  Coefficienten  vertheilen  ach 
auf  die  neun  Familien  des  Typus  (IQ;  die  sechs  Familien  des 
Typus  (II!)  kommen  in  diesen  Tafeln  Oberhaupl  nidit  vor^. 

Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  diesen  Gegenstand,  der  mit  der 
Theorie  der  den  Periodenvierteln  entsprechenden  Functionen  6«  nahe 
znsammenhttngl,  im  Einzelnen  zu  erOrtem;  doch  werden  wir  spater 
(in  §  5)  virenigstens  in  dnem  Specialfalle  die  46  orthogonalen  Sub- 
stitutionen wirklich  aufstellen,  die  aus  einem  CoefBcientensystem  des 
Typus  III  entspringen.  — 

Wir  haben  die  in  diesem  Paragraphen  milgetheilten  Satze  aus 
Additionstlieoremen  Jaoobi's  hergeleitet.  Es  ist  daher  wohl  nicht 
fiberflttssig,  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen,  dass  das  Bigebniss 
einen  ganz  anderen  Charakter  hat,  als  jene  Formeln.  Sieht  man 
nttmlich  von  der  zweiten  Hlllfle  etwa  des  unter  I  ausgesprochenen 
Theorems  ab,'  die,  wie  gesagt,  den  JAOon'schen  Sätzen  gegenüber 
nichts  Neues  bietet,  so  gehört  der  übrig  bleibende  Satz  eigentlich 
gar  nicht  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  sondern  der  Alg^n 
an:  Die  Relationen  zwischen  den  SubsUtutionscoefficienten  sind 

\\  Für  den  tnil  der  Tlieorit'  der  liyperclliplisüheri  I'iinrlioiteii  hekannlon 
Leser  braucht  nur  kurz  angedeutet  zu  werdeu,  wie  man  die  üruppirung  der  2&C 
Pomiebysleiiw  darch  «ioe  doppelte  GtianklarislikeiibeMidMntQg  dmtellen  kann. 
Das  «ioiehw  Syatain  wird  beseidinet  durch  ein»  Haupb-  und  eine  Nebencharak< 

lerislik.  Die  Hauptchaniktcrislikon  unterscheiden  die  16  Reihen,  die  aus  den 
Tafeln  I  ...  III  ('ntspriti;.;eiL.  IMo  tM>ti'  Hcilie  erhält  die  Charakteristik  !<3.'i)  =  (l4<il, 
die  aus  il  hervorgehenden  Ucihen  werden  den  neun  übrigen  geraden  Charakle- 
rislikea,  die  aus  III  entspringenden  Reihen  den  ungeraden  Charakteristiken  (*)...  (€) 
zageordnet.    In  jeder  Reibe  erfaSU  das  erste,  ausgezeic)mete  Glied  die  Neben* 

chaniklrri-Iik  (< =  "•         ■  —  I"  gleiclier  Weise  h'.itlen  wir  attcJl  SOhon 

die  ir>f)  WEiKHSTBAs.«)'üilien  Addilionstheoreme  bezeichnen  ktinnen.  — 

Dem  Umstände  entsprechend,  dass  eine  genide  Charakteristik  ausgezeichnet 
ist,  Tarwendet  man  übrigens  hier  besser  eine  üeieiehiMiBig  durch  swebnal  swei 
Indices  (Siebs.  Bar.  1891,  S.  161). 
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algebraische  Folgen  der  zwischen  den  Quadraten  der  6>FuQCtioDeii 
bestehenden  linearen  Gleichungen.  — 

In  den  beiden  folgenden  Paragraphen  befiehttftigen  wir  uns  mit 
einem  SpeciaUall  der  in  den  §§  4  . . .  3  entwickelten  Theorie,  der  in 
mehrfacher  Hinsicht  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  darf.  Um 
eine  eingehe  und  ztisammenhttngende  Darstellung  zu  erzielen,  werden 
wir  dabei  die  Eiigebnisse  der  ^  Sl  und  3  nicht  voraussetzen,  sondern 
wir  wollen  unmittelbar  an  die  Formeln  des  §  1  anknüpfen. 


Hallen  wir  in  den  Kornieln  des  §  1  die  Perioden  2(0  und  io' 
fest,  und  betrachten  wir  nur  die  (irössen  «,  b,  c,  d  als  veränderlich, 
so  können  wir  durch  diese  Fonneln  jeden  Uaumpunkt  darstellen,  und 
zwar  noch  auf  oo'  verschiedene  Weisen.  Dagegen  erhalten  wir  nur 
Punkte  einer  Fläche  ^  wenn  wir  etwa  6,  e  and  d  einander  gleich 
setzen.  Wir  werden  von  den  drei  wesentlich  verschiedenen  Flüchen, 
die  aus  den  Annahmen  I,  II  und  III  hervoiigehen,  hier  nur  die  letzte 
und  einfachste  behandeln,  in  dem  Umfange,  wie  es  für  unseren 
augenblicklichen  Zweck  wttnschenswerth  ist;  erwtthnt  m^  jedoch 
werden,  dass  die  in  den  Fallen  I  und  II  entstehenden  Flüchen  von 
der  tw&fiem  Ordnung  sind,  und  dass  die  Fläche  I  dualistisch  ist  zu 
der  Flache  III. 

Um  die  durrb  die  genannte  Annahme  hervorgerufene  Speciali- 
sirung  der  cooriiinirten  Parameteisystenio  in  symmetrischer  Weise 
darzustellen,  führen  wir  sechs  neue  Zeichen  /,  ein'),  Grössen,  die 
durch  die  folgeadea  Gleichungen  verbunden  sind: 


Die  zwischen  den  Grössen  a,  h.  ..  u.  s.  w.  bestehenden  Glei- 
chungen werden  nun  befriedigt  durch  die  Annahme 


Die  icflida^  Fliehe  vierter  iMamg. 


I)  Es  wird  wohl  kdn  MinvAntandnte  dadnrcb  verarsaeht  werden,  dam 
im  enteo  und  zweiten  ikbscbnitt  die  Beieiehaungen  «|  in  eioeia  anderen  Sinne 
verwendet  wordeo  und. 
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a  =li,    6:=C=r<f=«i,    «=0,    /J  =  |S'  =  /J"=  —  2t,, 
6'=c=<r=*i,    «'=0,    y  =  y=/  =  -8ü. 

Die  (jleichuDgea  (C,  Iii)  des  §  1  geheo  jcUt  Uber  in  die  folgenden : 


(3) 


2&  = 

SA, 
6ai  ' 

2i.= 

ö(2#i) 

2Si  = 

Vi' 

2b  = 

6(2«,) 

2^3 

2i»  = 

ZwificheD  diesen  GrOmm  bestehen  nach  wie  vor  die  Gteiduingen 
(7),  (8),  (9)  des  §  i.  Wir  wollen  sie,  abvfeichend  von  der  hitkar 
fulg$kttUmim  Äumihmet  dadurch  in  Beziehung  zu  den  Untersuchungen 
des  zweiten  Abschnittes  setzen,  dass  wir  sie  den  drei  Tetraedern 
der  «tmtoi  Reihe  zuordnen  (II,  §  8).  Die  zu  den  Tetraedern  der 
»ersten«  Reihe  geborigen  Goordinaten  mOgen  mit  x^,  t/^,  bezeichnet, 
und  so  gewühlt  werden,  dass  zwisdien  ihnen  wieder  dieselben  linearen 
Gleiciiuiigen  bestellen,  die  zwischen  den  Grössen  i)^.  slallfinden. 
Dies  erreichen  wir  durch  den  Ansulz  (vgl.  §  3,  Nr.  il) : 


?n  = 
h  = 

h  = 
&  = 


•To    T;, 

—  .r, 

^  +  «I 
Sq  -f-  d^i 


Xu  -|- 

«• 


.'/.  —  //i 

!/3  —  f/l  = 


=  2, 


J        "1  « 
—  2o  +  «7. 


X|      f/i  J/2  —  *1    ^> 

—  X,  —  Xj  =   '  -f-  7/,  =  —        4-  2;, , 

—  X„         X;,  —  —//,  —  »/2  =:  Z,,  -j-  Z3, 

"1~  ^3  =       2/0  "i"  Jfa  =  —  *J  *2- 
Die  so  definirten  Grössen  jr«,  y^,     werden  nun  ebenfalls  ganz 
einMie  Producte  von  ^-Functionen.   Mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  in 
§  S  (S.  S04)  findet  man  nach  kurzer  Rechnung: 


So 
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a?o  =  — 

Xi  = 

«I  = 

y.  =  — 

ea)  6i|  6^«i.6<s  €^«,.6«, 

Vi  = 

th  = 

*u   

2,  = 

S«,  5,.v,  .  5i.s/3„.Si.  5,«,5.An 

5i*-,  5.,»'i .  "n»,  5, .       5„.s, , 

Aus  den  16  dreigliedrigen  llneareo  Gleicbungeo,  die  zwischen 
diesen  \%  Grössen  bestehen,  bebt  sich  jedesmal  das  Prodncl  von 
drei  6-FuttclioDen  heraus.  Man  gelangt  so  zu  den  folgenden,  unter 
der  Voraunetzung  it  -1-  ^  H~  *  =  ^  b^ehenden  Addilionstheoremeo 

(7)  (c^— e,)6aiiSi»Si»  +       Ca)Ö^»*S,r 6^fr  -f       c^)(3;i»6»»ß»»  =  0, 

(8)  S„u  5, 1  5,ir  —  S,  u  5^1'  S,.m'  {-  (e^—  e,)  5;,w  5  r  S  «•  =  0 . 

(9)  Su  6^t>S,w         4"  ßjiMÖf  öi»        +  6,u6a«5w  =0, 

von  denen  wiederum  das  erste  etiur,  dassweite  «eim  und  das  dritte  «ecA« 
verschiedene  Formeln  umfasst.  Wir  haben  diese  Formeln  (7),  (8),  (9) 
hier  mit  abgettnderter  Bezeichnung  der  Argumente  angefbhrt,  w«I 
wir  sie  spflter  gebrauclien  werden.  Ucbrigons  können  sie  aus  den 
Additionstheoremen  des  §  \  auch  unmittelbar  durch  geeignete  Speciali- 
sirungen  der  Parnmcter  o,  6,  c,  4i  hei^leitet  worden. 

Die  Darstellung  der  Grössen  y^,  %i  durch  die  Formeln  (6) 
liefert  ohne  Weiteres  die  Gleiekmg  unserer  FlAche.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

00)  J  =  *  5(2<5(2*,)6(2«,), 

so  oigibl  sich 

Die  nicht  hingeschriebenen  Ausdrucke  der  übrigen  Producte  x,Xi 
geben  hieraus  durch  cyclische  Vertausohnng  von  1,  2,  3  hervor; 
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ebenso  ergebeo  sich  die  entsprecfaenden  Prodocte  fTf^»  und  tt^n^ 
wenn  man  1,  p  durch  f»,  p,  X  und  il,  f$  ersetst.  Aus  {H) 
iolg^  nun 

{1 6^* .  «^«,%4P^  =  -_  (e^  _  e,) , 
<V-*blfiM»  =  —  — 
16^*  .  «.»i«s35a  =  —  («1  —  e^), 

d.  h.,  es  besteht  neben  der  Identimt 

(vgl.  Nr.  5,  S.  141)  noch  die  identische  Gleichung 

{i  4)        eg .  d^t^d^  +    .  jr«sr,ysll^  -h  «, .  =  0 , 

die  keine  Folge  der  linearen  Gleichangen  (7),  (8),  (9)  des  §  1  ist,  and 
(so  lange  die  Grosse  G  (S.  494,  Nr.  7)  nicht  Terschwindet)  die  Punkte 
einer  irreduciblen  FIftcbe  des  Raumes  definirt.  Bs  ist  dies  die  aus 
den  Unlersnchnngen  mehrerer  Geometer  bekannte  sogenannte  dst- 
mitdie  Fläche  vierter  Ordnung,  zwölfter  Classe,  die  Reciproke  der 
KrOmmuDgsinittelpuQktsfliche  einer  Flllche  zweiten  Grades')  (der  zu 
Eingang  des  §  erwühnten  Flache  1). 

Bs  ist  hier  nicht  der  geeignete  Ort  für  eine  eingehende  Unter- 
suchung dieser  mokwUrdigon  Flache  4.  0.  Immerhin  wird  es  nttta- 
lieh  sein,  ihre  Darstellung  durch  die  Parameter  Suhth  noch  durch 
wenige  Worte  zu  erläutern. 

Die  Flache  (14)  gehört  einein  ganzen  Büschel  von  desmischen 
Flachen  4.  0.  an,  einem  FlachenbOscbel,  dessen  Besonderheit  darin 
besteht,  dsss  es  drei  in  Bbenenquadrupel  serfallende  Flachen  enthalt. 
Die  Flache  enthalt  daher  46  gerade  Linien,  die  Schnittlinien  von  je 
drei  Tetraederflachen  (II.  Abschn.  §  8).  Die  zwOlf  Schnittpunkte 
dieser  Geraden,  die  Ecken  der  desmischen  Tetraeder  der  aweiten 
Reibe,  snid  EnetmtpmdUe  unserer  Flache.  Zu  ihnen  geboren  unbe- 
stimmte Werthe  der  Parameter  <i,     t^.   Bs  werden  nämlich  die 


4)  Stau,,  Cralle't  looraal  Bd.  401,  S.  7B  (4887);  Wiuca,  Acta  Laopoldiu 
4888.  HuHBBikT,  Joarnal  de  Mathematiques  1894  p.  363.  Von  diesen  sehr 
iat«n«ittt«i  AbhandlaageP  «atbUt  die  zuletzt  genannte  die  ParauMterdaisteUiiog: 

6t    Sit    6^1  Sit 

Ihn  HmiMM  hat  aUein  auf  dtoae  Fomel,  mit  grosaem  BaomalriadiMD  Gsaehicfc, 
aina  nmfesseade  Theorie  der  Flüche  gegrOndei. 

AUnail.  Lt.».  SwtUMk.  4.  IRMmMk.  XXXin.  |5 
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Kckeii  des  jr-Telruiders  erhalten,  weua  wir,  unter  cü  eine  halbe 
Periode  verstehend,  der  Reihe  nueh 


'2u> 


,  a  -  ,  (uiodd.  4(»,  4(0') 

-4-  OJ,,,      «,  "  2w  -|-  0),  ^  ' 

selzeOi  bei  unbestimmt  gelassenen  Werthen  von  /,  Im  ersten  Falle 
«1  =  2(3  z.  B.  entspricht  den  modd.  4(o,  4e/  verschiedenen,  in  der 
Form  -h  '1  +  2«  enthaltenen  Wcrllisystomen  je  eine  (von  der  Wahl 
des  Nur/.eichenB  unabhängige;  Forlschreitmigsrichtung  durch  den  Dop- 
pelpunkt jr,  =r  =  jj  =  0 ;  den  vier  Geraden  durch  den  Doppel- 
punkt, liings  deren  die  Fläche  von  dem  Tangentialkcgel  des  Doppel- 
punktes berührt  wird,  entsprechen  insbesondere  die  Parametersysteme 
ti  5  8»,  4-  Suii,  8<»  H-  SoV«  +  (modd.  4«»,  4«'). 
Den  00*  Punkten  der  16  auf  der  Flache  verlaufenden  geraden 
Linien  entsprechen  also  nur  discrele  Werthsysteme  der  Parameter 
'd  's*  Systeme  von  drei  halben  Perioden,  deren  Summe  gleidi 
Null  ist. 

Nimmt  man  diesen  Fall  aus,  so  entspricht  jedem  System  von 
drei  Grossen  «1,  ^,  ^,  deren  Summe  den  Werth  Null  hat,  ein  be- 
stimmter Flftchenpunkt. 

Umgekehrt  entspricht  vermflge  der  Formeln  (S)  und  (3)  eroeai 
gegebenen  Flftchenpnnkt  (abgesehen  von  den  Knotenpunkten)  eis 
»bestimmtes«  Parametersystem,  sofern  man  die  folgenden  Substitn- 
tionen  als  von  der  Identität  nicht  verschieden  betrachtet: 

1)  Die  Vermehrung  von  «j,  ^, um  solche  Yielflache  m- 
facher  Perioden,  deren  Summe  =  0  ist, 

2)  Den  gleichzeitigen  Vorzeichenwechsel  aller  drei  GrOsseii 

Besondere  Aufmerksamkeit  zieht  das  Coordinatensystem  suf 
unserer  Flllche  auf  sich,  das  von  den  Curven  =  const.,  =  coastw 
gebildet  wird.  Wir  wurden  uns  indessen  zu  weit  von  unserem  e^entr 


^)  Detiniii  man  dio  deMuisclio  Mäche  dicht  durch  die  Formeln  ^3),  sondere 
etwa  durch  das  eräte  der  drei  Foriuelsy6teme  (6),  no  kann  man  an  Stelle  iv 
GlricboDg  f,  -I-  i|  H-  ^      0  die  Congraem  «t  +  f|  -f- b  0  (mod.  tw,  Iw*) 

setzen.    Mao  bat  dann  eine  iimf.wsc-ndi-ie  (iruppe  von  Acnderungen  der  ideatiMShW 
.Sufpsliliition  zuzuordnen.    Hierdurch  wird  aber  der  einfache  Ziis.immenhang 
ächen  den  Grössen  ]^^,  t^^ ,  }|,  x,,  yj,       zerstört.    Es  ist  daher  zwecknoässigWi 
nur  solche  Systeoie  von  drei  Haram^m  zu  benuUeo,  deren  Suiuiiie  gUkh  Noll  iit- 


V 
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liehen  Gegenstände  eolfemea,  wolle  n  wir  den  merk wilrd igen  Eigeiv- 
schalion  dieser  CurvoD  eine  eingelieaUc  Unlcrsuchung  widmen.  Wir 
haben  dazu  um  so  weniger  Veranlassung,  als  Herr  Uumbeet  bereits, 
auf  ähnlicher  Grundlage,  eine  solche  Untersuchung  geliefert  hat,  auf 
die  wir  hier  verweisen  können.  Bemerkt  sei  jedoch,  dass  die  von 
Herrn  Hiwbbbt  geführten  Beweise  sich  zum  Tbeil  betriichüich  abkürzen 
lassen.  Herrn  Humbbit  ist  nSmlich  der  durch  den  lACcafschen  Fun- 
damentelsatz  gegebene  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Parameter^ 
darstellungen  (3)  entgangen;  er  musste  daher  die  von  ihm  gefun- 
denen schönen  Stttze.auf  eine  umständlichere  Weise  begründen,  als 
es  mit  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Holfsmitteln  mOglich  ist.  — 

Gellt  man  zur  Gjeuze  e^.  —  tr^  =  über,  so  verwandelt  sich 
das  Büschel  von  desmischen  FUh  lu  ti  i.  O.  in  das  KlUchenbuschel 

wobei  die  Grossen  I«,  %  die  in  §  44  des  H.  Abschnittes  (S.  480) 
erkltfrte  Bedeutung  haben.   Ersetzen  wir  im  Grenzfall  gleichzeitig 

<t,  «t,  ^  durch  ^1  ^9  ^  —      ^  ^"^^       Steile  der  entwickellen 

Formeln  das  Formelsystem  (vgl.  H,  §  44): 

(16)  ä,  -j-  Ü2  +  «3  =  8«,    d,  =  2c  sin 

(17)  =  c'^  sin  «1  sin  «2  sin  ü,,    Z,  =  sin  ü,  (i  =  t,  2,  3) , 

Ssm  -^'»n-^'sm-^, 

2sin  Y'COSy-cosYi 
2cos^.sinf.cos|, 

i  COS  Y  •  ^^^'^'^  '  si 

Der  Parameter     ist  fUr  die  einzelne  Flache  4.  0.  nicht  wesentr- 

Hch  im  Sinne  der  projectiven  Geometrie.  Jede  dieser  FiSichen  hat 
im  Anfangspunkt  der  Coordinalen  /,  =r  =  /,  =  0  einen  drei- 
fachen (sogenannten  triplanaren)   Funkt;   ausserdem   hat   sie  sechs 

I>oppelpunkte  ^  =  0,  ¥1=0,  Y«  =  0  im  Unendlichen.    (Vgl.  die 


(48) 


Y. 


1}  Di«  Formeln  (*7]  sind  achoD  von  Horm  HoMBBn  angegeben  worden. 
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Fig.  46,  S.  184.)  Sie  eothttlt  noch  Mho  genule  Linien,  nlmlich  die 
vier  Geraden  =  0 ,  0 ,  und  die  secba  Geraden  =  0 , 
7.  =  0 ,  von  denen  jede  zwei  Geraden  der  allgemeinen  desnisdimi 
Flache  4.  0.  entspricht.  Die  Doppelpunktaparameter  aind  die  Viel- 
fachen  von  »i  der  dreiflMshe  Punkt  entspricht  dem  Panuneterwerth  oo. 

Die  Flache  gehl  durch  eine  (imaginäre)  dualtatnche  Traosfonna- 
tion  tlber  in  die  Krümmmigtmiltelpinikl$ßaeke  tme»  ParohoUid»,  (Vgl. 
SAuoa-FBDua,  Geometrie  des  Raumes,  3.  Aufl.,  Bd.  II,  S.  345.) 


Orthogonale  Sobstitntionen  and  sphäriaehe  Dreiecke, 
4ie  mit  der  iMBdaehen  fliehe  vierter  Orinng  T«rfcil|ft  siid. 

Wir  bringen  jetzt  die  BeCrachtungen  des  §  4  mit  der  im  II.  Ab- 
schnitt durchgeführten  Untersuchung  in  engeren  Zusammenhang,  m- 
dem  wir,  feathaltend  an  der  bernts  in  §  4  eingefDhrlen  VoratellongB- 
weise  (also  abweichend  von  dem  in  §  3  beobachteten  Verfahren) 
die  GrOasen  Z,  7,  Z  in  folgender  Weise  durch  dm  Grossen  s,  y,  t 
ausdrucken : 

Zt  =  —  y(f'^**  2i  =  —  V^.zt,  z,=  — y^.«,. 

Setzen  wir  nun  in  den  Formeln  (4)  des  §  3  •  =  0,  so  folgt: 


(1 


6u6iif  6(8tf)  * 


—  {«^  —  e,) 


6u6]^u  6i*(S») 


6,  2«) 


Führen  vrir  diese  Wertbe  in  die  Formeln  (6)  des  g  4  ein,  m 
genügen  wir  zu  den  folgenden  Auadracken  der  Goef&cieoten  «»...Ss 
(vgl.lI,§S,  S.  148): 


(3,  I) 


0« 


013 

«53 


6(8*,) 

6  (8s,) 

6a  (8«,} 

6(2.,) 

S{2s,) 

S(2.v,; 

6„  {is,) 

6^(2*3) 

Q^2«j, 

6(2ä,' 

6(8*J 

.  ,d  by  Goog 
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Dit  wf  der  reekim  Seite  etekende»  6-Q«oIMm  emd  abo,  m 
ttteeer  ÄMerdmtng^  proporüomd  den  Co^fUAeiden  «mcr  vrüio^malm  Sub- 

Man  kann  dies  natürlich  auch  sofort  durch  Aasrechnung 
bestätigen:  Die  Saannen  der  Quadrate  von  je  drei  Gliedern  in 
einer  Horizontafavthe  hahen  (unabhängig  von  unserer  VoraussetzuDg 
«1  +  ^2  +  ^3  =  ^)  nttmlidien  Werth  vermöge  der  Idenlitttlen 
zwischen  den  Quadraten  von  Je  drei  6-Functionen,  und  die  Summen 
der  Producle  entsprechender  Glieder  in  parattelm  Reihmi  ferschwin- 
den  zufolge  der  Identimten  (9)  des  §  4. 

Für  tien  zehnten  Cocfficicnlen  a„j,  den  wir  als  Function  der 
Grössen  2«i,  2^,  2ij  durclj  ein  besonderes  Zeichen 


darstellen  wollen,  ergibt  sich  eine  ganse  Reihe  verschiedener  Aua- 
drOcke.  Man  kann  ihn  zunächst  ebenfolls  aus  den  Formeln  (4)  des  §  3 
heiieiten,  indem  man  wieder  die  oIHgen  Formeln  (8)  benutzt;  man  kann 
ihn  zweitens  berechnen  mit  Httlfe  der  Formehi(9)  in  n,  §  5  (S.  US); 
man  kann  ihn  endlich  finden,  indem  man  aus  der  Quadratsumme 
der  Glieder  m  iif^d  einer  Vertical-  oder  Horizontalreihe  die  Wurzel 
sieht  und  das  Vorzeichen  gehörig  bestimmt.  Wenn  man  alle  diese 
Ausdrücke  mit  einander  vergleicht,  so  ergibt  sich: 

Die  durch  die  fbmsl  (4)  d^nirle  RmeHon  Q  dmet  dunA  die 
Gleidmng  «  -|~  '  +  *  ^  ^  verbtmdeiier  Argwimle  hat  dm  Werth 


Von  diesen  Formeln  nmtat  die  erste  drei,  die  zweite  neun 
verschiedene  Ausdrücke  der  Function  Q.  Die  Gleichheit  der  Aus- 
drücke in  den  beiden  ersten  Zeilen  ist  eine  Folge  der  Identitäten 
(7)  und  (8)  des  §  4;  die  Gleichheit  der  Ausdrücke  in  den  drei  letzten 


0^  =  0(2«»,  2«,,  2«,) 


0  (u,  t),  w) 
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Zeilen  bildet  das  bekaoole  Addilionstheorem  der  i^-Function.  isl 

das  iu  der  ScHWARz'scheo  Fonnelsammluiig  mit  ^  beseichaele  inte- 
gral %  Galtung. 

Diu  Siihslilutionscoenicienten  sind,  als  Functionen  von  zweien 
der  Argumente  8,  belrachlel,  in  ihrer  Verilnderliulikeil  durch  eine 
(ileicliung  bescliriinkl,  die  man  entweder  aus  der  lileichung  ( 1 4)  des 
§  4,  oder  auch  aus  der  zwischen  den  Quadraten  der  Functionen 
^it      ^  bestehenden  Identität  ablesen  kann: 

I       («^  -     «11*  H-  {e,  —  «j)      +  («a  — 

I   =  K  —  «.)  «33^  4-  (e»  —  «j)  «n'  +  («»  —  ^)  fl,,'  =  0  . 

Zu  der  nämlichen  Gleichung  gelangt  man  von  der  Formel  (7) 
des  §  4  aus,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 

(7)  (e^  —  e,)  o.jaaajj      («,  —  Ca)  a^Ojjaij  +  (ex  —      Oatt^aj,  =:  0 

in  das  Product  aus      und  der  linken  Seite  von  (6)  zerfillU'). — 

Wir  schliessen  hier  die  linearen  Substitutionen  der  Argumente 
«i>  »1  co'  an»  (Ii®  Transformationen  der  in  §  II  des  zweiten 
Abschnittes  besprochenen  Gruppen  (^,^,  6'^,  ff,.,-^,  f^^;«,  hervorrufen. 

Zuniiclist  cnlsprechon  dnr  Gruppn  (t,,,  der  KuuMBR'schen  (Kon- 
figuration die  Ml  nai  ii  der  l olsctzung  des  §  4  (S.  214)  noch  ver- 
schiedenen AenderungiMi  der  Paramelor  um  halbe  Perioden  m, 
deren  Summe  Null  isl.  Insbesondere  die  erzengenden  Operationen 
S,,  (8.  167)  haben  als  Aequivalenl  die  folgenden  linearen  Sub- 
stitutionen der  Parameter  s^: 


1 

i     *V     1    H  1 

(8)  Si 

«i  +  w» 

«2 —  2«, 

4)  Die  drei  Aiisdräcke  (6)  (und  ebenm  die  linke  Seite  von  (7),  Kottieilt 
durch  om)  haben  denBelben  Werth  für  Jede  orthogonale  SubütltutiOD.    Bildet  mün 

ihre  Summe,  und  si'lzt  m;iii  dicsi'  ijleicli  Null,  so  ciililclit  die  vom  Verfasser  als 
\iirmaliorm  l)o/.eichnele  tileivhuogüforiii  der  desmischeu  Fläclie  4.  U.  (Sächs.  Ber. 
189*.  S.  »JifiJ, 
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Fügon  wir  hierzu  die  Vertauschungen  der  Grössen  s, ,  «2»  *J5  so 
erfahren  die  Grössen  x\  die  Vertauschun^on  dor  Gruppe  Gy«;  die 
Gruppen  und  G..^  entstehen  sodann,  wenn  wir  noch  lineare 
Periodentransformalionen  hinzufügen:  Die  Gruppe  6,,,2  entsteht  durch 
Zufugung  der  Vertauscbang  von  /i  und  v;  entsteht,  wenn  man 
sämmtliche  Vertauscbungen  von  Kf^p  binzunimmi. 

Die  Gruppe  6^  umfasst  im  Allgemeinen  alle  coUinearen  Trans- 
formationen, die  die  desmiscbe  Flache  4.  0.  in  dch  selbst  Qber^ 
führen;  ausgenommen  sind  nnr  die  Falle  ^  =  0  und  ^  =:  0;  im 
ersten  Fall  lasst  die  Flache,  wenn  etwa  =  0  angenommen  wird, 
noch  die  Transformationen  von  Gm  zu,  im  zweiten  888  Transforma- 
tionen, die  eine  invariante  Untergruppe  von  G^^^^  bilden.  — 

Die  2;fn;ii\iil('ii  linearen  TransformaliontMi  der  l'atanieter  8^  (Nr.  8) 
haben  nur  Vorzei(  ln-nwechsel  der  Substitution>coeflicii'nten  «,^.  der 
unter  (3  angegebenen  6-(juolienlen  zur  Folge.  Dagegen  erliUlt  man 
wesentlich  neue  Gruppirun,uen  von  6- Quotienten  zu  Coefticienten- 
systemen  orthogonaler  Substitutionen,  wenn  man  die  Parameter 
um  Pleriodenvierlel  vermehrt,  deren  Summe  gleich  Null  ist.  Betrachtet 
man  der  Kinfachheit  halber  jetzt  auch  noch  die  unter  (8)  ang^ebenen 
Aenderungen  als  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  identischen 
Substitution,  so  bleiben  im  Ganzen  noch  46  Aenderungen  der  Grössen 
»g  um  Periodenviertel,  deren  jede  zu  einem  neuen  Goefficientensystem 
ftlbrl.  Diese  i  6  Anordnungen  der  6-Quotienten  lassen  sich,  ahnlich 
wie  die  Formeln  (6)  des  §  1,  in  drei  Typen  ordnen,  von  denen  der 
erste  einen,  der  zweite  neun,  der  dritte  sechs  verschiedene  Falle 
umfasst.  Den  ersten  Fall  haben  wir  unter  (3,  1)  bereits  angef&hrt. 
Als  Vertreter  des  zweiten  Typus  wählen  wir  die  durch  die  Sub- 
sliluliuQ 

aus  (3, 1)  hervorgehende  Goefficiontentafel : 


(3,11) 


5(8»,)»  6i(«»3)'        '  '     '  '  ^/(^^2)  ' 

y~     5,(2^2)         _  _  ■  ^  ^  . 
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als  Vertreter  des  dritten  die  Tafel,  die  aus  (3, 1)  durch  die  Sub- 
slitutioD 


hervoiigeht: 


(i) 


f. 


(3,  III) 


1/          y  "  6(2^t) 


Verirr  ^^ül^ 


%(2*i)' 


"51(2.,)' 


Bei  der  mit  nngeren  Formeln  zasammeahangendeii  DarBlellung 
sphärischer  Dreiecke  durch  ellipliBche  FaocUoneD  beschrSoken  wir 
uns  auf  den  einfachsten  und  interessantesten  Fall  (3, 1).  Wir  können 
uns  nunmehr  kurz  fassen.  IKe  Formeln  (6)  des  §  4  liefern  uns, 
wenn  wir  die  Formeln  (2)  in  II,  §  6  (S.  143)  berttcksichtigen ,  und 
über  die  Vorzeichen  der  zonSchst  nur  durch  die  Producte  /^/., 
gcgebcuen  Gi  össeu  ly  >.  eine  goeigaclc  Eulscheidung  treffen,  unoiiltel- 
i)ar  den  Au&atz: 


(9) 


Clg     j    r-         ^    ^    •  •     ,  .       ^  . 


ff* 


=  ctg  = 


(»  =  1,2,  3) 


Sa2.Vx)-G.(2sJ 


Die  Functionen  £tU,         ^.tt  sind  die  in  der  ScawAai'schen 

Formelsammlung  (Art.  25)  mit    ^ ,      ^' ,  ^   bezeichneten  Integrale. 

2.  Gattung.  '* 

Durch  die  Jfornieln  sind  die  Cotaiigvtiten  der  halben  Seiten 
und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  (ds  (  indeuliye  hotnogene  Func- 
tionen 0'"*  Grades  von  seclm  Verhultuissgruinien 
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äarffewIeiU^  xmUehm  deiten  zwei  Mneor«  Gieiclumfie»  atatlfittden: 
»1  -f"  «»II  +  <»»  =  0 ,   #1  -|-  #,  -|-  ^  =:  0 .  — 

Für  die  Cosinus  und  Sinus  der  Seiten  und  Winkel  ergeben  sich 

die  Ausdrucke: 


w<»«u8  unmittellwr  die  bei  gegebenen  Werlhen  von  «»  und  o»'  zwi- 
sehen  den  Seiten  ond  Winkeln  stattfindende  Relation  abgelesen  wer- 
den kann: 


Dieso  Proportion  ist  wieder  nichts  Anderes,  als  die  Gleichung 
der  dcsnmchen  Fläche  i.  0.,  bezogen  auf  das  System  Iranscendenlcr 
Coordinatcn,  das  von  den  sechs  Wiokelgrössen  o^,  gebildet  wird. 
(Vgl.  Nr.  6.)  — 

Unsere  Entwickehing  setzt  uns  nicbt  nur  in  den  Stand,  die 
Gotangenten  1«,  X,  der  halben  Seiten  und  Winkel  eines  sphttrisehen 
Dreiecks  als  eindeutige  Fonctionen  von  drei  unabbttngigen  Verttnder* 
liehen  ausnidrttcken,  sondern  auch  umgekehrt  zu  gegebenen  Werthen 
der  I,,     die  Argumente  in  allgemeinster  Weise  zu  bestimmen. 

Dem  Beweise  schicken  wir  den  folgenden  Satz  voraus: 

Durch  die  Formeln  (9)  oder  (10)  wird  die  in  %  i  des  I.  Ab- 
ickmites  definirle  Gruppe  ®m  ieomorph  bezogen  auf  eine  gewieee  Gruppe 
WM  Unearen  SubeUkitionen  der  Argumente      w^^,  ttthth* 

Wie  man  durch  geeigiiete  Aenderungen  der  Argumente  allein 
die  Gruppe  i^u,  oder  vielmehr  die  durch  diese  Gruppe  hervor- 

gemfenen  Aenderungen  der  Grössen         erzeugen  kann,  haben  wir 

.soeben  .schon  gesehen  (Nr.  8);  es  handelt  sich  also  nur  noch  um 
die  Hervorbringung  der  Substitutionen  T  und  T,  die  einfache  Vor- 
zeichenwechsel der  Grössen  im  Gefolge  haben.  (Vgl.  S.  102, 
Nr.  3.)  Wir  bemerken  nun ,  dass  die  linearen  Periodeniransforma- 
tionen, die  eiy  e^,     ungeänderl  lassen,  die  Vorzeichen  der  Quadrat- 


(10) 


0<) 


P:I2=  Ve^- 
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wurzeln  ^^„—6'^.  Vc.—e^  IhatsUchlich  noch  beeinflussen.  Die  trag- 
lichen Traiisformationea  habeo,  wenn  a,  ft^  d  ganze  Zahlen  bedeuten, 
die  der  Bedioguog 

(«  +  d)^  = 

genUf^n,  die  Geslall 

-j-  2/f,)„  +  2(yo>,.') 
Wir  finden  nun,  mit  Httlfe  der  Formeln  (6),  S.  75 

'         V        /  Ahl    '    ßirt'          \        '  ß<ii 


'     '  l   0»,   =^  Oi, 


Die  Periodentransformaiionen  ^  1 2)  zerfeilen  demnach  in  vier 
Schaaren,  die  in  folgender  Weise  den  Subsütutionen  von  ^4  (S.  102) 

zugeordnet  sind: 


(13) 


T  :  «  +    =  0    Y  ^ 


Diese  Substitulionen  also  rufen,  verbunden  mit  den  Substitu- 
tionen (8),  diespiboi»  Aeuderungea  der  Grössen  ^„  hervor,  wie  die 
Substitutionen  der  Gruppe 

Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  die  SubsUlution  TT  auch  durch 
gleichzeitigen  Vorzeicbenwechsel  aller  Grössen  9^  hervorgebracht  wer- 
den kann.  Es  entsteht  also  eine  möglichst  nmfessende  mit  %^  holo- 
^risch  isomorphe  Grui»pe,  wenn  wir  die  folgenden  Substitutionen 
der  Identität  zuordnen: 

1)  Die  Aendenmgen  der  Grössen  ».  um  Vielfeche  ganzer  Perioden, 

2)  die  Substitution  =  —  .  vcirbunden  mit  den  Porioden- 
transfonn.ilionen  (12),  die  der  Bedingung  ß  -\-  y  ^  ^  luod.  2  (d.  h. 
ß  =  f         mod.  2,  «  -J-  d  =  0  mod.  4)  genügen. 

Ij  Herr  F.  Klein  bezeichnet  diese  Gruppe  als  (homogene)  «llauplcoogruenz- 
gruppe  der  zweileo  Stvfe«  innerhalb  der  Gruppe  der  Modulaubatitutionen.  Ihre 
Untergruppe  ß  -\-  mod.  1  gehört,  nach  der  Terminologie  des  Herrn  EtsiK, 

cur  vierten  Stufe.  S.  F.  Ki.ki.n,  Vorlc»uiiKon  über  die  Theorie  der  elliptischen 
ModiilfuncUonen,  aiugcarbciiei  und  vervotlst&adigt  von  R.  t'Mcu  (Leipzig,  Teubner, 
1890—92]  Bd.  I,  S.  388  u.  Q. 
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Die  Aendmingen  1)  und  2)  un^a$8e»  freretf«  «He  game  ViddeuUg- 
keit  der  AtfumetUe  («  : «),  ^  tu  gegAene»  WerÜte»  1«,  gehören. 

Sind  nKmIich  die  Grossen  lg,  X,  bekannt,  so  können  wir  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (U)  in  §  4  (S.213)  die  Verhttllnisse  der  Grossen 
e^,  6,  rational  darstellen.  Haben  wir  sodann  über  den  Werth  einer 
dieser  Grossen,  und  damit  auch  Ubei-  die  Werthe  der  übrigen  ent- 
schieden, so  ergeben  sich  Scd,  2«i'  als  ein  Paar  solcher  primitiver 
Perioden  des  Integrals 


innewohnende  Vieldeutigkeit  ist  zunKchst  noch  gegeben  durch  die 
Formeln  (IS),  ohne  hinzutretende  Beschrttnknng.   Jetzt  kOnnen  wir, 

auf  Grund  der  Formeln  (3,  I)  die  Grössen  finden,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  und  abgesehen  von  Vielfachen  ganzer  Perioden,  die  noch 
zu  ihnen  hinzutreten  kOnnen.  Tragen  wir  nun  die  gefundenen  Werthe 

in  (9)  auf  der  rechten  Seite  ein,  so  sind  die  Gleichungen  fO)  mög- 
licher Weise  noch  nicht  erfüllt,  da  die  Vorzeichen  links  und  rechts 
noch  verschieden  sein  können.  Diesen  Mangel  haben  wir  noch  zu 
beseiten  durch  eine  geeignete  Periodentransformation,  nach  An- 
weisung der  Kortneln  (13).  Die  den  Grössen  «, ,  s,,  ^  •  '-'i,  w^, 
jetzt  noch  anhaftende  Vieldeutigkeit  ist  dieselbe,  die  wir  oben  unter 
1)  und  2)  angegeben  haben.  — 

Die  Formeln  (10)  gehen  im  Falle  A  =  3,  u  ~  1,  »-  —  2  in  die 
von  Lagranck  entdeckten  bekannten  Formeln  über.  Mau  kann  sie 
natürlich  auch  im  Rahmen  der  WEiERSTRAss'schen  Theorie  unmittelbar 
begründen,  indem  man  das  in  der  Form 

i]    Da    die    in    die   Üelinitiori   der  6-Fuii(:tiim   .niri.;t.anminoae  KodinguiiK 


Sil  — )^  0  auf  einer  willkürlichen  EoUctieidung  zwischen  zwei  an  und  für  sich 


glcirliwerthigen  Möglichkeiten  beruht,  so  können  die  zwischen  den  Grössen  l^, 
besiebenden  (ileichungcn  noiti  ;nif  eine  /.weite  Art  dnn  li  jjaiu   nhnlieli  (j;cbildete 
Functionen  befriedigt  werden.    Diese  Iteiden  i'arainctcrdarstclluagen  der  Mannig- 
bKigUit  IT}*  (S.  las,  Aomerkuat;)  «iad  oalarlicli  ale  veischieden  aniuaeheD»  da 
oa  nicht  nüslieh  lat,  <Ue  eine  durch  analytische  Forlaetnuig  in  die  andere  (iher- 


xulQhren. 
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in«       Qx"  *  6;iio  ^  '  Sji»  *  Sjii 


gesc)iiiebene  specielle  Additionstheoreiu  (H)  des  §  4  mit  den  beiden 
CosinussUtzen  der  sphärischen  Trigonometrie  vergleicht.  Der  von  uns 
cingeiichlagene  längere  Weg  hat  aber  den  Vorzug,  dass  er  tiefer  in 
das  Wesen  der  Sache  hineinfuhrt,  und  insbesondere  die  Beziehung 
der  Formeln  (10)  zu  der  in  §  3  nachgewiesenen  DarsteUuDg  ortho- 
gopaler  Substitutionen  durch  elliptische  Functionen  von  vier  Ai^a- 
menten  aufdeckt.  In  der  Thal  erhalt  man  das  Coefficientensystem 
(3,  tj  und  (4),  wenn  man  in  die  Formeln  (6,  III)  des  §  3  die  dorch  die 
Fonneln  (4),  (8)  des  §  4  (S.  811)  gegebene  bemndere  Aimahnie  ein- 
führt, mit  der  unwesentlichen  Aenderung,  dass  dieGrüasen  «n...«« 
das  Vorzeicben  geweehselt  haben,  und  dass  gleichseitig  die  beiden 
letzten  Verlicalreihen  vertauscht  sind.  —  Auch  wenn  man  die  Sah* 
stitutionscoefficientett  in  dieser  leisten  Anordnung,  ohne  sie  vorher 
vertauscht  zu  haben,  zur  Darstellung  eines  sphttrischeo  Dreiecks  be- 
nutzt, ei^ibt  sich  ein  bemerkenswerther  specieller  Satz: 

Man  kann  die  Cosinus  der  Seiten  und  ^yinkcl  eines  sphärischen 
Dreieclis-  auch  mit  Hülfe  der  fvUjcnden  I'ormelu  durch  eUiplische  Funo- 
Uotien  von  zwei  Argumenten  ausdrücken: 


(14) 


OOS  8  =  —  ^i^-±-!^^     COS  a  =  —  ®(?±!^5»!2 

COS  0«  =  p-- — r— ,    COS  «2  =  —  i,  - — r  ^  , 

6^[v  -\-w,ov  '  5^  ü-f-tojöiü 


  6[v-\-w)6yV    (5(v-\-w)6y 


In  diesem  Falle  werden  jedoch  nicht,  wie  in  dem  eben  betrach- 
teten, gleichzeitig  auch  die  Sinus  der  Seiten  und  Whikel  durch  ein- 
deutige Functionen  dargestellt 

Die  Gestalt  der  in  den  letzten  Paragraphen  entwickelten  Formeln 

kann  noch  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  werden,  insbesondere 

(.ladiircli ,  dass  man  statt  der  5-Quotienlen  die  Funclionon  pu  und 
p'u  benutzt.  Wir  stellen  hici  tMiiigo  (bekannte)  Relationen  zusammen, 
deren  man  sich  bei  sulcheu  Ümtormungen  bedienen  kann: 


141] 


§  6.  Dis  WsuiHfiicm. 


825 


,/   

=    («A  —  «r)  •  [  ,.7.,  1  ...T  + 


(Vgl  auch  Nr.  (2)  §  5  (S.  816).  ~ 


§  6- 

Dk  WeUfinflAdie.  —  SeUiiBSwtrt. 


Dass  die  Formeln  der  sphllrischen  Tricononiotrio  mit  gewissen 
Formeln  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  durch  ein  so  enges 
Band  verknüpft  sind,  wie  wir  soeben  gesehen  haben ,  dies  beruht 
zum  riieil  auf  dem  Umstand,  dass  die  aus  der  Irigonometrie  ab- 
geleiteten Gruppen  u.  s.  w.  isomorph  sind  zu  gewissen  Gruppen 
linearer  Substitutionen  der  Argumente  w,  w',  m,  t>,  .  .  elli|)iischer 
Functionen.  Ein  solcher  Isomorphismus  wird  aber  noch  auf  mannig- 
fache andere  Arten  hergestellt  werden  können.  Es  wird  nützlich 
sein,  noch  mit  wenigen  Worten  eines  Beispiels  zu  gedenken,  das 
einiges  Interesse  beanspmchen  darf,  wenn  sich  auch  nicht  so  be- 
merkenswerthe  Satze  ergeben,  wie  in  den  bereits  behandelten  Fullen. 

Betrachten  wir  die  6-  oder  fe^-i- unctionen ,  die  zu  zwei  von 
einander  unabhängigen  Perioden-Paaren  2w.  2 tu'  und  2fö,  SoV  ge- 
hören, und  daher  durch  die  Bezeicbnuagea  &^  unterschieden 
werden  mögen,  und  setzen  wir 

80  erkoDoen  wir  lofort,  dass  wir  auch  bei  dieser  Annahme  die 
Groppe  6m  doreh  eine  Gruppe  Ton  linearen  TiransfonDationen  der  Argu- 
mente II,  t,  nümlich  von  Aendernngen  um  ge^;nete  Vielfiiche  halber 
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Perioden  hervorbringen  können;  ja  wir  können,  wenn  wir  noch 
Periüdenlraiisrornialionen  zu  Hülfe  neliuien,  auch  noch  die  Gruppen 
und  Gy,,  in  {»hnlicher  Weise  erzeugen.  Es  ergeben  sich  also 
auch  jetzt  wieder  einfache  ylusdrUcke  fur  die  Cosinus  der  Seiten 
und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  und  seiner  sämiuUicbeo 
Nachbardreiecke.  Lassen  wir  u  und  v  allein  sich  ündem,  so  er- 
hallen wir  wieder  eine  Mannigfaltigkeit  von  00^  Dreiecken,  denen 
im  Räume  die  Punkte  einer  Fluehe  entq>recben.  Auch  hier  gelangen 
wir  zu  einer  bekannten  Flüche,  dem  sogenannten  Tektedroidt  oder 
2U  der  davon  nicht  wesentlich  verschiedenen  fretneFtehen  WeUett- 

Aus  der  Parameterdarstellung  (1 )  folgt,  dass  die  fragliche  Flache 
nicht  allein  dnrch  die  Substitutionen  der  Gruppe  6|e ,  sondern  ausser- 
dem noch  durch  die  Substitution  a?,,'  =  —  ar,, ,  x,'  r,  in  sieh  selbst 
übergeführt  wird.  Ihre  Cdeichung  enthüll  daher  nur  die  Quadrate 
der  Grössen  .r,,  und  sie  ist  in  dii  >t'n  Quadraten  von  der  zweiten 
Ordnung,  da  man  ö^,^  und  (■),'  linear  (hin.h  und  6^  ausdrücken 
kann ,  die  Grössen  t-  also  j^an/.o  lineare  Functionen  von  zwei 
Parametern  wiMden.  Man  ächiiestit  nun  leicht,  das&  die  gesuchte 
Gleichung  die  Form 

e^iat.*  -f-  Xi*  +  ai*  +       +  c, («iV  +  (P*^t)  +  *  +  *  =  0 

haben  muss.  Die  Elimination  der  Grossen  ö^,  ö^^,  (j*-,  6//  lüsst 
sich  leicht  ausführen.    Setzt  man 


(2)  a:0:c  =  4m:-^:^m 

al84 


also 


80  folgt 

{X,*  +    +  x^*  +  X,*)  +    H-  i)(a-,V  +  nV)  + 
+  (-„  +  H-        +  ('^  H-  ^)(^.V  +  x.^i^,^  =  0. 


4)  Vgl.  U.  Wk»eh  iii  Grelle  .s  Juunial  ISd.  6i  (ISlSj  S.  353. 
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Dies  ist  die  Gleidiyog  des  Tetraedroids,  eines  speciellen  Falles 
der  Knmift'scheD  Flache  4.  0.  Sic  gelit  in  die  bekannte  Gleichung 
der  FURsaBL'scben  WelleBlIacbe 

^*        j  t  I  »!  =  1 

a-s  4.  yt  ^.  a«—         ao»  +    +    —  ft»  ^  a?«  -f  y«  -H  a»— c« 
ttbtf  durdi  die  SubsUlution 

Die  Gleichungen  (3)  zeigen  deoUich  die  Abhängigkeit  der  FIttche 
von  einer  GIdcbung  6.  (kades,  deren  Wurzeln  paarweise  reciproke 
Werthe  haben. 


Indem  wir  unsere  Betraditongen  hiermit  bescbliessen,  wollen 
wir  nidit  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  wie  das  B^nnene  nach 
mancherlei  Richtungen  hin  fortgesetzt  werden  kann.  Die  Trigonometrie 
bietet  in  der  That  einen  reichhaltigen  Stoff  dar,  dem  sich  noch 
manche  neue  Seiten  abgewinnen  lassen  werden. 

Zunächst  weist  unsere  Darstellung  selbst,  ebenso  wie  alle  früheren, 
noch  dne  wesentliche  Lücke  auf:  Sie  gibt  uns  keinen  Einblick  in 
wUttäniige  Systeme  von  Formeln  der  "nrigonometrie.  Wir  meinen 
hiermit  Folgendes.  Man  setze  einen  bestimmten  sogenannten  hte- 
gritätibereUh  fest,  d.  h.  man  betrachte  den  Inbegriff  aller  ganzen 
rationalen  Functionen  F,  die  sich  z.  B.  aus  den  Grossen  ^,  ilt  oder 
etwa  ans  den  Grossen  cos  Ot,  sin  a^,  cos  o^,  sin  mit  numerischoi 
CoefBcienten  bikton  lassen.  Welches  ist  nun  die  Gesammtheit  der 
Functionen  F,  die  identisch  verschwinden?  Welches  sind  die  zwi- 
schen diesen  Functionen  bestehenden  Relationen  (sogenannte  Syzygien 
erster  und  höherer  Ordnung)?  Es  ist  klar,  dass  man  erst  dann, 
wenn  diese  Fn^^en  für  die  gehrttucblichstra  goniomelrischen  Func- 
tionen der  Seiten  und  Winkel  erledigt  sind,  mit  Sicherheit  wird 
sagen  können,  dass  man  auch  nur  die  gewöhnlichen  trigonometrischen 
Formeln  vollständig  beherrscht. 

Ein  anderer  Kreis  von  Fragestellungen  bezieht  sich  darauf,  wie 
man  die  Relationen  F  —  0  befriedigen  kann,  dadurch  dass  man  die 
in  ihnen  vorkommende  gonioaietrischen  Functbnen  der  Seiten  und 
Winkel,  sei  es  durch  a$idmilige  thtuUone»  von  drei  unabhingigen 
Grössen  darstellt,  sei  es  überhaupt  durch  Functionen  eines  gemgneten, 
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von  vorn  herein  gegebenen  Functionenbereichs.  Wir  haben  zwar 
gesehen,    dass   die  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  sich  rational 

durch  drei  Grössen  darstellen  lassen,  dass  die  Grössen  tg^,  ig^ 

einer  tibniichen  Darstellung  durch  eindeutige  transcendente  Functionen 

fähig  sind,  dass  endlich  die  Grössen  tg|',  tg^  eindeutig  durch  vier 

Gröss:cn  ausgedrückt  werden  können,  zwischen  denen  eine  Gleichung 
besieht;  aber  dies  sind  nur  gelegentliche  Ergebnisse.  Eine  syste- 
matische Theorie  solcher  Parameterdarstellungen,  die  ja  freilich  zu 
den  schwierigsten  Gegenstanden  der  Functionentheoiie  gehören  wurde, 
fehlt  noch  durchaus. 

Ferner  haben  wir  nicht  behandelt  die  sogenannten  hmrUmlm 
der  betrachteten  prcg'ectiven  Gruppen,  d.  b.  die  ganzen  homogenen 
Functionen  der  Verilnderlichen,  die  sich  bei  den  Transformationen  der 
Gruppe  bis  auf  einen  Factor  reprodnchren,  und  ebensowenig  haben 
wir  die  mit  unseren  Gruppen  Terknttpften  algebraischen  GMdbtmpMi 
betrachtet.  Es  sei  z.  B.  ein  sphärisches  Dreieck  nicht  unmittelbar 
vorgelegt,  sondern  durch  das  Drcikanl  beslinmit,  das  .seine  Ecken 
aus  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  projicirt,  und  dieses  Dreikant  selbst 
sei  nicht  durch  seine  einzelnen  Kanten  oder  Fluchen ,  sondern  nur 
durch  sein  Folarsystem  gegeben.  Dann  wird  die  Theorie  eine  andere 
Gestalt  annehmen,  indem  die  bis  jetzt  rational  bekannten  Grössen 
nunmehr  als  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  definirt  sind.  Die 
Durchführung  dieses  Gedankens,  der  die  Trigonometrie  mit  gewissen 
temttren  Formen  in  Zosammenhaog  bringt,  wird,  in  den  einfachrten 
Füllen  wenigstens,  keine  Schwierigkeiten  bieten.  —  Noch  in  anderer 
Weise  kann  man  ^nen  Zusammenhang  zwischen  d^  Tk%>nometrie 
und  der  Formentheorie  herstellen  durch  das  bekannte  Heae'tck« 
Oebertngimg^prineipi  indem  man  jeden  Strahl  durch  den  Mittelpmikt 
der  Kugel  darstellt  durch  ein  Punktepaar,  das  dem  sogenannten  un- 
endlich fernen  Ki^gelkreis  angehört  Niebl  nor  die  Tdgonometrie, 
sondern  überhaupt  die  Polygonometrie  anf  der  Kugel  wird  so  in  eine 
keineswegs  unfruchtbare  Beziehung  gesetzt  zur  Theorie  der  binären 
quadratischen  Formen.  Wieder  in  anderer  Weise  könnte  man,  eben- 
falls durch  Hesäe'.s  Lebertragungsprincip,  die  ebene  Trigonometrie  mit 
der  Theorie  gewisser  binärer  Formen  verbinden.  Ein  jedes  ebene 
Dreieck  ist  nämlich  Poldreieck  emes  einzigen  Kreises.    JNiuuut  man 
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diesen  «b  TrHger  dei  binlraii  GeUetoi»  so  entspricht  dem  Dreieck 
eine  Form  6.  Ordnung,  deren  vierte  üeberschidHiDg  (/;  l\  identisch 
verschwindet,  und  der  anendlich  fernen  Geraden  entopricht  eme 
quadratische  Form  tp.  Die  goniometriachen  Functionoi  der  Winkel 
des  Dreiecks  werden  irrationale  absolute  Invarianten  im  System  der 
Formen  f  und  ^. 

Die  Betrachtung  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  «innert  uns 
daran,  dass  man  auch  auf  die  Gruppe  der  oollinearen  Transforma* 
tionen  eines  reellen  Kegelschnittes  eine  Geometrie  der  Ebene  grün- 
den kann,  die  mit  der  von  Lomtscubwssi  und  Boltai  entworfenen 
absoluten  Geometrie  übereinstimmt,  durch  die  sogenannte  projective 
Maassbestimmung.  Den  Untersuchungen  des  I.  und  II.  Absdmittes 
werden  sich  in  diesem  Falle  tthnlidie  Ueberleguagen  an  die  Seite 
stellen  lassen,  die  andere,  und  zwar  verwickeitere  Realitfitsverl^tnisse 
darbieten.  In  Ihnlicber  W^se  wird  dann  auch  der  ID.  Absdmitt  zu 
ergllnzen  sein,  in  dem  wir  der  Binfachheit  halber  von  den  Realitttts- 
verhftltnissen  gUnzlicb  abgesehen  haben.  — 

Wir  haben  gel^ntiich  schon  erwähnt,  dass  die  Functionen- 
theorie  neuerdings  zur  Bildung  eines  Dreiecksbegrifis  geführt  hat,  bei 
dem  vom  Dreieck  mne  zusammenhangende  Fläche  geford^  wird. 
Wir  haben  diesen  Dreiecksbegriff,  der  sehr  wohl  eine  genauere  Unter- 
suchong  verdient,  gftnzlich  bei  Seite  gelassen.  Andrerseits  hat  Herr 
ScNiLUNG  kttrzlich  gefunden,  dass  die  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie auch  dann  noch  einer  einfachen  geomebischen  AuCbssung 
fthig  sind,  wenn  man  den  S^ten  und  Winkeln  complexe  Wertbe  bei- 
legt (Gmt.  Nachr.  1891,  Nr.  5).  Dieser  schöne  Satz  ist  aber  (was 
Herrn  ScHiuns  entgiingen  ist)  nur  einer  von  dm  ahnlich  lautmden 
Salzen,  die  den  drei  Hauptarten  der  Raumgeometrie  angehören,  und 
den  drei  Systemen  complexer  Zahlen  entsprechen,  die  man  aus  zwei 
Einheiten  bilden  kann.  Das  Dreieck  wird  so  zur  Figur  dnes  rttum- 
lichen  Sechsecks  erweitert,  bei  dem  je  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  sich  rechtwinklig  schneiden  —  einer  Figur,  die  von  der  grOss- 
ten  Wichtigkeil  ist  fttr  die  Geometrie  der  Bewegung,  und  deren 
Theorie  eine  grosse  Zahl  von  interessanten  Sätzen  in  sich  vereinigt, 
die  man  dem  grossen  französischen  Geometer  Chasles  verdankt. 

Nicht  geringeres  Interesse  bietet  die  Frage  nach  einer  anderen 
Verallgemeinerung:  Wird  es  möglich  sein  (wie  es  durch  verschiedene 
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UiiKStnudi-  ualirscheinlicil  £;emacht  wird),  die  Iheorit;  der  T^atdert, 
/jinächäl  iiu  Nicht-Euclidiächen  Räume,  in  ähnlicher  Weise  zu  be- 
handeln wie  die  des  Dreiecks? 

Auch  die  Untersuchungen  des  III.  Absclinilles  endlich  verlangen 
eine  Foiiselzung.  Von  noch  sveiictiJiehenden  VeraligenieineiiiogeD 
altseheud,  gedenken  wir  nur  der  Ausdehnung  unserer  ßetnuhhing 
auf  Ü^-Funclioncn  mit  zwei  VerJUiderlichen,  wie  sie  durch  die  Theorie 
der  KiMMER'scheu  I  lürl)!'  und  durch  die  R(».KMiAi>'schen  j^-Fornielo 
nahe  gelegt  wird  Auch  in  diesen  Formeln,  die  acht  Argumente 
enthahen,  (rilt  das  System  vun  linearen  (ileichungeo  auf,  das  wir 
Nviedi  i  lioll  /.II  betrachten  hallen.  Aber  auch  schon  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Kum  tiunen  kann  man,  wie  hier  nachtrSglicb  boniorkl 
werden  mag,  ahnliche  Formeln  mit  acht  und  mehr  Argumenten  bil- 
den, zum  Beispiel  auf  (irund  des  folgenden  algebraischen  Satzes: 

»Sind  r,,  \\.  \,  und  r,',  \,'  (i  =  0,  I,  2,  3)  zwei  Systeme  von 
zwölf  ürü^^en.  die  in  der  aid'  S.  196  Nr. 7... 9  angegebenen  Beziehung 
stehen,  so  detiniren  die  Gleichungen 

£o  —  loh  ~r  Ii  I« ' 
Ii  =      hl»  "i"  liii'» 

«  #  ff 

h  —      lih      hh » 

h'  =  —  Ii!"/  —  Isis  («.  «.  w.) 

ein  (Iridi  s  System  von  zwOlf  (Jr0^^en  j/,  tj,",  j,  von  derselben 
Eigen^cllat■|.  " 

W  ir  IM  \\ ahnen  ihm  ciitr  Kolgenmg  dieses  Satzes. 

Bezeichnen  wir  tuil  </....(/.  a  </"  zwei  Systeme  von  zwölf 

Grössen,  die  in  der  mehrfach  besprochenen  Ueziehung  stehen,  so 
ändert  die  Summe  0«,  = 

worin  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  die  Grossen  a...<f, 
durch    . . .  d',  a  . . .  d'  oder  a'. ..  d",  «t'. . .  d*  ersetzt. 
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Wir  erseheo  hieraus,  dass  die  zweite  HAlfle  des  in  §  3  unter 
1  (S.  SOS)  formulirlen  Satzes  noch  erhalten  bleibt,  wenn  man  die  dort 
besprochenen  zehn  Gr<tesen  a^,  o»,  u.  s.  w.  durch  die  allge- 
meineren Ausdrucke  Ow  (s.  oben), 

<lu  =    {(^u..>,  -f-    ^          4-   ^.   1 

0»  =  {^(i„it  -T  ^"A.....  J'^       +  1 

ersetzt.  Coefficlenten  einer  orthogonalen  Substitution  sind  diese 
Grossen  o«  im  Allgemeinen  offenbar  mcAl;  immerhin  sind  sie  uns 
erwtthnenswerth  erschienen,  weil  sie  vermöge  ihrer  grosseren  Allge- 
meinheit das  Bildungsgeset/.  je  ner  Substitutionscoefficienten  deutlicher 
hervortreten  lassen  als  die  auf  S.  205  (Nr.  6, 1)  angegebenen  Ausdrucke 
der  Grössen  selbst. 

Von  dem  ganzen  Kreis  unter  einander  zusaninienliUngender  Pro- 
bleme, die  sueben  erwähnt  wurden  sind,  und  von  denen  eiinijc  vielleicht 
eine  i^enauerc  ßetrachlun^  verdienen,  konnte  von  uns  nur  ein  kleiner 
Aussclinitt  behandelt  werden,  hntnerhin  wird  das  Milgellieilte  wohl 
zeigen,  dass  die  Koruiehi  der  Trigononjelrie  doch  noch  nicht  so  gejiau 
bekannt  sind,  wie  man  wohl  hier  und  da  geglaubt  haben  mag,  ja 
dass  das  Beste  vielleicht  noch  zu  thun  bleibt.  Aehnlicbes  aber  gilt 
von  der  elementaren  Geometrie  Überhaupt 

So  kommen  wir  am  Ende  unseres  Weges  zu  dem  im  Vorwort 
ausgesprochenen  Gedanken  zurück.  Möchten  Andere  das  Begonnene 
weiterbilden  und  vervollstttndigen;  möchte  man  sich  wieder  gewöhnen, 
in  der  elementaren  Geometrie  ein  dankbares  und  wichtiges  Forschungs- 
gebiet zu  erblicken! 
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ist  zur  Zeit  nicht  völlig  sicher  gestellt.  —  Die  Gestallung  der 
Leistuogsmechanik  bei  Vorhandensein  von  Gewcbe.spannung.  — 
Die  Widerlagc,  resp.  die  Hemmung  de.s  Wachsens  kommen 
für  die  reguiatorisch  gelenkten  Actionen  als  Reizanstoss  in  * 
Betracht. 

XIIL    Ergebnisse  in  Bezug  auf  die  Wachsthnmameehanik  der  Zellhaui  4S9 
Erörterungen  über  die  Energiequellen-  für  den  Betrieb  des 
Flicheomraebsthums.  —  Aus  dem  zum  Entspannen  fahrenden 
Flichenwachsthum  folgt,  dass  die  Bneigie  dnrob  Intnssuscep- 

Uon  geliefert  werden  muss.  —  Die  Tiir;,'ordehnung  hat  eventuell 
nur  formale  Bedeutung.  -  Die  Wachsllinmsmechanik  kann 
Dilferenzen  bieten;  eine  regulatoriäcbe  Lenkung  ist  aber  immer 
uütbig. 
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Wachsthom  und  Bewe(j;ang  eifordern  naturgemSss  einen  ent- 
sprechenden Aufwand  von  Energie  zur  Ueberwindong  innerer  und 
ftoaserer  WidersUlnde.  Der  numerifiche  Werth  dieser  letzteren  ist 
nicht  nur  im  Experiment,  sondern  auch  in  den  natttriichen  Yege- 
tationsbedinguDgen  in  wetten  Grenzen  veifinderlich.  Wahrend  z.  B. 
ehie  Wuml  eine  ansehnliche  Aussenarbeit  vollbriDgt,  wenn  sie  in 
ein^  zflhen  Lehmboden  fortwachst  oder  einen  Stein  auseinander-r 
treibt,  gelu  diese  Aussenarbeit  beim  Wachsen  in  Luft  oder  in  VVoüser 
auf  einen  sehr  geringen  Betrag  zurück. 

Diese  und  andere  hohe  Aussenleislungen  durch  Wurzeln,  StUmnie 
u.  s.  vv.  vollziehen  sich  so  offenkundig,  dass  sie  den  Beobachtern 
ältester  Zeit  auffallen  mussten.  Messende  Veisuctio  sind  dagegen 
spärlich  und  diejenigen  Experimente,  welche  sich  mit  einer  einfachen 
CoDstatiruDg  eines  hohen  üesammtdnickes  zufrieden  gaben,  ohne 
mindestens  eine  Reduction  auf  vergleichbare  Einheiten  zu  versuchen, 
bringen  nur  eine  Bestätigung  dessen,  was  schon  die  oberflächliche 
Naturbeobachtung  lehrt,  dass  nUmtich  eine  sehr  hohe  Energiesumme 
gagen  ebe  Widerlage  durch  die  wachsende  Pflanze  entwickelt  werden 
kann.  Ein.  Bmdringen  in  die  Gausalitat  dieser  Anssenleistungen 
wuide  aber  nicht  versucht,  und  wenn  etwa  fUr  letztere  die  Wachs- 
Ihnmdcroft  verantwortlich  gemacht  wird,  so  ist  damit  natttrlich  in 
kemer  Weise  eine  nähere  Erklärung  gegeben,  so  lange  nicht  diese 
Wachsthumskraft  in  die  massgebenden  und  wirkenden  Faoloren  zei^ 
gliedert  wird. 

Eine  allgemeine  Betrachtung  aber  die  Mittel  und  Wege  fllr  die 

Leistungen  der  Pflanze,  sowie  über  die  Beziehungen  zwischen  Innen- 
und  Aussenleislungen,  wuide  wohl  zuerst  in  meiner  Physiologie 
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versucht').  In  jüngster  Zeit  unterzog  ich  tlann  dieses  Thema  einer 
kritischen  Studie'),  welcher  genugsam  zu  erseiien  ist,  wie  unzu- 
reichend unsere  Kenntnisse  in  Bezug  auf  die  Ausst-nleistungen  durch 
wachsende  Pflanzen  sind,  wie  aber  ein  tieferer  Einblick  in  die 
Geoesis  derselben  ein  weitgehendes  physiologisches  Interesse  hat. 

Es  ist  Ja  schon  von  hoher  Wichtigkeit  aufzuklaren,  wie  und 
wodurch  die  Pflanze  eine  je  nach  den  gebotenen  Verhältnissen 
grössere  oder  geringere  Energie  gßgen  Widerstände  aufzuwenden, 
also  in  zweckentsprechender  Welse  regulatorisch  zu  arbeiten  vermag. 
Solche  Fähigkeit  und  Thatigkeit  sind  aber  der  Ausfluss  von  Func- 
tionen der  lebensthfltigen  Pflanze.  Demgemllas  flthrt  die  causale 
Aurheliung  der|  Aussenleistungen  direct  in  das  Innengetriebe  der 
Pflanze,  deren  Reactioos-  und  ArbeitsrennOgen  es  ja  zu  verdanken 
ist,  dass,  je  nach  Umstünden,  ein  grösserer  oder  kleinerer  Theil  der 
ihr  zur  Verfügung  stehenden  Enei^e>  und  Betriebsmittel  fllr  Auflsen- 
leistungen  nutzbar  gemacht  wird. 

In  Erwflgung  dieser  genetischen  Verkettung  gewinnen  aber  die 
Aussenleislungen  um  so  mehr  ein  höheres  Interesse,  als  in  ihnen 
Intensität  und  Quantilül  der  Knergic  nach  Maass  und  Zahl  bestimm- 
bar sind,  wahrend  eine  derartige  Messung  der  im  Wachsen  aufge- 
wandten Innenarbeit  wenigstens  zur  Zeit  nicht  möglich  ist.  Auf 
gewisse  Factoren  dieser  Innenarbeit  können  aber  in  der  That  Rück- 
schlüsse aus  der  bemessenen  Ausscnleistung  gezogen  werden,  die 
ja  thatsächlich  durch  die  im  Wachsthum  th&tigen  und  mitwirkenden 
Bnergiemittel  betrieben  wird.  Eine  auch  nur  annähernde  Kenntniss 
der  activen  Kneigie  kann  aber  zuweilen  gestatten^),  die  mögliche 
Reaüsining  innerer  Vorgänge  zu  prttcisiren  oder  mindestens  einzn- 
engen,  da  natttrlich  eine  jede  Deutung  ausgeschlossen  ist,  welche 
dem  Postulale  zureichender  Bneigie  nicht  Genüge  leistet. 

Aussen-  und  Innenarbeit  sind  ttbr^ns  nicht  immer  scharf  aus- 
einander zu  halten').  Denn  fttr  eine  Zelle,  fttr  ein  Gewebe  kommt 
das  umgebende  Gewebe  durch  seine  passiven  oder  activen  Krüfte 

I)  Pflanxeophysiologie  1S8I,  Bd.  II,  p.  l. 
i)  Studien  zur  BnergeUk  der  Pflanxe  I89S. 

3)  Siehe  z.  B.  PnFVSii,  Zttf  Keantoiss  der  Plasmahaul  und  der  Vacuolen 

1890,  p.  r??9. 

i]  Vgl.  FFtirfKik,  Energetik  181)2,  p.  160. 


Digitized  by  Google 


8] 


DlUGK*  DiiD  AiBBimnsToiia  mmca  wachsbhdb  Pflahzin. 


237 


in  analogen)  Sinne  in  lioüaclit,  wie  <Mn  von  aussen  wirksatner  niecha- 
nisciier  Widerstand  oder  Zug  und  die  rciu  lueclianische  Bedeutung 
von  Wirkung  und  Gegenwirkung  Icilit  natürlich  stets  ins  Gewicht, 
in  welcher  Weise  immerhin  die  correlativen  Beeinflussungen  der 
lebendigen  Gewebe  das  Ausmaass  dieser  mecbaDi&chen  Grüssen  regu- 
lirai  mögen.  Solche  mechanische  Wirkungen  von  Iheil weise  hoher 
Bnenpe  sind  z.  B.  in  Gewebespannungen,  im  Durchbruch  endogener 
SprossuDgen  geboten.  Aber  auch  das  Auseinandertreiben  der  Knospen- 
schuppen durch  den  wachsenden  Spross,  und  die  Hebung  der  Last 
des  Pflanzenkörpers  durch  Wachslhums-  und  KrOmmungsvorgaoge 
gehören  hierher. 

Unter  den  angedeuteten  Gesichtspunkten  wurden  bereits  in  den 
»Studien  zur  Energetik«  die  Aussenleistungen  wachsender  Pflanzen 
betrachtet.  Doch  musste  ich  mich  auf  allgemeine  Brwägungen  schon 
deshalb  beschrünken ,  weil  specielle  Studien  Uber  dieses  Thema  in 
der  Literatur  nicht  vorlagen  und  damals  nur  ein  Tfaeil  derjenigen 
Untersuchungen  ausgeführt  war,  welche  den  Gegenstand  dieser  Ab- 
handlung bilden.  In  den  allgc  ineinen  Entwickelungen  in  der  Ener- 
getik i>l  übiigens  der  allgemeint"  Rahmen  richtig  gekennzeichnet, 
innerhalb  dessen  allerdings  diese  Arbeit  zahlreiche  Erweiterungen 
und  Prilcisirungen  bringt. 

Üebrigens  ist  auch  hier  nur  eine  Studie  Uber  die  allgemeinen 
Principien  und  nächsten  Ursachen  der  Aussenleistungen,  nirht  aber 
eine  ausgedehnte  Schilderung  der  damit  verknüpften  biologischen 
Eigenthunilichkeilen  beabsichtigt.  In  Rücksicht  auf  dies(\s  Ziel  waren 
kritische  Untersuchungen  an  richtig  gewihlten  Versuchsobjeclen 
wichtiger,  als  eine  Anhäufung  von  Beobachtungen  über  eine  Summe 
biologischer  Besonderheiten. 

In  erster  Linie  wurden  Wurzeln  studirt,  welche  vermfige  ihrer 
Lebensweise  vielfach  gegen  Teranderliche  Süssere  Widersülnde  zu 
arbeiten  haben.  Im  Anschloss  an  diese  wurden  ferner  Keimstengel 
und  einige  Algen  in  den  Kreis  der  Untersuchungen  gezogen.  Ausser- 
dem fanden  die  geotropischen  Wachsthumskrüromungen  der  Knoten 
im  Hahne  der  Grttser  besondere  Berüdcsichtigung. 

Zu  Reactionen  gegen  mechanische  Widerstände  sind  vermöge 
und  wahrend  des  Wachslhums  alle  Pflanzen  l)ef\lhigt,  wahrend  nach 
dem  Auswachsen  auffällige  vitale  Bewegungen  nicht  allen  Pflanzen 
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zukommen.  Die  Leistungen  durch  solche  Variationsbe\vegiiny;en,  wie  sie 
die  Staubfaden  der  Cynareen  und  »lic  Pflanzen  mit  nyctitropisclien  Be- 
wegungen u.  s.  w.  ausfuhren,  sind  übrigens  in  den  "Studien  zur  Kner- 
getik«  genugsam  berücksichtigt,  um,  soweit  es  nöthig  erscheint,  auf 
letztere  Bezug  nehmen  zu  köDneo.  Hier  halten  wir  uns  zunächst  nar 
an  die  durch  wachsende  Pflanzen  er/ielten  ond  vermittelten  Vorgänge« 
und  da  wir  diese  Pflanzen  stets  in  einem  toi^scenten  Zustand  vor- 
aussetzen, haben  wir  nicht  die  Bfl(3Cte  zu  berücksichtigen,  welche 
bei  Zufuhr  und  Abfuhr  von  Wasser  durch  Turgorvarialion  und 
Quellung  erreichbar  sind^.  Ebenso  fordern  die  mit  dem  Absterben 
erzielten  Reactionen  gegen  die  Aussenwelt  keine  Beachtung. 

Abgesehen  von  den  schon  genannten  Arbeiten  gibt  es  eme  auf 
das  allgemeine  Wesen  und  das  Zustandekommen  der  Aussenleistungen 
bezügliche  Literatur  nicht.  IKe  einsäen  auf  unser  Thema  bezüg- 
lichen oder  mit  ihm  zusamroenhüngenden  Beobachtungen,  so  die  von 
Duhamel,  Darwin,  Clark,  N.  J.  (].  Miller,  Khabue  u.  s.  w.  ,  werden 
besser  an  der  entsprecheiuien  Stelle  berücksichtigt. 

Hier  aber  habe  ich  dankend  der  ünterslUlzung  zu  gedenken, 
welche  mir,  in.>beson(lere  in  der  wiederholten  ('ontrole  der  plasmo- 
lytischen Studien  und  in  der  Aiisdclinimir  dieser  auf  verschiedene 
Objecte,  durch  meine  Assistenten  üenu  Dr.  Klemm  und  Herrn 
Dr.  Bbnbgkb,  zu  Ihetl  wurde. 


IL  MethodlBdies. 

In  diesem  Kapitel  sollen  nur  die  Mittel  und  Wege  geschildert 
werden,  welche  zur  Gewinnung  einer  festen  Widerluge  und  zur 
Messung  der  Druckwirkungen  benutzt  wurden,  während  die  auf 
andere  Ziele  berechneten  Methoden  l>esser  an  der  zugehörigen  Stelle 
behandelt  werden. 

A.  Das  Eingipsen. 

Zur  Uerstellung  einer  festen  Widerlage  hat  sich  bis  dahin  am 
besten  ein  Gipsverband  bewahrt,  der  im  hiesigen  Institut  schon  seit 

ij  Vgl.  Pfükfkr,  Studien  zur  Eiiergelik  1892,  p.  137. 
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eioigeD  Jahren  211  veraehiedenen  Zwecken  erfolgreich  angewandt 
wurde').  Einen  solchen  Verband  gewinnt  man  durch  Anrühren  von 
gebranntem  Gips  mit  Wasser  und  Kiiibetlung  der  Objecle  in  diesen 
GijK>brei,  welcher  bekanntlich  bald  erstarrt  und  nun  eine  harte,  sich 
allseitig  anschuiiegendo  Masse  bildet.  In  der  näheren  Ausführung 
der  Operationen  niuss  naturlich  den  Objecten  und  den  crstrobtcn 
Zielen  gebührende  Ucchnung  getragen  werden,  doch  (iiirflen  die 
nachfolgenden  Krürterungen  und  Beispiele  genügen,  um  die  der 
mannigfachsten  Anwendung  fUhige  Methode  Jedermann  zugänglich 
zu  machen. 

Die  üorstolluMi,'  oItut  äusseren  Form  für  Aufnahme  des  Gips- 
breies ist  im  Allgemeinen  ohne  Schwierigkeil  su  erreichen.  Uandelt 
es  sich  z.  B.  um  Wurzeln  n.  s.  w.,  so  benutze  ich  einen  unten  ge- 
schlossenen, mit  arabischem  Gummi  verklebten  Cylinder  aus  Schreib- 
papier. Nach  Bmgiessen  des  Gipsbreies  stecke  ich  in  diesen  die 
Wurzel,  lege  die  ganze  Masse,  sobald  der  Gips  genügend  fest  ge- 
worden ist,  in  Wasser  und  entferne  späterhin  die  nun  leicht  abzu- 
lösende Papierhtllle. 

Soll  z.  B.  der  Stengel  einer  im  Topfe  verbleibenden  Keimpflanze 
umhüllt  werden,  so  pflege  ich  den  Qbergestulpten  offisnen  Papier- 
cylinder  unten  mit  plastischem  Thone  zu  schliessen.  Auf  diese 
Weise  oder  auch  unter  Verwendung  von  gespiiUencn  Korken,  Pap[)- 
scheibcn  (nöthigenfalls  untor  glcicli/citigcr  Verwt  lulung  von  Thon) 
ist  es  auch  niüglich  geeignete  Gussfoinien  an  beliebigen  Stellen  von 
Stengeln,  Blattern  u.  s.  w.  anzubringen  und  somit  einiMi  localisirlen 
Gipsverband  herzustellen.  Wie  noch  feincrhin  gezeigt  werden  soll, 
ktonen  in  einem  solchen  Gipsverband  Fensterchen  ausgespart,  also 
gewisse  Partien  der  Pflanzenorgane  frei  gehalten  werden. 

In  anderen  Fallen  empflehlt  es  sich  die  Objecte  in  etwas  Gips- 
brei zwischen  zwei  Glasplatten  zu  bringen  und  diese  je  nach  Be- 
dürfiiias,  nur  wenig,  oder  auch  so  weit  durch  Druck  gegenseitig  zu 
nlihem,  dass  die  Pflanzentheile  an  die  Glaswand  stossen  oder  wenigstens 
durchscheinen.    Solche  Gnssplatten  können  sowohl  isolirt  werden, 

(1  Eine  vorläufiße  Miftlioihini;  iit)er  die  Methode  machte  ich  iu  «Berichte 
d.  Sachs.  Ges.  d.  Wisscnschaflen«  189;^,  p.  {}39.  Uiaweise  auf  die  VerwcDduog 
eines  Gipsverbandes  finden  sieb  d>ende  1891,  p.  64t  und  in  meinen  »Studien 
nr  Energetik«  IS9S.  p.  78. 
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als  auch  verraitlelst  Gummiringen,  Bindfaden,  Klemmschrauben  u 
zwischen  den  Glasplallcn  gehalten  werden.    Zur  Veranschaulic  ^ 

mag  die  nebenstehende  Fig.  I  di 
Sie  stellt  eine  Keimpflanze  von  Vicia 
vor,  deren  Wurzel  durch  ihr  Wachs 
bereits  eine  Sprengung  der  Gips 
erzielte  (diese  Sprengung  wird  in 
YIII  behandelt). 

Durch  dunne  Gipslagen  dringt 
nUgend  Licht,  um  in  grünen  Pflanze 
nüthige  Produclionsthätigkeil  zu  i 
halten.  In  der  Thal  erhielten  sie 
solcher  Zwangslage  AlgenPaden,  Ni 
Chara  u.  s.  w.  durch  Wochen  und  M( 
lebend,  als  die  Präparate  bei  mäs 
Beleuchtung  in  verdünnter  Nührlö 
oder  in  .  Wasser  gehalten  wurden, 
mit  ausgei'aulter  Erde  in  Berührung  st 
In  solchem  Gipsverband  lässt  sich  bei 
tella  und  Chara,  an  geeigneten  Stellen 
Fortdauer  der  normalen  Plasmaslröo 
direct  beobachten  und  bei  Spiro 
u.  s.  w.  kann  man  wenigstens  direc< 
gesunde  Aussehen  der  Zellen  controliren.  Uebrigens  empOehl 
sich  bei  derartigem  Experimenten  der  zwischen  Glas  eingeschloss 
Gipsplatte  thunlichst  geringe  Dicke  und  auch  mässigc  Breite  zu  geuen. 
In  den  Versuchen  mit  Chara  und  [Silella  kamen  zumeist  nur  die 
jüngeren  Internodien  in  den  Gipsverband,  wahrend  die  übrige  Pflanze 
sich  normal  in  Wasser  befand. 

Wahrend  eingegipste  submers  lebende  Pflanzen  nalurgemäss  in 
Wasser  gehalten  wurden,  brachte  ich  den  Gipscylinder,  welcher  eine 
Wurzel  einschloss,  in  feuchte  Sagespane  oder  in  feuchte  Erde.  Die 
frei  gelassenen  Theile  entwickeln  sich  unter  diesen  Umstanden  ganz 
kraftig,  und  selbst  dann,  wenn  allein  die  im  Gips  sitzende  Wurzel 
die  Wasserzufuhr  vermittelt,  welken  die  ansehnlich  entwickelten  be- 
blätterten Sprosse  von  Keimpflanzen  nicht,  sofern  für  eine  nur  massige 
Transpirationsthatigkeil  gesorgt  ist. 


5^ 


Fig.  4.    Naliirl.  Grüsse. 
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War  ein  in  Luft  befindlicher  Gipsverband  nass  zu  erhalten  — 
wie  z.  B.  bei  Messungen  des  von  Wurzeln  ausgeübten  Druckes  — 
so  wurde  die  Gipsmasse  mit  Flie^spapier  umhüllt,  das  durch  Saug- 
streifen fortwahrend  die  nölhige  Wasserraenge  zugeführt  erhielt.  In 
diesen,  wie  in  allen  Fallen,  kam  gesättigtes  Gipswasser  in  Anwendung, 
um  eine  Wegnahme  des  übrigens  nur  sehr  schwer  löslichen  Gipses 
aus  dem  Verbände  ganz  zu  vermeiden. 

Die  Gipshullen  um  oberirdische  Pflanzentheile  wurden,  je  nach 
BedUrfniss,  schwach  feucht  erhalten  oder  auch  dem  Austrocknen 
überlassen.  Uebrigens  können  derartige  Versuche  ebensowohl  an 
Topfculturen  als  an  Freilandpdanzcn  ausgeführt  werden. 

Zumeist  ist  es  nicht  besonders  schwierig,  die  eingegipste  Pllanze 
ohne  Beschädigung  von  der  GipsliUlle  zu  befreien.  Handelt  es  sich 
z.  B.  um  einen  beiderseitig  aus  dem  Gips  hervorsehenden  Stengel, 
so  schneidet  man  parallel  mit  dem  letzteren 
den  Gips  zweiseitig  so  hinweg,  dass  |eine 
Gipsplatte  entsteht.  Durch  Zerbrechen  dieser 
Platte  wird  dann  der  Stengel  befreit.  Nölhigen- 
falls  wird,  um  das  Brechen  zu  erleichtern, 
beiderseitig  eine  Langsrinne  derartig  einge- 
kerbt, dass  über  dem  Stengel  die  deckende 
Gipsschicht  auf  geringere  Dicke  gebracht  ist. 

Kommt  aber  der  Spitzenlheil,  wie  z.  B. 
beim  ganzlichen  Eiuschliessen  der  Wurzeln, 
in  Gips  zu  liegen,  so  empfiehlt  sich  folgendes 
Verfahren.  Zunächst  bettet  man  die  Wurzel 
in  der  schon  beschriebenen  Weise  (vgl.  Fig.  1) 
in  eine  Gipsplatte  ein,  die  sich  nach  dem 
Erstarren  und  Einlegen  in  Wasser  sehr  leicht 
von  den  Glasplatten  lösen  lassl.    Diese  Gips-  ...   ^      ..      ,„      .  ... 

>  '        Flg.  S.  Medianer  LiiiigaschiiiU 

platte  wird  dann  in  die  gewünschte  Breite  iiur<  h  die  Gipshuiien  um  eine 
und  Form  gebracht  und  mit  weiterer  Gips-  ''^""''...Tr?'" 

^  *  NalUrl.  Grösse. 

masse  umhtlllt,  die  ich  mit  etwas  Frankfurter 

Schwarz  grau  zu  ftlrben  pdege.  Die  Figur  2,  ein  medianer  Längs- 
schnitt durch  ein  derartiges  Präparat,  veranschaulicht  die  so  ge- 
wonnene Zusammenstellung.  Wenn  man  dann  späterhin  diesen 
dunklen  HuUgips,  von  der  Basis  (6)  des  Cylinders  beginnend,  weg- 
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schneidet,  so  stOsst  mao  zonllchst  auf  die  gut  markirle  weisse 
Gipsplalte.  Legt  man  nun  die  beiden  Schmalseiten  dieser  Platte 
frei,  so  gelingt  es  nach  zuvorigem  Einlegen  in  Wasser  unsdiwer, 
die  in  zwei  Hnlflen  zerlegte  Masse  des  Hullgipses  zu  entfernen.  Die 
Befreiung  der  Pflanze  durch  Zerbrechen  der  Gipsplatte  geschieht 
darauf  in  der  schon  beschriebenen  Weise.  In  welcher  Art  au  der 
in  der  Gi|)sliulle  befindh'chen  Wurzel  Messungen  an  aufgesetzten 
Marken  ausführbar  sind,  wird  spUti  rhin  dargelhan  werden. 

Auch  Cbara,  sowie  dünne  AlgeDfdden  konnte  ich  aus  ihrer  Gips- 
hülle befreien,  indem  ich  die  dttnne  Gipsplatte  durch  Stechen  und 
Drucken  vermittelst  einer  Nadel  zerirttmmerte  und  die  Gipsstttcke  mit 
Hilfe  von  Pinsel  und  Nadel  entfernte. 

Die  Härte  und  Widerstandsfilbigkeit  des  Gipsgusses  filllt  je  nach 
der  angewandten  Wassennasse  sehr  verschieden  aus.  Während  dei* 
mit  viel  Wasser  angerOhrte  Gips  so  weich  bleibt»  dass  sich  wachsende 
Wurzeln  ra  ihn  einbohren,  macht  der  härtere  Gips  jedes  Vordringen 
von  Pflanzen  in  ihm  unmöglich ,  bildet  also  eine  unverrückbare 
Widerliigc,  vorausgesetzt  dass  keine  S|irengiini;  der  Gipshillle  eintritt. 
Genügt  zur  Erreichung  dieses  Zieles  hei  kleinen  Objeclen  si  iion  eine 
geringe  Dicke  der  Gipsniasse,  so  trillt  dickes  nicht  mein  bei  grösseren 
Pflanzentheilen  zu.  Schon  die  wenig  mächtige  Wui  zol  von  Vicia  faba 
muss,  bei  Anwendung  einer  festen  Gipsmassc,  mit  einem  Cylinder- 
manlel  von  1  bis  1,5  cm  Dui'cbmesser  umkleidet  werden,  um  gegen 
eine  Sprengung  vollständig  gesichert  sein  (vgl.  Fig.  2).  Bei  dicken 
Stengeln  oder  BaumstUmmchen  ist  die  Gipshülle  allein  unzureichend, 
doch  gewinnt  man  gentlgende  Widerstandskraft  indem  man  die  Gips- 
holle  mit  Bindfaden  oder  mit  einer  Anzahl  ttberzinnter  Bisenringe 
umgibt  und  das  Ganze  mit  einem  weiteren  Gip^uss  umkleidet.  Hier- 
durch, oder  indem  man  den  Gips  als  Follmasse  einer  soliden  oder 
durchbrochenen  Bisenform  benutzt,  ist  stets  eine  ausreichende  Wider- 
standskraft zu  erzielen.  Denn  wenn  es  sich  nicht  um  SSerbrecben 
und  Zerreissen,  sondern  nur  um  Compresston  handelt,  besitzt  eine 
harte  Gipsmasse  eine  ausreichende  Resistenz.  So  wurde  z.  B.  keine 
Deformation  merklich,  als  auf  eine  8  mm  dicke  Gipsplatte  zwischen 
zwei  ei)enen  Mptallplalten  von  12,8  qnun  Dberllliche  ein  Druck  von 
Slöü  kg,  d.  h.  von  19,ö  kg  auf  das  qmm  wiikte. 
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BiM  nodi  radriortefB  GoMniaiBe,  deraa  dmhi  ttbr^frai  in  physio- 
logischen BzperimrateD  sumeist  nicht  bedürfen  wird,  erbftlt  man 
durch  Verwendung  eines  Gemisches  von  1  Theil  gebrannlem  Gips 
und  8  Theiien  Pertlandcement.  Blit  Wasser  angertlbrt  erstarrt  diese 
Masse  durch  den  Gips  liemlich  schnell,  erreicht  aber  in  Folge  der 
nur  langsamen  Reaction  des  Cements  erst  nach  einigen  Tagen  dte 
volle  Harte.  Da  ausserdem  die  Objecto  aus  diesem  Gosse  schlechter 
zu  befreien  sind,  so  ist  seine  Anwendung  nur  da  au  empfehlen,  wo 
die  Festigkeit  des  Gipses  nicht  ausreicht. 

Da  der  gebrannte  Gips  je  nach  Reinheit  und  Darstellung  nicht 
ganz  gleichwerthjg  ist,  Ittsst  sich  die  xwecknUlssig  ansuwendende 
Wassermeiige  nicht  aUgemein  angeben.  Der  von  mir  benutzte  kttuf- 
liche  gebrannte  Gips  lieferte  den  gewOnschlen  Rttrtegrad,  wenn  er 
mit  soviel  Wasser  angerührt  wurde,  dass  der  sunftchst  flüssigere  Brei 
nach  8  bis  3  Minuten  dickflüssiger  wurde  und  nach  6  bis  40  Minnten 
SQ  einer  sdion  recht  harten  Masse  erstarrt  war.  Bs  ergab  sich, 
daas  zu  diesem  Ziele  annähernd  gleiche  Gewichtstheile  von  Gips  und 
Wasser  zu  mischen  waren.  10  Theile  Gips  und  19  Theile  Wasser 
lieferten  eine  Gipsmasse,  welche  für  die  meisten  Versuche  schon 
zu  weich  war.  Aber  wenn  auch  durch  eine  geringere  Wassermenge 
ein  härterer  Gips  erzielt  wird,  so  wird  doch  immer  eine  porOse, 
von  überschüssigem  Wasser  durchzogene  Masse  gewonnen,  da  der 
gebrannte  Gips  zur  Wiedergewinnung  der  verlorenen  8  Moleküle 
Wasser  ungeführ  nur  i-  seines  Gewichts  an  Wasser  bedarf.  Bin 
solcher  WasserUberschuss  ist  übrigens  nothwendig,  damit  die  Gips- 
masse die  umschlossenen  Pflanzen  mit  Wasser  vollstündig  versoigen 
IcaoD,  resp.  nicht  Wasser  entziehend  wirkt 

In  dem  Processe  der  Wasseraufbahme  werden  die  lEOmchen 
des  gehrannten  Gipses  —  wie  mikroskopisch  leicht  zu  ersehen  ist  — 
durch  Auflösen  und  Auskrystallisiren  allmflhiich  in  kleine  Nadeln 
verwanddt.  Dieserhalb  hat  das  Korn  des  gebrannten  Gipses  wohl 
anf  den  idtlichen  Verlauf  der  Reaction,  nicht  aber  auf  die  endlidie 
Gestaltung  des  Productes  einen  wesentlichen  Binfluss.  Doch  ist  es, 
schon  der  Reinheit  halber,  vortheilhaft  fllr  Einbettung  von  Algenfeden 
u.  s.  w.  den  feinsten  Stuckgips  anzuwenden,  wahrend  für  grössere 
Olqecie  suneist  eine  gute  Qualilflt  des  grobkörnigeren,  in  der  Technik 
gebrauchlichen  Gipses  den  Vorzug  verdient.  Der  Umwandlungsprocess 
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(dessen  zeitlicher  Verlauf  natürlich  ein  Maximum  besitzt)  ist  bei 
golchem  Gipse  erst  Dach  16  bis  24  Stunden  annähernd  vollendet, 
d.  h.  dieser  ProcesB  schreitet  noch  fort,  nachdem  der  Gips  längst  zu 
fester  Masse  erstarr!  ist.  Erst  nachdem  dieses  erreicht  ist  tritt  das 
Maximum  der  Erwärmung  ein,  die  übrigens  im  Allgemeinen  nicht 
auf  eine  schädlich  wirkende  Btthe  ansteigt  und  stets  auf  ein  geringes 
Maass  gebracht  werden  kann,  indem  man  die  eben  erstarrte  GipS" 
masse  zur  Abkühlung  in  viel  Wasser  bringt.  Wie  und  warum  durch 
ihre  Umwandlung  die  Gipsmasse  einen  Druck  gegen  Süssere  Wider- 
lagen und  gegen  umschlossene  Kürper  entwickelt,  soll  erst  spSlerfain 
kurz  mitgetheilt  werden. 

Der  nnr  in  gerint^er  Menge  in  Wasser  lösliche  Gips  wirkt  im 
Allgemeinen  nicht  naclilheilig  an!  IMlan/.en.  doch  darf  natürlich  das 
angewandte  Material  kein  Schwclel«  alcium  oder  andere  schädliche 
Stolle  enthalten.  ThatsHclilich  gedeihen  die  Pllanzcn  vortrelflicli, 
wenn  ilire  Wurzeln  sich  in  (Mneni  (lemisch  aus  viel  (iipspulver  mit 
wenig  Gartenerde  bclindcn  und  in  diesem  Medium  ergehen  die 
Wurzeln  von  Yicia  faba  dieselbe  Zuwachsschnelligkeit  wie  in  Garten- 
erde. Ebenso  wurde  für  diese  Wurzeln  bei  Yeigleich  von  nahezu 
gipsfreiem  und  mit  Gips  gesätliglcm  Leitungswasser  dieselbe  Wachs- 
thumsschnclligkeit  gefunden.  Auch  Ohara  und  viele  Algen  gedeihen 
normal  in  gipsgesttttigtem  Wasser. 

Da  eine  geslttligte  GipslOsung  ungefähr  mit  einer  0,4  procentigen 
SalpeteriOsung  (also  annähernd  mit  einer  verdünnten  Wasaercultor- 
lOsung)  isotontsch  ist,  so  ist  verstilndlicb,  dass  die  gesattigle  Gips- 
lOsung durch  ihre  osmotische  Leistung  nicht  hemmend  auf  das 
Wachsthum  wirkt.  Wasser  lOst  nttmlich  bei  gewöhnlicher  Tenpe^ 
ratur  ungefHbr  0,81  Proc.  wasserfreies  Calciomsulfat*)  und  unter  der 
sicher  annShemd  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  im  Veigleich  sn 
Kalisalpeter  (Molekulargewicht  101)  in  a<iuimolekularer  Lösung  fttr 
Galciuinsulfal  (Molekulargew  iclil  136)  eine  ähnliche  Helalion  besteht 
wie  für  Magnesiasidfat,  dass  also  die  osmotische  Leistung  t  von  der 
des  Salpeters  hetrJigt^^  ergibt  sich,  dass  20i  Gewichtstheile  (^Icium- 
sulfal  mit  IUI  Gewicbl^lbeileo  Kalisalpeter  isosmolisch  sind. 


0  V:;).  z.  B.  Koi.i.ER.  Praktische  Herstellung  vnn  I.öRtingen  ltS8,  p.  I0S. 
1;  M  VaiBB,  Jahrb.  f.  wi>s.  Bol.  4894,  ikl.  XiV,  p.  537. 
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BiMMditlieli  dw  WaaHervenorgung  sind  die  von  der  waffierdnroli- 
trttnkten  Gipsmaase  nmgebeneo  Pflanxenlheile  wohl  ebenso  gut  situirt 
wie  im  Boden  oder  wie  die  in  Gelatine  eingabetleten  Pflanzentheile. 

Eine  zorMcbende  Versorgung  mil  Sauerstoff  in  den  gegebenen 
VersnehebedinguDgen  ergibt  aioh  unmittelbar  aus  der  Fortdauer  der 
LebenaUmtigkeit  und  aus  den  diese  anzeigenden  Wachslhumsbestre- 
bmgmL  BeEdglich  der  Sanersloffversorgung  mag  sich  die  Pflanze 
in  der  GipsmaBae  etwa  in  ahnlicber  Lage  befinden,  wie  in  einer 
gleicb  geformten  Gelatmemasse  oder  in  dner  rubenden  oder  docb 
nur  sehr  wenig  bewegten  Wassermaase.  Und  wenn  die  Diffusion 
allein  durcb  diese  Medien  nicht  immer  ausreichen  wird,  um  einen 
ausgiebigeren  Sauersloffconsum  zu  decken,  so  wird  doch  einmal  mit 
der  Wasserauftaabme  eine  Bewegung  geschaffen,  wekbe  die  Zufuhr 
gelöster  Stofe  beschleunigt  und  femer  wird  durch  die  in  Luft  be- 
findlichen Oigane  auch  eine  Zufuhr  von  Sauerstoff  zu  den  im  Gips 
sleGkenden  Pflansentheilen  vermittelt.  Auf  solche  Weise  wird  auch 
die  Sauerstoffvenorgaog  der  im  Schlamm  steckenden  Wwiefai  von 
Wasserpflanzen  erreicht  und  Runkehnben,  Kartoffeln  u.  s.  w.  lehren, 
dass  bis  ins  Innere  von  Pflanzentheilen,  also  auf  weitere  Strecken, 
der  Sauerstoff  auch  dann  in  ausreichender  QuantitHt  befördert  wird, 
wenn  das  Gewebe  nur  von  engeren  intercellularrttumen  durchsetzt  ist. 

Auch  ergjBhea  directe  Veisnche,  dass  die  umgqpste  Wurzel 
von  Faha  geallgend  snit  Sauerstoff  versorgt  wurde,  wenn  nur  die 
von  der  Schale  umhttUlen  Samenlappen  und  ein  am  Sehluss  des 
Venniobes  Sö  mm  langer  Spross  sich  in  Luft  beisnden.  Zu  diesen 
Versuchen  diente  ein  Gipacylinder  mit  einem  iKngeren  cylindrischen 
Canal  von  5  nun  Durchmesser,  dessen  eine  Seile  mit  einer  Glas- 
scheibe luftdicht  geschlossen  war.  Nach  Bmftlbruqg  der  -zu  Be- 
ginn 40  mm  langen  Wurzel  wurde  der  basale  Theil  dieser  bis 
an  die  Samensdude  uoigipst  und  so  der  Canal  geschlossen.  Darauf 
wurde  vermittelst  zweier  eiufiegipster  Glasrtfhrdien  durch  den  Canal 
ein  Strom  luAfreien  Wassers  geleitet  und  nach  Abschluas  der  Rtfhr- 
chen  der  Gipscylinder  in  lufthaltiges  Leitui^swasser  gestellt  In  zwei 
derartigen  Versuchen  eigab  die  durch  die  Glasscheibe  enn4%Uchte 
Messung,  dass  eine  solche  Wurzel  m  den  erstro  und  den  folgenden 
S4  Stunden  denselben  Zuwachs  wie  eine  in  Wasser  befindliche  Gon- 
trolwnnel  erreichle.    Uebrigens  vriirde  unzureichende  Sauerstoff- 
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Versorgung  durch  Verlangsamung  der  Wachsthunisthati^eit  iuuner 
nur  zu  einer  Depression  der  Druckleistung  fuhren  können. 

Bei  den  in  Gips  eingebelteten  Algen  f&llt  natürlich  die  Saner- 
stoffproduction  wahrend  der  BeleocbUingsaeU  ins  Gewicht  Doch 
auch  ohne  solche  gehmgt  genügend  Sauerstoff  zu  Sprosietllckeo  too 
Nilella,  welche  in  der  beschriebenen  Weise  zwischen  Glasplatten 
allseitig  von  Gips  umschlossen  waren.  Denn  in  solchen  Ol^eoten 
erhielt  sich  die  PlasmastrOmong  ungeschwAcht  während  sechstHgigeai 
Aufenthalt  im  Dunkeln. 

In  allen  Experimenten  mit  lichtbedttrftigen  Pflanzenorganen  ist 
es  ein  Nachtheil,  dass  durch  dickere  Gypshttiten  nur  wenig  oder  kein 
Licht  dringt  und  dieserhalb  sind  die  Wurzeln,  deren  Leben  neh 
normal  im  Dunklen  ab8()ielt,  besonders  werthvolle  Versuchsobjecte. 
Kino  gcpignetc  Masse  lUr  Herstellung  eines  duiclisichtigen  und  aus- 
reichend resistenten  Verbandes  ist  zur  Zeit  nicht  bekannt.  Gelatine 
und  Agar  bieten  nicht  den  gonUacnden  Widerstand.  Mit  wasser- 
durchtränklcr  Colloidinmasse'),  die  noch  gelegentlich  Erwähnung  finden 
wird,  ist  ein  Umgiessen  dor  Pflanzen  ebensowenig  möglich,  wie  mit 
Glas  oder  Glimmer,  die  beide  den  Auslausch  mit  der  Umgebung  ab> 
sperren  würden. 

Immerhin  ist  der  Gipsverband  zu  vielseitiger  Verwendung  in 
allen  den  Fallen  geeignet,  in  welchen  es  sich  um  mechanische  Hem- 
mungen des  normalen  Wachsens  und  um  die  dadurch  veranlassten 
Wachsthums-  und  Gestaltungsvoi^glnge  handelt,  oder  auch  um  das 
Studium  deijenigen  Vorgänge  des  Stoff-  und  Kraftwechsels,  die  im 
Verband  mit  jenen  Thllllgkeiten  fortlaufen  oder  modiflcirt  werden. 
Die  Permeabilitftt  des  Gipses  gestattet  zugleich  losliche  Stoffe  zuzu- 
führen oder  abzuführen  und  auch  in  dieser  Hinsicht  hat  die  Gipa- 
methode  bereits  im  hiesigen  Institute  erfolgreiche  Anwendung  geftinden. 
Ebenso  habe  ich  das  locale  Umgipsen  vielfach  zum  Festhalten  von 
Pflanzentheilen  benutzt. 


{)  Eim  solcüe  Masse  erhält  luau  bekanutlioh,  weno  maa  die  in  eine  Form 
gebrachte  CellofdinUisiiog  mit  80)1^  Alkohol  hSrlet  und  dann  den  Alkohd  doroh 
Wueer  Terdrlngt.  Sdwiben  aus  solcher  Masse  dttrften  nach  OarehlrSnkang  mit 
NibrlSsong  auch  als  (esler  durchsicbliger  Galturboden  für  Baclerisn  verwend- 
bar sein. 


Digitized  by  Google 


«1 


DiUGi-  uro  AumsLBiiiinw  mnai  WAcasBnra  Pflanibk 


S47 


B.  Das  EingipBen  fUr  Druckversuche. 

Kommt  die  Pflanze  in  einen  aus  zwei  aneinander  schliessenden 
TlieilatUcken  zusammengesetzten  Gipsverband  und  wird  die  zur  HeoH 
mung  des  Aoseinandertreibens  nöthige  Gegenwirkung  ermillell,  80 
Isl  damit  ein  Haasa  flttr  die  mechanische  Leistung  der  POanze  gegaben. 
Bhe  wh*  nttber  auf  diese  Hessmethode  eingehen  können,  musa  die 
HeiBteliung  des  geeigneten  Gipsverbandes  geschildert  werden,  doch 
genügt  es,  an  einige  concreto  Fftlle  anznknttpfen. 

FOr  Bnmttelong  des  Druckes ,  welchen  m  Richtung  der  Längs- 
achse eine  Wurzel  ausübt,  bringe  ich  eine  Keimpflanze  derartig  in 
einen  mit  feuchten  Sagespttnen  oder  mit  Brde  gefüllten  Blumentopf, 
dass  die  Wurzel  eine  genügende  Strecke  (etwa  1 5  bis  30  mm)  aus 
dem  Loche  des  Topfes  hervorsicht,  wie  des  näheren  aus  Fig.  3  (p.  251) 
zu  entnehmen  isl.  Numnclir  wird  der  Topf,  nach  Aiitleg(!n  eines 
Deckels,  umgekehrt  und  der  hervorstehende  Wurzeltheil  mit  Gipsbrei 
umgössen.  Sn^leicli  daiauf  schiebe  icli  über  die  Wurzelspitze  ein 
(mit  Hilfe  einer  lieisson  Nadel)  durclilochtes  Stückchen  Wachspapier 
und  drücke  dieses  mittelst  einer  durch  lochten  Platte  (aus  Celluloid 
oder  Glas)  derart  gegen  den  Brei,  dass  die  gewünschte  Strecke  der 
Wurzelspitze  frei  von  dem  mit  dem  Topfe  verbundenen  Gipsguss 
bleibt,  dass  also  das  Gipsstück  a  (Fig.  3)  gewonnen  ist.  Sobald  der 
Gips  genügend  erhärtet  ist,  wird  das  Wacbspapier  entfernt,  an  dessen 
Stelle  dttnnes,  nasses  Seidenpapier  der  Gipsfliche  angeschmiegt  und 
nun  die  Gipskappe  h  gebildet. 

Die  Druckmessnng  wird  darauf  in  der  durch  Fig.  3  versinn- 
lichten  Weise  angeführt.  Da  das  nass  zu  haltende  Seidenpapier 
eme  nur  geringe  Adhäsion  der  kleinen  Gipskappe  bedingt,  so  ist 
dessen  Anwesenheit  kein  Hindemiss,  jedoch  wurde  diese  Papier- 
zwiscfaenlage  Öfters  zuvor  entfernt.  Es  gelingt  dieses  leicht,  da  die 
erhlrtete  Gipskappe  nach  Aufenthalt  in  Wasser  leicht  und  ohne  mne 
Beschädigung  des  Wurzel  abgezogen  werden  kann.  Nunmehr  hat 
man  auch  Gelegenlieil  vor  dem  Wiederaufsetzen  da»  Loch  in  der 
Gipskappe  mittelst  einer  Nadel  zu  vertiefen  oder  in  gewünschter 
Weise  zu  formen,  so  dass  die  Wurzel  erst  nach  entsprechendem 
Wachsthum  dem  Gipse  angepresst  wird.  Bei  völliger  Durchbohrung 
wird  also  die  Wurzel  aus  dem  Gipse  hervorwacbsen,  resp.  vermittelst 
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ihrer  Spitze  direct  gegen  die  Glasplatte  c  der  Fig.  3  wirken.  Um 
allein  diesen  Spilzcndruck  zu  messen,  muss  aber  die  Kappo  h  (Fig.  3) 
mit  dem  Gip.sklotz  a  durch  ümgiessea  mit  Gips  unverrOckJaar  ver- 
bunden  werden. 

Dem  Gipsguss  a  pflege  ich  mit  Hülfe  eines  Ringes  «os  Pipier 
(oder  plastischem  Thon)  die  gewünschte  Form  zn  geben,  ebenso  dem 
Gipsdeckel  6,  welchen  man  nach  dem  Abheben  auch  noch  entspre- 
chend zurecht  schneiden  kann,  am  die  Gontactfltiche  gogen  s  lu 
vermindern. 

Indem  man  den  Gipsgass  o,  wie  anch  in  der  Zeicfannng  ange- 
deutet ist,  ein  wenig  in  das  Innere  des  Topfes  (ibergreifen  liisst,  ist 
für  genugende  Fixining  an  den  Topf  gesorgt.  Dorch  Anbringung 
einiger  weiteren  Locher  im  Umkreise  der  centralen  Darchbobrong 
des  Topfes  und  durch  entsprechende  Ausbreitung  des  Gipsgusses  aof 
der  Bodenflache  wurde  fUr  noch  weitergehende  Befestigung  des  Gipses 
an  den  Topf  in  denjenigen  Versuchen  gesoigt,  in  welchem  die  Gips- 
ni;i.s.>e  die  Last  des  zur  Messung  des  Querdruckes  dienenden  Apparates 
zu  tragen  halle.  Eine  Unterlage  von  Papier,  die  für  die  Durch- 
führung des  Wurzel  durclibohrt  ist,  genügt,  um  eine  Ausbreitung  des 
Gipsbreies  in  den  S{ii,'Cs[);inon  zu  verhindern. 

Aus  der  Fig.  4  (p.  :Jy3i,  m  uH-icher  der  Gipsguss  im  Längs- 
schnitt dargestellt  ist,  ist  die  Gestaltung  des  Gipsgusses  zur  Messung 
des  (Jucrdruckes  am  besten  zu  erkennen.  Die  eine  LUngshälAe  des 
Spitzenthcils  dei  Wurzel  ruht  in  einer  RiUe  der  Gipsmasse  a,  welche 
den  übrigen  Wur/eitheil  ganz  umschliesst.  Die  andere  lilngshuine 
der  Wurzel  wird  vom  Deckel  b  umschlossen,  weicher  also  der  Wurzel 
und  auch  der  Gipsmasse  a  eng  angeschmiegt  ist. 

Zur  Darstellung  dieses  Verbandes  bringe  ich  zunSchsl  den  Basal- 
theil  der  Wurzel  bis  zum  Deckel  in  der  schon  beschriebenen  Weise 
in  einen  Gipsverband.  Auf  die  ebene  Bndfltfche  dieses  wird  dann 
der  zunllchst  aus  Plastilina  hergestellte  Deckel  in  der  durch  die  Figur 
reprtlsentirten  Lage  fixirt  und  dann  die  weitere  Glpsmasse  a  ange- 
gossen. Nach  BrhSrtung  des  Gipses  und  nach  Entfernung  der  Plastir 
lina  dient  das  so  ausgesparte  Fensterchen  zum  Angiessen  des  Gips- 
deckels 6.  Zuvor  breite  ich  in  diese  Oeffnung  na.sses  Seidenpapier 
so  aus,  dass  die  GipstlUche  zunächst  (etwa  i  bis  3  mm)  um  die 
Wurzel  herum  frei  bleibt.     Nach  dem  Erharten   und  nach  dem 
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YerweUen  der  Gipsmasse  in  Wasser  gelingt  es  leicht  den  Gipedeckel 
absnheben,  der  nach  entsprechendem-  Ziirechtachneiden  und  nach 
Entfernen  des  Seidenpapiers  in  seine  alte  Lage  gebracbl  wird.  Der 
Gipsdediel  ist  also  firei  beweglich  und  setxt.  (bei  massiger  Contaci- 
fllche)  dem  Abheben  nur  geringen  Widerstand  «itgegen. 

Um  nun  den  Druckapparat  zu  befestigen  (Fig.  4),  wird  der 
Gipsgttss  geeignet  zurecht  geschnitten,  der  Deckel  b  durch  zwei 
(spater  zu  durchschneidende)  Fttdohen  befestigt  und  dann  durch 
Unigieeseii  mit  Gips  der  Sdienkel  e  m  die  Gipsmasse  ftzirt.  (Der  in 
der  Figur,  einem  Schnitt  durdi  den  Gipsguss,  hervorstehende  Theil 
des  Apparates  befend  sich  auch  in  Gips.)  Sehr  zu  beachten  ist,  dass 
ttbersll,  wo  der  nun  anzngiessende  Gips  an  der  schon  erstarrten  Masse 
haften  soll,  diese  zuvor  uneben  und  grnbig  gemacht  werden  mnss. 

Aus  den  entwickdten  Principien  ist  leicht  zu  ersehen,  wie  man 
den  Gipsverband  audi  anderen  Objecten  und  andow  Selen  anpassen 
kann.  So  wirkte  z.  B,  in  gewissen  Yersudien  ein  hinter  der  Spitze 
liegender  Wurzeltheil  drtlckend  gegen  den  Gipsdeckel,  wtthrend  die 
Wuizeli^ilze  seihst  entweder  in  der  Gtpsmasse  a  fixirt  oder  frei- 
gelaasen  war  und  ung^Aemmt  fortwuchs. 

In  analoger  Weise  lassm  sich  auch  Stengel  und  andere  Ongane 
behandeln.  Bei  BfessuDgen  des  von  Keimstengeln  in  Richtung  der 
Langsachse  entwickelten  Druckes  pflege  ich  zwei  dicke  und  breile 
Glasstreiren  mit  Gips  so  auf  den  Topfrand  zu  befestigen,  dass  der 
Keimstengel  aus  dem  Spalte  zwischen  beiden  hervorsieht.  Diese 
Glasslreifen  dienen  als  Träger  des  Gipsgusses,  auf  welchen  der  (hier 
nicht  abnehmbare)  Deckel  in  beschriebener  Weise  angebracht  wird. 

Der  gut  ausgo führte  Gipsguss  ist  den  Pflanzentheilen  eng  ange> 
schmiegt  und  das  Wachslliuinsstreben  dieser  sorgt  noch  fUr  weitere 
Anpressung.  Um  aber  ein  Gleiten  zu  vermeiden  bedarf  es  gewisser 
Unebenheiten.  Doos  80  wie  der  auf  eine  Glasplatte  aufgegossene 
Gips  nach  dem  birsturren  und  nach  dem  Einlegen  in  VfBBS&r  sehr 
leicht  von  der  Glasplalle  abxusclii  'i «  n  ist,  haftet  die  Gipsmasse  auch 
nicht  an  feuchten  Pnan/.enllieii(;n.  Deshalb  ist  auch  der  an  sich 
schlüpfrige  Spitzentheil  einer  Wurzel  leicht  aus  dem  Gipse  heraua- 
suziehen,  während  einige  Millimeter  rückwärts  durch  leichtes  Hervor- 
wOlben  der  Bpidermiszellen  eine  Unebenheit  geschaffen  wird,  welche 
ausreicht,  um  gegenüber  den  in  der  Pflanze  entwickelten  Schubkräften 
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eine  aosreiehende  AdhAsion  zn  eriielen,  eine  Adhftgion,  die  mil 
Prodttction  der  Wunelhaare  erheblich  gesteigert  wird. 

0ie  Ausnutzung  von  Unebenheiten  Icann  in  anderen  Füllen  be- 
nutzt werden,  um  ein  Gleiten  im  Gipsverbande  zu  verbindem.  Bei 

glatten  Stengeln  ist  z.  B.  die  Ausdehnung  der  ümgipsung  auf  die 
Basis  zweier  dislanler  ßlaUer  rnil  Vortheil  anwendbar.  Wo  durch 
plastisches  Wachsen  eine  Ausfüllung  von  L'nebeiilieilen  ini  Gipsver- 
bande erreicht  wird,  lässt  sich  auch  auf  diesem  Wege  eine  Befesti- 
gung her.sl eilen.  Hine  für  alle  Fälle  anzuwendende  Älelhode  gibt  es 
natürlich  nicht,  doch  wird  es  einem  ijocliickten  Experimentator  wohl 
Bleis  gelingen,  da  wo  es  erforderlicl)  ist,  dem  Gleiten  im  Gipsver- 
bande vorzubeogen. 

G.  Die  BniokmeBsimg. 

Erforderniss  für  die  Bestimmung  des  von  der  Pflanze  entwickeilen 
.  Druckes  ist,  dass  der  messende  Gegendruck  schnell  ansteigt,  damit 
die  Aeqnilibrirung  bei  nur  geringfügigem  Auseinanderweiclien  der 
Gipsflttchen  erreicht  wird.  Dieser  Fofdemog  kann  ebensowohl  durch 
Federn ,  als  auch  durch  ein  nach  dem  Princip  der  Briefwage  ge- 
bautes Dynamometer  genOgt  werden  und  wenn  ein  nach  letzterem 
Princip  construirtor  Apparat,  den  ich  bei  früherer  Gelegenheil*)  für 
Energiemessungen  anwandte,  in  gewissen  Fftllen  Vortheil  gewährt, 
so  ist  doch  ftlr  unsere  Zwecke  ein  Federdynamometer  vorzuziehen. 
In  der  Thal  liabcn  sich  die  in  Fig.  3,  4  und  5  abgebildeten,  aus 
breiteren  Stahlsti  oilen  geformten  elliptischen  Federn  trefflich  bowähtl. 
Der  (lompressionsgrad  dieser  Federn  wurde  durch  mikrornetn-sclie 
Bestimmung  des  Abslauds  der  in  den  Figuren  keuDtlichco  Nadelspitzen 
ermittelt. 

Der  Apparat,  Fig.  3,  welcher  zur  Ermittelung  des  Längs-  oder 
Spitzend  ruck  OS  diente  —  so  mag  der  in  Richtung  der  Längsachse 
wirkende  Druck  bezeichnet  werden  —  soll  Apparat  A  oder  Druck- 
feder  genannt  werden.  Zur  Messung  des  Radialdruckes  (Querdruckes) 
dienten  zwei  Apparate.  Den  in  Fig.  4  abgebildeten  nenne  ich 
Apparat  B  oder  Schraobklemme  (resp.  Schraubzwinge),  den  in  Flg.  5 


1}  PvBPMit,  Periodisch«  B«w«gaii9«ii  1876,  p.  9. 
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dargeslellteo  Apparat  C  oder  Zangenapparat  >) .  FOr  Grashalme  kam 
auch  das  schon  erwähnte  Hebeldynamometer  in  Verwendung,  das  m 
den  »Periodischen  Bewegungen«  I.  c.  p.  9  abgebildet  ist.  Ander- 


Fig.  S.   Drackfeder.   DRgeKbr  \  der  nalOrl.  Gross«. 


wciligc  Conslnictionen  die  versucht  wurden  Ubergehe  ich  und  nur 
diejenigen  HIxperiraenle,  in  u eichen  ein  Gummischlauch  zur  Aequi- 
librirung  diente,  sollen  no  Ii  I  j-wühnung  finden. 

a)  Die  Druckfeder.  —  Die  obonstehende  Figur  3  zeigt  die  Dnick- 

I)  Die  AppwBte  wurd«D  von  dem  Mechaniker  PtnoLo  in  Leipzig  (Btyerlsobe 
Strawe)  angefertigt. 
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feder  (Apparat  A)  und  deren  Verweadung  speciell  zur  Messung  des 
Spitzendruckes  einer  Wurzel. 

Die  Druckfeder  wird  von  einem  1 4  mm  dicken  Eisenslab  d 
getragen,  der  an  jede  der  beiden  Süulen  des  Stativs  mittelst  Doppel- 
muffe {e)  unverrückbar  fixirl  ist.  Die  Messieder  /'  selbst  kann  aus- 
gewecliselt  werden,  da  ihre  Tragplatle  /  durch  die  SchrJiubchen  k  auf 
die  massive  Messingplatte  g  befestigt  ist.  Durch  Hebung  oder  Sen- 
kung dieser  Platte  kann  die  Druckfeder  gegen  den  Gipsverband  bewegt, 
res|>.  von  diesem  entfernt  werden.  Zum  Zwecke  solcher  Bewegung 
ruht  die  Platte  g  auf  den  drei  Schrauben  //,  deren  Muttern  in  dem 
abgeflachten  und  verbreilerten  Theile  des  Tragstabes  d  liegen.  Den 
Metallplttltchen  auf  der  entgegeogesetxteii  (der  oberen)  Seite  der 
Druckfeder  ist  die  Glasplatte  e  mit  Hilfe  von  etwas  Gips  aufgesetzt. 
Die  obere  der  zur  Ablesung  dienenden  Nadeln  ist  milteist  Scbelladc 
befestigt,  wtthrend  die  untere  Nadel  durch  die  Schraube  t  in  den 
gewünschten  Absland  gebracht  wird. 

Der  Topf  n  mit  der  in  der  beschriebenen  Weise  eingegipsten 
Wurzel  wird  in  den  massiven,  mit  2  Schrauben  am  Stativ  befestigten 
Ring  m  geprcsst,  nachdem  die  Gi[iäkapi>o  b  durch  ein  F^dchen  fixirl 
ist,  das  nach  vollendeter  Zasammenstellung  durchschnitten  wird.  Mit 
Hilfe  von  etwas  Gipsbrei  wird  dann  der  Gi[)sdeckel  b  so  auf  der 
Glasplatte  c  hctV.>tii^t.  dass  die  Spitze  der  Wurzel  über  die  Milte 
der  Feder  zu  fliehen  kommt. 

Nach  dem  Erstarren  des  licfestigungsgi|)ses  kann  mit  Hilfe  der 
Schra(d)en  h  der  gewünschte  Druck  gegen  den  Gipsdeckel  hergestellt 
werden.  Dieses  gelingt  mitlel^l  der  3  Schrauben,  wenn  man  für  gleich- 
starke Fortbewegung  jeder  einzelnen  sorgt,  leicht  und  ohne  eine 
beachtenswerthe  Verschiebung  der  Centrirung  der  beiden  Nadelspitzen, 
(loch  dttrdte  in  Zukunft  die  Anbringung  des  in  Fig.  4  verwandten 
Bewegungsmecbanismus  vorzuziehen  sein. 

Die  Sägespane  im  Topf  werden  in  üblicher  Weise  feucht,  der 
Gips  aber  wird  ziemlich  nass  erhalten.  Dieses  vrird  in  schon  ange- 
deuteter Weise  durch  Umhüllen  mit  Fliesspapter  und  Wasserznftehr 
durch  einen  Saugstreifen  erreicht.  Damit  das  Wasser  bei  zu  reich- 
licher Zufuhr  an  einer  bestimmten  Stelle  abtropft,  bringe  ich  lAngs 
der  Kanten  der  Glasplatte  e  einen  schwach  erhöhten  Rand  von  Siegel- 
lack oder  Paraffin  an,  der  nur  an  einer  Stelle  eine  Unterbrechung 
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bietet,  durch  welche  mittelst  eines  Streifchens  Fliesspapier  das  Ab- 
leiten des  Wassers  besorgt  wird.  (Diese  Einrichtungen  sind  in  der 
Figur  nicht  gezeichnet.) 

Bei  der  sehr  massiven  Construclion  von  Stativ  und  Messapparat 
sind  die  Ausbiei^ungcn  durch  die  in  Betracht  kommenden  Drucke 
verschwindend  gering.  Auch  erreicht  man  für  gewöhnlich  durch 
einfaches  Einpressen  in  den  Ring  eine  ausreichende  und  tadellose 
Befestigung  des  Topfes.  Doch  kann  diesem  eine  weitere  Widerlage 
durch  Aufpressen  des  Querslabes  o  gegeben  werden,  der  übrigens 
stets  zur  fesleren  Vereinigung  der  beiden  Stalivsüulen  eingespannt  ist. 


Vig.  *.   Schroubklemme.    Ungefähr  J  d.  nntürl.  Grösse. 


Die  Anpassung  des  Apparates  für  Messung  des  Spitzendruckes 
von  Stengeln  u  s.  w.  bedarf  keiner  besonderen  Erörterungen.  Wer- 
den z.  B.  die  in  schon  erwähnter  Weise  eingegipsten  Keinistengcl 
ver>vandl,  so  wird  der  Topf  in  einen  genügend  grossen  Ring  gebracht 
oder  auch  mittelst  Gips  auf  der  Stativplattc  zitterfrei  befestigt.  Die 
Üruckfeder  wird  dann  von  oben,  also  in  umgekehrter  Lage,  dem 
Gipsdeckel  genlihcrt  und  an  diesen  angeschlossen. 

b)  Die  Schraubklemme.  —  Die  oben  beschriebene  Druck feder 
würde  zwar  durch  geeignetes  Einspannen  auch  für  Messungen  des 
Querdruckes  verwandt  werden  können,  doch  ist  zu  .«solchem  Zwecke 
der  folgende  Apparat  viel  vortheilhaller.    Dieser  Apparat,  Fig.  4,  stellt 
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im  wt'scntlicluMi  vww  staike  Schraubzwinge  vor,  deruii  Me?singarme  c 
ii  mm  dick  und  IG  mm  breit  sind.  Die  Feder  d,  deren  t^iusste  Achse 
in  diesem  lalle  nicht  zu  ansclinlirh  sein  daif,  ist,  wie  bei  dem 
Apparat  A,  auf  den  Tisch  f  durch  die  Schraubea  g  befestigt.  Durch 
(iie  Fuhrslangea  i  uod  die  massive  Schraube  h  ist  für  Vorwärts-  und 
KuckwUrtsbewoguDg  dieses  Tisches  gesorgt.  Die  eine  Nadelspitze  isl 
fest,  die  andere  e  dagegen  in  einem  durch  Schraube  beweglicheo 
Sttulchea  befestigt.  Um  die  Nadeln  für  Ablesungszwecke  zu  beleuchtea 
ist  hinter  deoselben,  im  Uauptscbeokel  der  Klemme,  ein  Spalt  an- 
gebrachL 

Die  Schraubklemme  wird  in  der  schon  (p.  Si9)  angegebenen  Weise 
in  den  Gipsguss  fixirt,  der  in  der  Figur  4  durchschnitten  gezeichnet 
ist.  Wenn  die  Messingtheile  vor  jedem  Versuche  neu  lackirt  werden. 


Fig.  s.  ZangeDapparal.  Uagenhr')  d.  natürl.  Grosse. 


so  ist  eine  Schädigung  der  Pllanzen  durch  Melallsal/.c  ausgeschlossen. 
Die  Befestigung  des  Deckels  und  die  naclilierige  Herstellung  von  Druck 
gegen  diesen  Deckel  w  iid  nach  den  in  a)  angegebenen  Principien 
aufgeführt.  Der  in  beschriebener  Weise  an  den  Topf  befestigte  Gips- 
guss vermag  eine  noch  höhere  Belastung  als  die  320  g  des  Apparates 
zu  tragen.  Um  aber  nOthigenfalls  den  Apparat  durch  eine  Klammer 
halten  zu  können,  kann  an  den  Schenkelihcil  e  eine  Handhabe  an- 
geschraubt werden. 

Dieser  Apparat  ist  natOrlich  auch  für  Stengel  anwendbar  und 
bei  ausreichender  Grösse  und  genügend  solider  Gonstruction  wttrde 
er  auch  zu  Druckmessungen  an  Baumen  verwendbar  sein. 

c)  Zangenapparat.  —  Dieser  Apparat  wurde  benutzt  bevor  die 
Scbraubklemme  B  conslruirl  war,  welche  im  Allgemeinen  entschieden 
vorzuziehen  ist. 

Der  Appaial  (Fig.  5)  ist  eine  ungleicharmige  Zange.   Die  Druck- 
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feder  b  kann  mittelst  der  Schrauben  e  zwischen  den  beiden  langen 
Scbenkehi  in  verschiedenem  Abstand  vom  Drehpunkt  angebracht  wer^ 
den.  Zar  mikrometriscben  Ablesung  dienen  die  durch  Schrauben 
verstellbaren  Nadelspitzen  d. 

Zur  IhiidcmessuDg  wird  diese  Zange  analog  wie  die  Schraub- 
klemme  (Flg.  4)  gehandhabti  indem  die  Platte  e  und  der  sie  tragende 
Schenkel  (Fig.  5)  in  den  Gipsguss  fixirt  wird,  wlthrend  die  Platte  f 
gegen  den  Gipedeckel  zu  wirken  hat.  Wird  diese  Platte  durch  die 
Schraube  g  gegen  den  Gips  bewegt,  so  kommt  also  duich  Compres- 
sion  der  Feder  b  ein  Druck  zu  ^aude,  der  aus  dem  Abstand  der 
durch  Schraube  beweglichen  Nadelspitzen  d  controlirl  wird.  Da  die 
AusbieguDgen  in  den  Versuchen  nur  gering  sind,  so  wird  der  Parallelis- 
mus  der  Zangenschenkel  nur  wenig  geändert.  Damit  aber  die  Platte 
f  stets  gleichmassig  angepresst  bleibt,  sind  die  Ftthrstttbe  h  so  einge- 
richtet, dass  die  auf  der  Spitze  der  Schraube  g  ruhende  Platte  f 
wohl  ihre  Winkeistellung  gegen  die  Achse  der  Schraube  verändern, 
eine  Drehung  aber  um  diese  Achse  nicht  ausfilhren  kann. 

Behufs  guter  mikromelrischer  Ablesung  muss  man  für  geeignete 
Beleuchtung  der  Nadelspitzen  durch  Spiegel-  oder  Lampenlicht  sorgen. 


Die  Spannung  der  Feder  dient  als  Maass  fUr  die  enlwickelle 
Druckkraft,  die  also  durch  das  für  gleiche  Compression  nOthige  Ge- 
wicht bestimmt  wird.  Ist  die  Zusammendruckung  nur  gering,  wie 
in  der  Überwiegenden  Zahl  der  Versuche ,  so  wird  Proportionalitiit 
zwischen  spannendem  Gewicht  und  Annttherung  der  Nadelspitzen 
gefunden,  bei  weitergehender  Compression  aber  wird  diese  Annähe- 
rung allmlihlich  etwas  verlangsamt.  Aber  sdbst  dann  erreichten, 
nac^  Aufbebung  der  Spannung,  die  Nadelspitzen  in  den  aus  gutem 
Stahl  gefertigten  Federn  sofort  wieder  den  ursprünglichen  Absland, 
sobald  die  Compression  aufgehoben  wurde. 

Bei  der  PrScision  der  mikrometrischen  Ablesung  wird  schon  bei 
geringer  CompressionsgrOsse  eine  für  unsere  Zwecke  genügende  Ge- 
nauigkeit erreicht.  Ich  benutzte  eine  verbesserte  Form  des  in  meiner 
Physiologie  Bd.  II,  p.  85  abgebildeten  Horizontalmikroskopes,  das  viel- 
fach auch  in  physikalischen  Instituten  Eingang  gefunden  hat*).  In  den 


4J  Am  tiMtraiMnt  wird  von  den  Meobanikar  Alrmcht  io  Tübiageo  angeferügi. 
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meisten  Venmchen  entsprach  ein  Theilstricli  0,0169  oder  0,04  8S  nun 

und  bei  guten  Nadelspitzen  betragt  der  Ablesungsfehler  weniger  als 
die  Halllc  eines  TluiLstrichs.  Dieses  Inslrument  ist  auch  bei  hori- 
zontaler Stellung  der  zu  heobaclilondt'n  Nadeln  su  ^ut  anwendbar, 
das-s  ich  die  Heschreibung  einer  Hiltseinrichlung  unterlassen  darf, 
welche  unter  solchen  Umstünden  theilweise  in  Anwendung  kam. 

Diese  Methode  bietet  den  grossen  Vortheil,  dass  lioberfragungeo 
und  Reibungen  im  Messapparat  vermieden  sind  und  dass  eine  etwaige 
seitliche  AusbiegUDg  an  der  Nadelspitze  direcl  wahrgenommen  wird. 
Solche  Ausbiegungen  siod  Übrigens  bei  geschickter  Versuchsanstelloog 
und  bei  Anwendung  von  genügend  starken  und  breiten  Federn  80 
gering,  dass  aus  denselben  ein  zu  beachtender  Fehler  nicht  enfc- 
q>ringt.  In  dieser  Hinsicht  mod  diese  elliptischen  Federn  den  Spiral- 
federn weit  Überlegen. 

Auch  ist  die  Schraubklemme  Fig.  4  dem  Zangenapparat  Fig.  5 
ganz  wesentlich  deshalb  Torzuziehen,  weil  das  Achsenlager  (a}  im 
Apparat  Fig.  5  Reibung  veranlasst.  Die  hierdorch  veranlasste  Hem- 
mung kann,  bei  höherer  Druckwirkung  im  Apparat,  20  bis  40  g 
entsprechen,  ein  Fehler  der  fireilich  bei  richtigem  Gange  der  Ab- 
lesungen im  wesentlichen  elimintrt  wird.  Dass  in  diesem  Zangen- 
apparale  die  Nadelspitzen  das  Auseinanderweichen  des  Gipses  ungefähr 
doppelt  vergiüsscrl  anzeigen,  hal  keine  buciiulung,  da  die  mikro- 
nietrische  Ablesung  ohnehin  genügend  genau  ist.  Dieser  und  noch 
anderer  (iründe  halber  verdient  in  der  That  die  Schrauliklommc  derart 
den  Vorzui.'.  d;iss  ich  den  Zangenappatat  niclil  mehr  construiren  wurde. 

\N  alirend  eine  Messung  des  Spitzendruckes  wachsender  Bilanzen 
bisher  nicht  versucht  wurde,  benutzte  Cu.  Darwin')  einen  Zangen- 
apparal  in  roher  Form,  eine  Holzklammer,  um  Wurzeln  auf  ihren 
Querdruck  zu  prüfen,  indem  diese  einfach  in  ein  in  den  Holzschenkelo 
befindliches  Loch  gesteckt  wurden.  Da  in  diesen  Versuchen  die 
Klammer  xiemlich  weit  auseinander  getrieben  wurde  und  die  Wurzel- 
spitze frei  weiter  wuchs,  kam  die  mögliche  maximale  Druckleistung 
nicht  zu  Stande.  Die  Yernachlttssigung  der  Grosse  der  wirksamen 
Flache  hisst  zudem  nicht  ersehen,  welcher  Druck  durch  die  Flllchen- 
einheit  entwickelt  wurde.   Uebrigens  kann  man  aus  einer  photo- 


1}  fiewegungsvcrmögca  d.  PflauteD  1881,  p.  6S. 
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graphisrhcn  Klammer  einen  einfachen  Zange na[)parat  mit  den  zum 
Ablesen  dienenden  Nadelspitzen  loicht  herstellen. 

Da  bei  einer  Hebel vcrgiüss.oriing  in  Folge  von  Heihungen,  Ueber- 
tragungen  u.  s.  w.  gewisse  Fehlerquellen  gegeben  sind,  wurde  die 
mikrometrische  Messung  um  so  mehr  vorgezogen,  als,  bei  Gewährung 
einer  mindestens  gleichen  Genauigkeit  in  der  Ablesung,  die  Apparate 
eine  viel  einfachere  und  und  handlichere  Goostruction  zaltesBeo. 
Doch  isl  anzuerkennen,  dass  in  DemonalFalionsexperinienten  die 
Apparate  mit  HebelvergrOaserong  vortheilhafter  sein  kfinnen. 

Bine  HebelveiigrOflBeniog  habe  ich  Übrigens  in  dem  erwilbnten 
Bebeidynamometer  angewandt,  das,  gegenüber  Federn,  den  Vortheit 
gewihrt,  durch  einfaches  Verschieben  oder  Auswechseln  von  Gewicht 
ten  sehr  verschiedenen  Druckkrttflen  accomodirbar  zu  sein,  wlihrend 
fur  gleichen  Zweck  verschiedene  Federn  nothwendig  sind. 

In  den  Apparaten  A,  B  und  C  kamen  im  ganzen  14  verschie- 
dene Federn  zur  Yerwendong.  Die  Annäherung  der  Nadelspitzen 
würd»;,  auf  1000  g  Belastung  berechnet,  für  die  stärkste  Feder 
0,13  mm,  für  die  schwächste  12  mm  betragen.  In  Iclzlcrein  Falle 
genügen  1,43  g,  um  eine  Annäherung  der  ISadelspitzen  um  1  Theil- 
strich  (a  0,017  mm)  zu  erzielen,  wahrend  zu  gleichem  Erfolge  die 
stärkste  Feder  mit  130  g  belastet  werden  muss.  Da  also  l  Theil- 
slrich  dann  Gö  g  cnt.sprichl,  so  ist  der  aus  der  Genauigkeit  der  Ab- 
lesung entspringende  absolute  Fehler  in  diesem  Falle  zwar  ansehn- 
lich, nicht  aber  der  auf  die  Druckliühe  bezogene  proeentische  Fehler, 
weil  dieser  Fehler  ja  nur  (Ur  sehr  hohe  Leistungen  in  Betracht  kommt. 

Da  zur  Erreichung  genttgeader  Genauigkeit  dio  Distanzttnderung 
der  Nadelspitzen  nicht  zu  gering  sein  darf,  anderseits  aber  das  Aus^ 
einanderweichen  der  Gipsstacke  thunlichst  einzoschrSnken  ist,  pflege 
ich  nach  ZusammensteUung  des  Versuches  durch  die  Schraubeinrich- 
langen  einen  solchen  Druck  herzustellen,  dass  das  Auseinanderschidran 
des  Gipses  erst  beginnt,  nachdem  die  Pflanze  eine  hohe  Energie 
gegen  ihre  Widerlage  entwickelt  hat  Ist  man  dber  den  endlich  zu 
Stande  kommenden  Druck  einigermassen  orientirt,  so  gelingt  es  auf 
diese  Weise  unschwer,  die  Spaltweite  auf  kleine  Bnichtheile  eines 
Milliiuclers  einziischrUnken.  Zur  Trennung  der  (lontactilöchen  bedarf 
es,  wie  schon  erwähnt,  einer  nur  geringen  Energie,  wenn  die  üe- 
rUhi'UQgsflachen  massige  Grösse  haben  und  wenn  der  Gips  so  reichlich 
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mit  Waüscr  versorgt  ist,  dass  äeioe  AusseaQäche  vod  dUauer  Wasser* 
Schicht  überzogen  ist. 

NalUrlicii  (  rlaiiten  alle  (ll)rigon  Theilo  der  Apparate  und  Stative 
(iuri'h  die  wii  ksanic  Kraft  eine  cnlsifi im  lu  iule  Ausl)ie|j:imi<.  I  nd  wenn 
dieses  aul  du^  durch  die  Feder  bemessene  I']nergif^  keinen  Einlluss 
hat,  so  sind  doch  (hese  Auiiibieguni^'en  lhunlich>i  zu  vermeiden,  durch 
welche  das  AuseinanchMNveichea  der  Gipsflüchen  vermehrt  wiitl.  la 
der  durch  Figur  3  (p.  251)  reprascnUrlea  Zusammenslellung  war 
übrigens  die  ÄusbiegUDg  SO  gering,  dass  sie  für  einen  Druck  voo 
500  g  in  unseren  Versuchen  gar  nicht  bemerkt  werden  konnte. 
Denn  das  gesammte  Auseinanderweicheii  von  n  und  d  der  Figur 
betrug  nur  0,03  bis  0,04  mm,  wenn  an  Stelle  der  Wurzel  eine  Kraft 
von  5  kg  wirkte.  In  der  sehr  massiv  construirten  Scbraubklemme 
(Fig.  4)  wurde  durch  eine  solche  Kraft  eiu  Auaeinanderweichen  von 
etwa  0,001  mm  erzielt.  In  dem  schwacher  gebauten  Zangenapparat 
(Fig.  Vt)  brachte  dagegen  ein  Druck  von  2  kg  eine  Erweiterung  des 
Gipsspaltes  um  0,04  mm  zuwege. 

Tbatsachlich  sind  die  aus  dem  Apparat  entspringenden  Fehler 
bei  gutem  Kxperimenliren  ohne  [)raktisehe  Bedeutung.  Statt  langer 
Discussion  erwUhne  ich  nur  (l;is  summarische  Resultat,  welches  die 
in  Fig.  gezeichnete  Zusanunenslellung  ergab,  als  sie  ohne  Einschluss 
einer  Pflanze  hergestellt  und  unter  vei  schiedenen  Uedingungen  beob- 
achtet wurde.  Obgleich  die  Tenjperatur  um  5"  C  schwankte,  Süge- 
spline  und  Gips  weitgehend  austrockneten  und  wiiider  befeuchtet 
wurden,  ergaben  die  ihrsseren  Ablesungen  höchstens  DiHerenzen  von 
0,5  rheilstrich  und  hierbei  blieb  es  auch  dann,  als  sogar  das  Stativ 
auf  einen  andern  Tisch  transportirt  wurde. 

Bs  Ist  Obrigens  einleuchtend,  dass  eine  mftssige  Temporatur- 
Schwankung  keinen  wesentlichen  Binfluss  haben  kann,  da  erae  100  mm 
lange  MessingsBule  durch  1*  G.  nur  um  0,001 7  mm  verlängert  vrird. 
Im  Allgememen  war  aber  in  meinen  Versuchen  die  Temperatur- 
Schwankung  auf  1,5*  G.  eingeschränkt*).   Auch  war  zumeist  für  zitter- 


l)  Während  des  Winlers   wurJe  in   einem  (iiitcli  Mciditiger-Ofen  Tag  und 
N  iehl   m!lii'izlRn  Zimmer  operirl.     Vgl.  rpEKFEii ,  Zcilsclirifi  f.  Mikroskopie  I  s'Mi 
It<l.  VII,  p.  4i8.    Leider  ist  dort  die  Cunslanz  der  Temp.  auf  +  U,i8"C.  und 
0, 15*^0.  aage^ebeo,  wütareod  es  1,8**  C.  ttod  1,5*  C.  beissea  «oUle.    Und  zwar 
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freie  Aufteilung  gesorg;!,  obgleich  diese  (abgjBsehen  von  dem  Acte 
der  Ablesung)  kein  unbedingtes  Erforderniss  ist*). 

Sebr  zu  beachten  ist  aber,  dass  die  erstarrende  Gipsmasse  als 
Ganzes  an  Durchmesser  und  Volumen  gewinnt.  Denn  wenn  auch 
thatsachlich  bei  Vereinigung  des  gebrannten  Gipses  mit  Wasser  eine 
Verdichtung  eintritt'),  so  ruft  doch  offenbar  das  Gegeneinanderstemmen 
der  ausfayslallisirenden  Nadeln  (vgl.  p.  243)  diese  Veiip'Ossening  her- 
vor, welche  natarlich  ein  entsprechendes  capiliares  Binsaugen  von 
Wasser  zur  Folge  hat. 

Wie  die  Hydratbildung  erreicht  diese  DimensioosSudening 
bald  einen  höchsten  Werth,  um  dann  allmählich  auszuklingen.  Ftlr 
einen  70  mm  langen  und  .30  mm  dicken  Gipscyllnder  ei^ben  mikro- 
metrische Messungen,  die  40  Minuten  nach  dem  Gusse  begannen, 
u.  a.  folgende  Verlttngerongen  in  Theilstrichen  k  0,0182mm:  in  den 
ersten  10  Minnton  6  Theilstriche,  in  den  folgenden  1|-  Stunden  3 
Striche,  in  den  weilcren  i  Stunden  2  Striche,  in  (ien  folgenden  42 
Stunden  1  Strich.  Nach  dieser  Zeil  wurde  auch  durch  Austrocknen 
und  Wiederbefeuchten  eine  merkliche  Dimensionsanderung  nicht  her- 
vorgerufen. 

In  Uebereinslinfimung  mit  Obigem  war  in  Gip^(Qssen.  wie  sie  in 
Fig.  3  und  4  abgebildet  sind,  nach  1 2  Stunden  stets  jede  Volum- 
Snderung  beendigt.  Zuvor  aber  wirkt  die  sich  ausdehnende  Gips- 
meissc  rompriniirend  auf  die  Fedn  und  man  muss  sich  wohl  bUten, 
diesen  Krfolg  einer  activen  ThiUigkeit  der  eingeschlossenen  Pflanze 
zuzuschreiben.  Für  die  Ermittlung  der  endlichen  Druckenlwickhmg 
der  Pflanzen,  die  erst  nach  einigen  Tagen  erreicht  wird,  ist  diese 
Action  des  Gipses  ohne  HedeuUing,  wahrend  sie  bei  der  Ermittlung 
der  Druckentwickliing  in  der  ersten  Zeit  nach  dem  Bingipsen  aller- 
dings störend  eingreift. 

Diese  Dimensionsänderung  des  erstarrenden  Gipses  ist  natürlich 


sollen  diese  Wcrttie  dio  absolute  Schwinlniog  aogebeo,  d.  h.  die  AttweicbungsD 
vom  Mittel  hetruKen  0.9  und  0,7!i"  C. 

4}  /.u  li^chplaUeu  [auch  aU  Gewäclii^bausplaltea}  verwende  ich  luit  Vorllieil 
XyiolittipiBtteii  (voa  O.  Srnmc  &  Co.  io  Botochappel  bei  Dresden).  Die  PlaUen 
werfen  rieb  irfcht  wie  Holz,  ohne  so  hart  und  luU  zu  sein  wit*  Schiefer. 

i)  l'elii  r  die  WUrmetönung  in  diesem  Voi^nge  vgl.  OSTWALO,  Lehrbuch  d. 
allgem.  Chemie  II.  Aufl.  1893,  Bd.  II,  p.  270. 
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auch  gegen  BiDneorttnme,  also  auch  gegeo  umschlossene  Pflanzen- 
theile  gerichlet  Indess  ist  die  so  angestrebte  Verengerung  des  Kanals 
so  gering,  dass  dadurch  hOcbsteos  eine  etwas  bessere  Anscbmiegung 
der  Gipsmasse,  aber  keine  Schld^ung  der  Pflanzentheile  erzielt  wird. 

Thatsöchlich  lassen  sich  auch  dio  sogleich  nach  den  Erstarren  aus 
dem  (jips  heiausgeuoüJiueneii  IMlanzcntheile  wieder  vollslUndig  m  ihre 
Gipsform  einlegen. 

D.   Druikuiessuug  mittelst  eines  Kautschuckschlanches. 

In  dieser  Methode  wird  die  Gegenwirkung  durch  die  elastische 
Spannung  eines  Kautscbuckschlauches  geliefert,  der  also  den  nach 

Verlängerung  strebenden  Orga- 


nen in  analoger  Weise  entgegen- 
wirkt, wie  eine  umhüllende  nega- 
tiv gespannte  Gewebemasse. 

Wie  aus  der  Figur  6  zu  er- 
sehen ist,  sind  die  beiden  Glas- 
stttckchen  a  und  b  durch  das 
KautschuckrOhrchen  c  verbunden. 
In  dieses  unten  geschlossene 
System  ist  die  Wurzel  eingeführt 
und  dann  der  Zwischenraum 
sorgryllig  mit  sehr  feinem  Sand 
voUslÜndig    ausgeftllli  worden. 


Darauf  wurde  der  oljcre  llicd 
Flg.  «.   Nalttri.  GrOM«.  ,       ^  .    ,  , 

des  Apparates  und  die  itbrige 

Wurzel  diirrli  den  Gi[)Sguss  g  umlulllt.  In  diesem  ist  zugleich  das 
Hührchen  ä  eingeschlossen,  dessen  Nadelspitze  e  der  Spitze  des 
Glasrührchens  a  (oder  der  an  dieser  befestigten  Nadel)  gegenüber 
steht.  Das  Ganze  wird  dann  in  einen  Blumentopf  mit  durchbroche- 
nem Boden  gebracht  und  mit  feuchten  SSgespSnen  umhiillt  Dir 
Distanz  von  a  und  e  wird  mikromelrisch  gemessen  und  schliesslich 
wird  nach  Herausnahme  der  Wurzel  durch  angehitngte  Gewichte 
die  Kraft  bestimmt,  welche  ftlr  gleiche  Dehnung  des  Kautschucks 
nötbig  ist 

Einige  in  dieser  Weise  ausgeführte  Versuche  eigaben  gleiche 
Resultate  wie  die  beschriebenen  Federmessungen.   Diese  bieten  aber 
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gegenüber  der  Kauttchttckmethode  so  viele  Vorlbeile,  dass  ich  letetere 
foUen  Hess  und  nicht  bestrebt  war,  die  Technik  derselben  weiter 
anszubiiden.  Uebelstmide  ergaben  sich  a.  a.  daraus,  dass  die  Spitse 
a  leicht  seitlich  ausbiegt,  dass  der  Kaatschuck  elastische  Nachwirkung 
besitzt,  dass  der  Sand  keine  ganz  unverrOckbare  Widerlage  bildet, 
dass  nicht  eine  einzelne  Querscheibe,  sondern  ein  längeres  Wnrzel- 
stttck  den  wirksamen  Druck  erzeugt.  Auch  sind  die  so  umschlossenen 
Wurzeln  hinsichtlich  der  Versorgung  mit  SauerslofT  eher  ungünstiger 
situirt  als  im  Gipsverband. 


Die  obigen  Melhoden  gestatten  naUirlich  eine  Anpassung  an 
besondere  Fslle  und  Ziele,  wie  u.  a.  fernerhin  bei  Gelegenhttt  der 
Behandhing  der  geotropisdien  Krtlmmungskraft  der  Grasknoten  in 
einem  concreten  Falle  sich  ergeben  wird.  Auch  sind  natoriich  in 
Obigem  die  Mittel  für  Energiemessungen  nicht  erschöpft,  doch  ver* 
ziehte  ich  darauf  auf  anderweitige,  theilweise  sogar  versuchsweise 
angewandte  Methoden  hinzuweisen. 

Eine  Enei^eliestimmung  ist  auch  möglich,  indem  man  die  Pflan- 
zen nicht  gegen  einen  zunehmenden,  sondern  gegen  einen  Constanten 
Widerstand  wirken  lüsst,  d.  h.  in  dieser  Weise  die  noch  Oberwind- 
bare  und  die  nicht  m^r  ttberwindbare  Last  ermittdt.  Nach  diesem 
Mncip  hat,  Avilich  zunächst  in  anderer  Absicht,  Kbamb')  gearbeitet, 
der  ein  Gewicht  durch  das  Dickenwachslhum  der  BSume  heben  liess, 
und  auch  Clabe^s^  Kraflmessungen  basiren  auf  diesem  Princip.  Ist 
die  Ermittlung  der  maximalen  Druckleistung  auf  diesem  W^  auch 
etwas  umstSndlicb,  so  kann  die  Methode  doch  in  geg^ienen  FttUen 
den  Vortheil  gewähren,  dass  der  wirksame  Druck  nicht  von  Volum- 
sdiwankungen  des  Pllanzenkttrpa«  abhangt,  die  den  von  einer  ge- 
spannten Feder  ausgehenden  Druck  ansdinlich  modi6ciren  können. 

An  die  Ueberwflltignng  eines  oonslanten  Widerstandes  knupreo 
sich  aber  auch  interessante  Fragen  Ober  die  regulatorische  Arbeits- 
thatigkeit  wachsender  Pflanzen,  welche,  wie  auch  die  angewandte 
Methode,  späterhin  behandelt  werden  sollen  (Kap.  VI). 


I]  Wachstinini  d.  VcnlickungRiiige  U.  d.  jingsD  Ilolzxelleo  1884,  p.  13. 
I]  Flara  1876,  p.  555. 
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III.  Die  Drackleistangen  der  Wurzeln. 
A.  AllgemeiiieB  Uber  die  Dracldeistiuigen  und  die  IhraekhOhen. 

In  erster  Linie  sollen  die  Leistungen  der  Wurzeln  behandelt 
werden,  welche  in  der  Tlial  vortrelT'liche  Versiichsobjecte  sind.  Denn 
abgesehen  davon,  dass  sie  dos  Lichlcs  nicht  bedürfen,  haben  sie 
diü(  !i  ihre  Lebensweise  normalerweise  vielfach  mit  Widerst.'Jnden  zu 
künj])ren  und  liekannilich  werden  beim  Wachsen  durch  ziihcn  Boden 
oder  beim  Absprengen  von  FelssUicken  ansehnliche  Leistnni^cn  voll- 
bracht. L)a  aber  die  biegsamen  und  plastischen  Wurzeln  ieu  hl  aus- 
biegeo,  also  schon  aus  mechanischen  Gründen  Widerstände  um- 
geben« kommt  es  zu  höheren  Druckwirkungen  g^en  eine  W^ider- 
läge  nur  dann,  wenn  dieses  Ausbiegen  unmöglich  gemacht  ist.  Dieses 
ist  aber  in  uQBerem  Gipsverband  hergestellt  und  in  diesem  bringt 
es  deshalb  die  Wurzel  zu  der  höchstmöglichen  Aussenleistung,  die 
bei  einem  (Hlher  ttberwindbaren  Widerstand  nicht  erreicht  wird. 

Speciell  diesen  maximalen  Druckleistungen  ist  dieses  Kapitel 
gewidmet,  in  welchem  die  Wurzeln  in  ihrer  Beziehung  zu  der 
mechanischen  Wirkung  gegen  die  Widerlage  als  einheillicher  Kör- 
per behandelt  werden.  Die  causale  Anfhellung  dieser  Leistungen, 
femer  die  Arbeitsleistung  der  fortwachsenden  Wurzel,  sowie  tlber- 
haupt  das  weitere  Reactionsvermügen  gegen  Widerslinde  bldbt  den 
folgenden  Kapiteln  vorbehalten, 

ZunUchst  foliit  hi(!r  eine  Zusaninienstellimg  der  auf  Längs-  und 
Qucrdiuck  be/uglichen  Resultate,  also  ein  Auszup;  aus  den  Versuchen, 
welche  in  den  Belegen  am  Schlüsse  dieser  Arbeil  in  Abiheilung  I 
unter  gleichen  Nuumiern  aulgetuhrl  smd.  Slimmtliche  Experimente 
wurden  mit  der  Gipsmethode  ausgeluhrt,  ausgenommen  Versuch  Nr.  7, 
welch ei  das  Resultat  einer  Messung  mittelst  Kautschuckscbiauch 
wiedergibt. 

Tab.  I  bezieht  sich  auf  den  Lttngsdruck  der  namhaft  genaachten 
Wurzeln  und  zwar  wurde  von  Faha  immer  die  grosssamige  Form 
benutzt.  In  der  Verticaloolumne  e  ist  der  empirisch  ermittelte  Ge- 
sammtdruck  in  Grammen  verzeichnet,  welcher  in  der  unter  a  aiige> 
führten  Zeit  erreicht  wurde.  Durch  Division  der  activen  Flttche  (d) 
in  den  Gesammtdruck  («)  ergibt  sich  die  Golumne  die  pro 
i  qmm  wirksame  Druckkraft.    Unter  g  ist  die  DruckintenaUlt  in 
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Atmosphären  aufgeführt,  also  in  einem  Ausdruck,  der  ohne  Aogabe 
einer  Flacheoeinheit  unzweideutig  und  auch  vortbeilhafl  ist,  um 
z.  B.  die  gewöhnlich  in  Atmosphären  bemessene  Betriebsinlensitttl 
des  DampCdrurke.s  zum  Vergleich  Iieranzuzichen. 

Unter  b  ist  die  Entfernung  des  als  wirksam  betrachteten  Quer- 
scbnitla  von  der  WurzeKspitze  ang^riilirt  Unter  e  steht  der  mittlere 
Durchmesser  dieser  Zone,  deren  Flächeninhalt  unter  d  verzeichnet  ist. 
Letzterer  wurde  durch  vergrösserles  Abzeichnen  des  Querschnitts 
und  Wiegen  des  Papierausschnitts  ermittelt  und  zur  Controle  ausser- 
dem aus  dem  gefundenen  Diometer  horochnet. 

In  den  auf  Faha  bezüglichen  Versuchen  I  — 5  ist  als  wirksamer 
Querschnitt  diegenige  Zone  genommen,  in  welcher  die  beiden  Stucke 
des  Gipsgusses  zu^ammensticssen,  resp.in  welcher  ein  kleiner  Spalt  durch 
das  Fortschieben  des  Gipsdeckels  gegen  die  Messfeder  entstanden  war 
(also  in  Fig.  3  p.  251  die  Contartfliw  lie  zwischen  6  und  a).  In  4—4 
batte  der  Spitzentheii  der  Wurzel  die  normale  conische  Form,  wäh- 
rend in  Versuch  5  dieser  Spitzentheil  durch  Ausfullen  einer  in  den 
Gipsdeckel  ausgebolirlen  Form  cylindrische  Gostall  gewonnen  hatte. 

In  Versuch  6  bezielil  sich  die  Hori/onlalreilie  A  auf  die  Dimen- 
sionen der  direct  auf  die  Messfeder  wirkenden  und  gegen  die  Glas- 
platte abgeflachten  Wurzelspitze,  während  den  Druckberechnungen 
in  der  Horizontalreihe  //  diejenigen  Maasse  zu  Grunde  liegen,  welche 
4,8  mm  rückwärts  von  der  Spitze  an  der  Stelle  gefunden  wurden, 
an  welcher  der  durch  IJmgipsung  lixirte  Gipsdeckel  ansetzte  (vgl. 
p.  248),  eine  Stelle  an  welcher  die  Wurzel  etwas  Spielraum  ftlr  eine 
geringe  kropfige  Anschwellung  gefunden  hatte. 

In  Versuch  7,  dem  Versuche  mit  Kaulschuckschlauch,  basirt  die 
Horizontalreihe  A  auf  dem  kleinsten,  die  Heihe  It  auf  dem  grösslen 
Quer.><rlii)itL  welchen  die  Wurzel  innerhalb  der  Kautschuckhuile  be- 
sass  (vgl.  Fig.  ü  p.  2(iO). 

In  (Ion  Versuchen  8—11  mit  Mais  und  Vieia  saliva  liath;  sich 
in  die  Spaltllaclie  des  Gipsverbandes  hinein  eine  riieikliche  allseitige, 
kropfige  Erweiterung  gebildet.  Der  dieser  entsprechende  truKsie 
Durchmesser  liegt  den  l)e/tif^hcli(?n  Horizontairciheii  //  zu  Gtuiuie, 
während  in  den  Heilien  A  die  (Jiieiscliniitsdimeiisionen  tles  unmittel- 
bar aostossenUeo,  in  Gips  beiindlichen  Wurzeltheils  benutzt  sind. 
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Laugsdruck  durch  Wurzeln. 


Nr. 


j  Versuchs-  liiilfprnanfl  Dnnh- 
dauer    j  vod  SpitM  | 
•       :       b       [  e 


I  d 
Faha  vulgaris. 


iGesamint-  <  Druck  pr. 
dmek    {    I  qmni 
e  f 


Druck  in 
AtaDO- 
sphirea 
8 


2 
3 
4 

5 


10 


IB 

/A 


Ii 


72 
36 
(92 

tso 

58 


94 

71 
34 

94 


C,2mm 

2,1  mm 

3,4  qinm 

257,5 

72.8 

7.04Atm. 

5  » 

2,2 

PI 

3,7  » 

294,3 

79,5 

7,70  . 

4  • 

2,0 

» 

3,2  • 

352.7 

• 

140,2 

10,67  • 

3,5  • 

«.8 

a 

2,6  . 

260,6 

• 

100,2 

: 

9,70  . 

4,2  » 

«,o 

» 

3,1  , 

272.0 

87.7 

S.49  » 

0 

1.2 

226,0 

K 

200,0 

» 

«y,36  - 

4,8  • 

1,6 

2,01  .. 

,226.0 

107,9 

» 

10,44 

«.* 

• 

3,46  - 

250 

n 

72,2 

•  1  6,98  • 

3,0 

• 

4,74  - 

|250 

• 

53,1 

■ 

5,16  • 

Zea  maa. 

3,0  mm 

1,2  mm  '  1,23qinm 

158 

g 

429,2 

42,5{AtaL 

3,2 

1.4 

R 

1,54  » 

'l58 

D 

102,6 

» 

9,03  . 

2,6  . 

\  -i 

Ii 

i,13  . 

291,1 

» 

257.7 

• 

24,94  • 

2,6  > 

1,» 

K 

2,52  * 

291,1 

» 

H5.5 

it 

11,18  • 

2,3  . 

1,4 

* 

4,54    »  1 

497,4 

II 

128,0 

* 

42,39  ■ 

2,3  » 

1,6 

* 

2,0  • 

407,4 

1 

V 

98,5 

> 

9,53  » 

2,2mm 
2,2  • 


0,6  mm 
0,8  » 


Vkia  sativa. 

0,34  qmm    42,6  g  1 137,7  g  43,33Atiii. 


0,5 


42,6  ■  I  85,3  a  I  8,26  • 


42    |4I7  n 


ÄeteuUu  kippoctutanum. 
3,2mm  ]  2,5mm  |  4,9  qmmj' 336,8  g  |  68,7  g  |  6,65Alin. 


In  Tal).  Ii  ist  der  (juerdru«  k  dtircli  W'ur/.cln  aufgefühii.  Sanunl- 
lieho  ViTsuclie  sind  im  Gipsverband  ;iii!,'<"s((^lll.  aiisfjiMioiiiiiieii  Nr.  iU, 
in  welchem  die  Wurzel  zwischen  t  parallelen,  ebenen  Tbooplatleo 
wirkte. 

Die  Verlifalieihen  </,  c.  /.  ij  liahon  dioselbe  Uedeulnnü:  wie  in 
Tab.  I.  In  der  (iuliunnc  </  ist  fUi  di-n  unter  dein  Gip.sdeckel  liegen- 
den W  ur/elllu'il  lalso  zusaininenfallend  mit  der  Spaltfläche  des  Gips- 
V(  rbandi  s  die  ^'rüssle  Utiche  tles  Medianschnilts  verzeichnet,  dessen 
Grösse  in  Qua<lratmillimetern  wieder  durch  Papierwagung  ermittelt 
wurde.    Üa  c  die  Lange  der  bezüglichen  Strecke  angibt,  so  erhält 
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man  als  Quotient  von  c  in  d  den  mittleren  Durchmesser  des  Me- 
dianschnitls.  Die  Bezeichnung  0 — 8  in  Yersach  13  sagt  also,  dass 
der  8  mm  lange  Spilnntheil  der  Wurzel  (wie  in  Fig.  4  p.  853]  gegen 
den  Gipsdecicel  wirkte,  wahrend  in  7 — 15,7  mm  (Versuch  17)  aus- 
gedruckt wird,  dass  der  Gipsdeckel  7  mm  entHsrnt  von  der  Wurzel- 
^itze  b^nn  und  sieh  bis  15,7  mm  erstreckte.  In  Columne 
h  ist  durch  »eingegipst«  angezeigt,  dass  der  Spitzentheil  der 
Wurzel  durch  den  Gipsverband  volle  Widerlage  fand,  wfthrend 
»frei IC  aussagt,  dass  sich  der  Spitzentheil  nngeh«nmt  weiter  ent* 
wickeln  konnte  (Versuch  18).  In  Versuch  20  konnte  zudem  die 
Wurzel  zwischen  den  Thonphitten  sich  seillich  ausdehnen  uud  wurde 
dieserhalb  bandförmig.  Sofern  »eingegipst«  in  b  emgetragen  ist, 
wirkte  entweder  die  Wuizelspitze  selbst  gegen  den  Gipsdeckel  (Ver- 
such 13, 14, 15, 16),  wie  in  Fig.  4,  oder  (Versuch  17, 19)  der  7, 
resp.  8  mm  lange  Spitzentheil  (siehe  Columne  e)  war  in  der  unbew^- 
lichen  Gipsmasse  fixirt,  es  wurde  also,  wie  schon  bemerkt,  die  Druck- 
leislung  einer  rttdcwllrts  von  der  Spitze  liegendeu  Strecke  gemessen. 
Hierbei  konnte  sich  also  die  Wurzel  nicht  verlängern,  wohl  aber 
in  Versuch  18  und  20,  und  in  Nr.  18  ist  demgemllss  mit  7,6  mm 
nur  die  Lttnge  der  fireien  Wurzdspitze  zu  Beginn  des  Versuchs  ver- 
zeichnet. 

In  Versuch  19  war  der  Gipsdeckel  so  weit  zurOckg^rttogt 
worden,  dass  sich  in  dem  Spalt  unter  dem  Gipsdeckel  Nebenwurzeln 
entwickeln  konnten.  Die  Summe  der  Hedianschnitte  dieser  und  des 
bezüglichen  Stückes  der  Hauptwurzel  liegt  den  Berechnungen  in  der 
Horizontalrcihe  B  zu  Grunde,  wahrend  für  die  Horizonlalreihe  A  die 
Annahme  gemacht  ist,  dass  nach  118 stundiger  Versuchsdauer  die 
Nebenwurzeln  noch  nicht  vorhanden  waren. 

Aus  den  Tabellen  I  und  II  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  die  Wurzeln 
befilhigt  sind,  bei  allseitiger  Widerlage  eine  Druckintensitat  bis  zu 
mehr  als  10  Atmosphären  zu  entwickeln,  dass  demgcmass  auch 
mit  der  Grosse  der  wirksamen  Flache  absolut  hohe  mechanische 
Aussenleistui^n  zu  Stande  kommen.  Wie  die  gemessenen  Drucke 
nach  der  Lüngs-  und  Querrichtung  lehren,  erzeugen  die  cingeschlüsse- 
nen  Wurzeln  einen  allseitigen  Druck,  welcher  Treih'ch  meh  den  hol- 
ten gemessenen  Componenten  sich  nicht  gleich  schnell  entwickeln 
und  auch  nicht  gloiclic  Höhe  erreichen  rouss. 
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Tabelle  II. 

Qoordruck  durch  Wurzeln. 
Paba  mdgaris. 


-- 

WiricMme  Zone 



Druck  in 

Nr. 

Vwraoehs- 

Wurzel- 

Unge 

Meüion-  ; 

liesaronil- 

Druck  |ir 

Atmo- 

danflr 

apllM 

und  Lage 

•cliniU 

dnick 

1  qmiii 

spUiw 

n 

b  1 

c 

d 

f 

r 

IM 

Hi7  SUl. 

cingcgi'iMl 

U— S     IIIIII  :i<.)  ( 

|iiini 

(•,;{,<  }. 

r.,H  Alm. 

MO  « 

» 

0-0,5  » 

lU  ü 

500  u 

47,6 

4, Gl  - 

168  > 

> 

0-«  » 

9,5 

.  599,6  t 

63,4  a 

6,41  a 

U4  » 

0^,8  » 

18,8 

i  548,0  a 

44,4  » 

4,30  > 

17 

<r>i  » 

« 

7-45,7  . 

897,3  « 

56,8  ^ 

5,50  . 

IS 

iM  » 

froi=:7.r, 

7,r,-l8,2  . 

17J 

689,«  . 

io,:j  » 

.{,«(0  • 

118  « 

«,ü— 2<,Ü  » 

äi,0 

877,0  . 

;{<i,:j  » 

340  • 

a 

8,0-84,0  • 

49,0 

•  1 

4544  » 

30,8  . 

8,98  a 

80 

840  » 

frei 

43,0 

.  „  959.8. 

88,3  a 

8,46  a 

Zea  mai'i. 

24 

1 1 8  Std.  eingegipst  0—4  4 ,8  mm\i  4 ,0  qnmi'749,3  g  |  68,4  g  1 6,59  Atn. 

Die    luu  Ii    aussen    i^ei  ichlolo   Druckwirkung  beginnt  sogleich, 
sobald  eine   wachsende  Wurzel   gegen  eine  Widerlage   stüsül.  Ist 
dann  ein  AusbiegcMi  nniuoglicli,  so  steigt  der  anfangs  scIiwaclK?  Druck 
zuerst  schnellei'.    s[>iilerliin  I;mi:samer,    um  sich  asynjptoliseh  dein 
tnaxiiiialen  Greii/.werlh  zu  lUiliern.    l'eber  diesen  zeitlichen  Verlauf 
v\ird  des  Näheren  in  Ka[>.  IV  geliandcli;  hier  sei  nur  erwUhnl.  das» 
tier  Ciang  des  Ansehwellens  nicht  nur  na(  Ii  ilusseien  \  erhidtnisscii, 
sondern  auch  specilisch  und  individuell  dillerenl  uuslüllt.    Im  Ailge- 
nieinen  geht  die  Druckentw n  Ivhmg  schneller  in  der  I.lingsrichlani;, 
als  in  der  Querriehtung  von  statten,  ja  bei  schnell  wachsenden  Wur- 
zeln kann  der  Lüngsdruck  unter  den  normalen  \  ersuchsbedingungcii 
in  U  —  '2  r;iL,'i'[i  dem  r.reuzwerth  schon  sehr  genithei  (  sein  i  vgl.  z.  U. 
\eisuch  .{  \n  l.ih  i  .  Ganz  vollsllindig  ist  dieser  Grenzwei  Iii  in  unseren 
Versuclnni  iin  lit  cireicht,  die  .somit  die  imigliche  Leistung  um  e(\va>, 
wenn  auch  zumeist  um  einen  geringen  Betiag,  zu  gt'ring  angelicii. 

Um  die  maximale  mechanische  Leistung  ausüben  zu  kümien, 
inuss  natürlich  du  i;cnügende  Widerlage  geboten,  also  ein  Zurück- 
weichen und  Ausweichen  ausgeschlossen  sein.  Zur  Et  iciclmng  dic.«;e.s 
Zieles  bedarf  us  aber  einer  ullseiligen  Einscbliessun^  der  Wur/el, 
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da  diese  andernfalls,  vermöge  ihrer  bekannton  hioixsinncn  und  plasti- 
schen Eigenschaft,  ausl)iegl  und  au-swciclif,  sobakl  ein  iiiiissigor  Dnirk 
iiergestelll  ist.  Deshalb  bringt  auch  eine  freie  VVur/elspilze  einen 
nur  geringen  Druck  gegen  eine  lM;itl(^  zu  Stande,  da  sie  bald  aus- 
biegl  und  Ittngs  der  Plalte  forlgleilend  das  Uinderniss  uiugehi.  Schon 
aus  diesen  mechanischen  Gründen  kommt  es  in  der  Wurzel  immer 
nur  nach  BedOrfhiss  zur  Entwicklung  höherer  Energie  g^en  die 
Aussenwell  und  die  höchste  LeistungsfUhigkeit  wird  nicht  angespannt, 
wenn  schon  bei  geringerem  Drucke  das  Hindemiss  beseitigt  odor 
durchbrochen  wird. 

Eine  solche  vollsländige  Widerlage,  die  weder  ein  Ausweichen, 
noch  ein  Herausschieben  gestattet,  ist  eben  mit  dem  Gipsverband 
in  unseren  Versuchen  beigestellt,  sofern  in  diesen  der  durch  Zu- 
rückweichen des  Deckels  entstehende  Spalt  eine  nur  geringfügige 
Weile  erreicht. 

Ist  irgendwo  der  Anschlus,«;  unvollsllindig.  so  wird  dief?e  Lücke 
diircii  entsprechendes  locales  Wachsen  aiisgefiillt ,  denn  die  Wur/el 
veiliiill  sich  in  dieser  Hinsicht  analog  wie  ein  wachsender  Kürbis, 
der,  wie  den  Chinesen')  seil  lange  bekannt  ist,  Flaschen  und  anilere 
Können  gUn/.lich  auszufüllen  vermag.  Diese  allseitige  Ausfüllung  wird 
dadurch  gesichert,  dass  die  Wurzel  (und  auch  andere  PUauzenlheile) 
nicht  allein  das  normal  angeslreble  Waclisen,  so  weit  es  mechanisch 
m^lich  ist,  ausführt,  sondern  dass  mit  der  mechanischen  Hemmung 
auch  correhitive  Wirkungen  eintreten,  als  deren  Erfolg  sich  in  der 
wachsenden  Region  die  Wachsthumslhatigkeit  in  einer  jeden  tiber- 
haupt  möglichen  Richtung  in  erhöhtem  Grade  geltend  macht.  Dieses 
documentirt  sich  sofort  darin,  dass  bei  Verwendung  einer  geeigneten 
Gipsform  der  Spitxentheil  der  Wurzel,  bei  Hemmung  des  Lttngen- 
wachsthums,  durch  Ausfüllung  der  Form  in  wenigen  Tagen  das  dopp(Mte 
derjenigen  Dicke  erreichen  kann,  welche  er  normalerweise  angenommen 
haben  wttrde.  Ein  evidentes  Beispiet  solcher  correlativen  Wachs- 
thumsbeschleunigung liefert  auch  der  Susserste  Spitzenlheil  der  Wur- 
zel, der  aus  seiner  langsamen  LUngenzunahnu;  in  ein  sehr  schnelles 
Wachsthum  übergeht,  wenn  in  der  übrigen  Wurzel  das  l.;ingen\v;i(  lis- 
Ihum  mechanisch  geheuunl  wird  (Kap.  VI).    Als  eine  weitere  Corrc- 

I)  HB  Camiullr,  Physiolog.  vvgülalc.  183),  Bd.  Iii,  p.  t3<(i. 
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lation  der  Waclislhuiiislieriimiing  ist  fcrnor  dio  boschleuniglc  Bildung 
von  SeilCMUvurzoln  zu  oruHhnon,  ^^allr('nll  zui;lri(  li  die  zu  [.lintrcn- 
waclisihutii  hctiiliigte  Slreckc  erheblich,  theilvvcise  bis  auf  die  halbe 
normale  Uinge  verkllr/t  wird.    (Vgl.  Kap.  VI.) 

Das  normale  und  correlalive  Wachsen  erzielt  also,  nalUrlicli 
in  gewissen  Grenzen,  ein  allseitiges  Anschmiegen  und  ein  Ausfullen 
der  Forin.  Wenn  dieses  auch  durch  die  in  der  Pflanze  regulalorisch 
thttlige  Wachslhumsthaiigkeil  erreicht  wird,  so  ist  der  eodiicbe  Erfolg 
doch  vergleichbar  dem  BinpresfieD  einer  plastischen  Masse  und  so 
mag  es  erlaubt  sein,  von  oplastischem  Wachsen«  zu  reden. 

Jedes  eingeleitete  Wachsthumsstreben  Übt  aber  beim  Auftreffen 
auf  einen  Widerstand  Druck  aus  und  so  wird  mit  dem  Wachsen 
auch  die  mechanische  Reaction  gegen  die  Widerhige  regulvt.  Denn 
ist  z.  B.  die  Aufhebung  des  Lungenwachsthums  Bedingung  daAlr,  dass 
eine  Gipsform  durch  das  correlaliv  gesteigerte  Dickenwachsthum  aus- 
gelullt  wird,  so  ist  also  an  die  gleiche  mechanische  Bedingung  auch 
da.s  Zustandekommen  des  Querdrucks  gekettet.  Dieser  muss  aber 
deshalb  nicht  auf  die  Inlensiläit  des  LUngsdruckes  steigen,  viehnelir 
kann  die  maximale  Di  uckleistung  nach  den  beiden  Uichtungen  sehr 
wohl  weilgehend  vetschieden  sein,  da  die  Ausgiebigkeit  der  Knergie- 
enlwickhing  nach  dieser  oder  jener  Richtung  von  der  Thütigkcil  der 
Pflanze  regulirt  wird.  Es  ist  deshalb  keine  allgemeine  iNothwendigkeit, 
dass  die  mechanische  llemmung  des  Lüngenwaciisthums  zur  Steigerung 
des  Querdrucks  fuhren  muss  oder  umgekehrt.  Specicll  in  den  Wur- 
zeln scheint  in  der  L;iTli:^^ichtung  eine  etwas  ansehnlichere  Druckinlen- 
sitat  als  in  der  Querrichiung  entwickelt  zu  werden. 

Die  endliche  Druckhöhe  ist  natttrlich  nicht  von  der  Schnelligkeit 
der  Druckentwicklung  abhttngig.  Uebrigens  geht  in  unseren  Wurzeln 
die  Entwicklung  des  Ulngsdruckes  etwas  schneller  von  statten  als 
die  des  Querdruckes. 

In  Folge  des  plastischen  Wachsens  vermag  sich  eine  Wurzel- 
spitze  durch  ein  ziemlich  enges  Loch  im  Gipsverband  durchzuarbeiten, 
um  dann  frei  fortzuwachsen  oder  sich  abzuflachen,  wenn  die  Wi- 
derlage solches  bedingt.  Aber  auch  die  snbapicalen  wachalhums- 
fUhigen  Partien  einer  Wurzel  wachsen  gegen  die  keinen  oder  einen 
unzureichenden  Widersland  bietcmlen  Orte  und  zwar  zunUchst  durch 
Wucherung  des  Kmdenparenchyms.     Demgemüss  muclil  sieh  auch 
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solches  Wachsen  in  den  Spalt  hinein  geltend,  weldien  ein  Gipsvorband 
nach  genügendem  Auseinanderweichen  der  Theile  bietet,  so  dass 
also  bei  Messungen  des  Lüngsdroekes  eine  ringförmige  Krause,  bei 
Messungen  des  Querdnidces  an  den  beiden  opponirten  Spaltlinten  zwei 
ßttgelfönnige  Wucherungen  gdtildet  werden. 

Dieses  Auswachsen,  das  natürlich  mit  der  Zeit  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  zunimmt,  l^ilt  mit  der  genUgendco  Eioengui^  des 
Spaltes  sehr  gering  aus.  In  dem  Versuch  4  der  Tabelle  1  (p.  264) 
halten  sich  die  beiden  Gipsstucke  am  Schlüsse  des  Versuches  um 
0,07  mm  von  einander  entfernt  und  wtthraid  dieser  Slägigen  Ver- 
suchsdauer hatte  die  Wurzel  von  Faha  gegen  dtMi  Spall  bin  nur  um 
0,05  mm  an  Durdmiesscr  gewonnen,  so  dass  eine  Anschwellung  an 
dieser  Stolle  kaum  merklich  war.  Dagegen  war  solche  Anschwellung 
in  dem  unter  Nr.  1  verzeichneten  dreitägigen  Versuche  .sehr  merk- 
lich. In  welchem  sich  der  Spalt  auf  0,5  mm  erweitert  und  der  Durch- 
messer in  der  Krause  um  0,2  mm  zugenommen  hatte.  Die  nur 
36slUndige  Dauer  des  Versuchs  Nr.  3  brachte  es  wieder  mit  sich, 
dass  diese  Erweiterung  des  Durchmessers  der  Wur/.<<1  von  Falia 
gegen  den  Spall  hin  nur  0,05  mm  betrug,  obgleich  dieser  Spalt 
schliesslich  auf  0,55  mm  erweitert  war. 

In  noch  hühorern  Grade  ist  die  Wurzel  von  Zea  maTs  zur  Pro- 
duction  einer  solchen  Spaltwucherung  geneigt.  Die  Grüsso  dieser 
Krausenbildung  ist  aus  den  Versuchen  8,  9  und  10  in  Tab.  1  (p.264) 
zu  ersehen.  In  der  Horizonlalrcihe  D  sind  jedesmal  der  mittlere 
Durchmesser  (in  der  Verticalreihe  c)  und  die  Quersehnitlsflache  der 
Krause  (Columne  (i),  in  der  Horizontalreihe  A  aber  sind  die  entsprechen- 
den Maasse  fUr  die  acropet<il  anschliessende,  im  Gips  steckende  und 
also  nicht  erweiterte  Wurzel|)arlie  verzeichnet.  Diese  Differenz  des 
Durchmessers  betrttgt  in  Versuch  8,  Irol/  der  s^eringen  Spaltwcilo 
von  0,06  mm,  nach  i  Tagen  0,2  iniu.  in  dem  dreitiigigeu  Versuche  9 
steigt  der  Unterschied  bei  einer  Spaltweite  von  0,3  mm  auf  0,6  mm, 
wShrend  er  in  dem  3 i  stundigen  Versuch  10  nur  0,2  mm  betrügt, 
obgleich  der  Spalt  auf  0,4  mm  ausemandeigewichen  war. 

Zu  analogen  Krl'ahrungen  in  Bezug  auf  das  Zurücktreten  des 
Auswachsens  mit  der  Verkleinerung  des  Spaltes  rülirlon  auch  die 
auf  die  Bestimmung  des  Querdruckes  zielenden  Experimente.  In 
diesen  war  Übrigens  das  Klaffen  der  Gipsstucke  immer  nur  gering- 
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fUgig,  mit  Ausnahme  von  Versuch  19  (Tab.  II,  p.  2<i6;,  in  welchem 
die  Krwi  iU  ruiJi,'  des  Sjialtes  auf  0,4  mm  sogar  das  Auswachsen  von 
Nebcnwur/cln  in  den  S|)altrcnini  zur  Folijc  halle. 

Kino  liiunlichslc  Kintuii^uni;  dieser  Dolünnation  lic.^l  aher  im 
hiicrcssc  unserer  Druckversuche.  Denn  nnt  der  Hildiinu'  solclu'r 
Auswüchse  wird  der  wirksame  Querschnitt  erweitert  und  l)ei  weit- 
gehendem Einchingcn  in  den  Späh  könnte  unter  llmslUndeu  eine  zu 
beaclitende  Keilwirkung  zu  Stande  kommen.  Ihnrachten  wir  aber 
den  durch  die  Anscbwellung  gelegten  grössten  Querschnitt  als  die 
wirksanu^  FIrtchengrösso,  so  wird  die  darauf  hasirte  Berechnung  der 
in  der  Flächeneinheit  wirksamen  Eneiigie  jedenfalls  keine  zu  hohen 
Werthe  liefern.  In  dieser  Weise  aber  Ist  die  Inlensitat  der  Aussen- 
leistung  für  Lttngs-  und  Qaerdnick  berechnet  worden,  die  nachstehend 
noch  des  weiteren  fllr  sich  besprochen  werden  sollen. 

Die  Eneigie  einzelner  Zellelemente  muss  aber  jedenfalls  hoher 
als  der  so  gefundene  Sfitfelwerth  des  als  homogen  behandelten 
Qtterschnitls  ausfallen.  Denn  einmal  wird,  wie  wir  sehen  werden, 
der  Druck  durch  osmotische  Energie  erzeugt,  geht  also  nur  vom  Zell- 
innem  aus,  wfthrend  die  von  ZelUvand  und  Intercellularen  einge- 
nommene Flüche  inactiv  ist.  Ferner  durften  ungleichwcrlliige  Zellen 
auch  w(jlil  in  der  Druckentwickhnm  liiiiiliL;  un;.^kMch  sein  uiul  die 
(legcuwarl  [»assiver  Elemente  veriuindert  nicht  nur  die  real  wirk- 
same FlHche,  son(U'rn  kann  auch  duicli  ihre  degenwirkimg.  also  hei 
Eintritt  negativer  SpannnnL'.  (he  nacii  aussen  zur  Gellung  koaiuiendc 
Energie  um  einen  enlspreciienden  Betrag  horahdrUcken. 

An  dieser  Stelle  gehen  wir  indess  noch  nicht  ein  auf  die  Energie' 
quellen  und  die  wirksamen  Elemente,  betrachten  vielmehr,  wie  es 
ja  auch  fUr  die  Ausseneffecte  erlaubt  ist,  die  Wurzel  als  ein  Ganzes, 
das  gegen  äussere  Widerstände  nach  Maassgabe  der  treibenden 
Gesammtenergie  und  der  Gestalt,  resp.  der  Angriifsweise,  ent- 
sprechende mechanische  Effecte  erzielt. 

B.  lAngsdraek. 

Wie  durch  einen  dttnnen  und  biegsamen  Bleidraht  nur  eine 
geringe  Pression  au^ettbt  werden  kann,  bewirkt  auch  die  auf  eine 
Platte  auftreffendo  freie  Wurzel  nur  einen  geringen  Druck,  da  sie 
vcrmö|^o  ihrer  biegsamen  und  plastischen  Eigenschuften  sich  seitlich 
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krümmt  und,  indem  sie  fortwUchst,  Uber  die  Platte  in  der  von  Sachs') 
und  von  Detlef.se>-)  gescliiltlerten  Weise  fortgleitet. 

Um  eine  Vorstellung  Uber  diese  Druekwirkung  zu  gewinnen, 
wurde  die  durch  die  Figur  3  (|».25r  repriisemlirte  Zusammenstellung 
benutzt,  jedoch  wurde  der  (Jipsth  <  kd  b  weggelassen,  so  dass  also  der 
Spitzentheil  der  Wurzel  frei  war.  l  crncr  wurde  die  Glasplatte  c  dureh 
ciae  Gipsplatte  ersetzt.  Bei  der  Zusannuenstellung  wurde  dafür 
gesorgt,  dass  der  in  sehr  feu<  lit(>r  Luft  befindliche  freie  WurzcHbeil 
nach  sehr  geringem  Zuwachs  auf  die  Gipsplalte  traf,  und  um  den 
Druck  genügend  genau  zu  messen,  kam  eine  sehr  schwache  Feder 
(/}  zur  Verwendung.  Die  beiden  in  dieser  Weise  mil  Vicia  faba 
auifgeführten  Versuche  sind  in  den  Belegen  unter  Nr.  milgetheilt 
und  zwar  war  im  Experimente  A  der  freie  Spitzentheil  6  mm,  in  dem 
Experimente  B  23  mm  lang. 

In  beiden  Fallen  steigt  der  von  der  senkrecht  auftreffenden 
Wurzel  ausgeübte  Druck  bis  auf  einen  gewissen  Maximalwerth,  um 
dann  mit  dem  Beginn  des  Ausbiegens  zu  sinken.  In  A  wurde  das 
Maximum  nach  Stunden  mit  13  g,  in  B  nach  1  Stunde  40  Min. 
mit  10,5  g  Druck  erreicht.  Nunmehr  ging  mit  Beginn  der  spitz- 
winkeligen Stellung  der  Wurzel  der  Druck  im  Verlaufe  von  3]  bis 
5  Stunden  auf  1,5  bis  g  zurück  und  erhielt  sich  annähernd  auf 
dieser  Höhe,  wahrend  die  fori  wachsende  Wurzel  über  die  Platte, 
unter  Beibehaltung  der  spitzwinkeligen  AngrilTsrichtung,  forlgliJt. 
Es  würde  also  überhaupt  nur  zu  einem  Diuckc  von  etwa  2  g  ge- 
kommen sein,  wenn  man  die  Wurzel  von  Anfang  au  in  einem  solchen 
spitzen  Winkel  gegen  die  Gipsplatte  gelenkt  hutle.  Dagegen  muss 
die  Druckleistung  mit  Verkürzung  des  freien  Wurzeltheils  steigen, 
da  ja  bei  minimaler  Lange  der  freien  Spitze  die  maximale  mecha> 
niscbe  Anssenleistung  zu  Stande  kommt 

In  Einklang  mit  diesen  Resultaten  stehen  die  Versuche,  welche 
seit  JoBHsoN  (4830)  angestellt  wurden,  um  die  Activiiat  der  geotro- 
pisch  abwOrts  strebenden  Wurzel  zu  erweisen.  So  fend  Sacbs*), 
dass  die  Wurzel  von  Faba  durdi  ihre  geotropische  KrUmmungskrafl 


<)  Arbeiten  d.  hot.  Instituts  in  Würzburg  1873,  Bd.  I,  p.  448. 

2)  DktI-KKSKN,  ebriid  i   IK82,   Rd.  II,  p.  633. 

3)  Vgl.  PvEFFER,  l'tiyäiolugie  Üd.  II,  p.  3S0. 


Dlgltized  by  Google 


272 


W.  Pfeffer, 


[40 


eiD  Gewicht  von  4  g  za  heben  vermochte  und  bei  senkrechtem 
AuOreflen  der  Wurzel  derselben  Pflanze  kam  In  Versuchen  Wmm's^ 
ein  Druck  bis  zu  1|4  g  zu  Stande. 

Da  auch  beim  Wachsen  in  plustischcm  Thon  die  auf  eine  resle 
Widuiiagc  trefTenden  Wurzeln  immerhin  noch  leicht  ausbiegen,  so 
ist  es  vursiäudlicli,  dass  N.  J.  C.  Müllbk^  in  derartigen  Versuchen 
(  ine  Hill  luii.'jsigt;  Di  uckonlvvickluni;  heobuchUile.  Üiosor  Hess  80  Mais- 
koiiier  in  plastischen  Thon  ciugcbctlcl  zwischen  zwei  Ghis[)lalten  keimen 
und  heul)achlete,  dass  die  Keiinhnj^e  (he  obere  Ghisplalle  noch 
entgegen  einer  Belaslung  von  375  g,  niciil  aber  von  500  g  zu 
heben  vermochten.  Dcingemiiss  belriigl  iVv  Leistung  einer  einzelnen 
Wurzel  weniger  als  0,25  g,  also  nur  einen  geringen  Bruchlheil  des 
facullativen  Maximakiruckes,  der  in  unseren  Versuchen  mit  Msäs- 
wurzeln  (Tab.  1,  p.  264)  zwischen  Iö8  und  291  g  gefunden  wurde. 


Wahrend  in  unseren  Versuchen  der  g^n  die  Messfeder  ge- 
richtete Druck  genügend  genau  gemessen  wird,  erschweren  ▼erschie- 
dene  Verhältnisse  eine  exacte  Eimittlung  degenigen  Druckeneigie, 
welche  in  der  Fljtcheneinbeit  des  activen  Querschnitts  entwickelt 
wurde.  Allerdings  wenn  die  Garantie  vorläge,  dass  die  Wurzel 
überall  an  den  Gipsverband  unverrückbar  fixirt  war  und  dass 
Verschiebungen  innerhalb  der  Gewebe  ausgeschlossen  waren,  könnte 
nur  die  an  den  Spalt  des  Gipsverbandes  slossende  Querzonc  sich 
soweit  verUini;crn.  als  es  Spannung  der  entgegenwirkenden  Feder 
zuUisst  und  auf  die  Aclion  dieser  Zone  würde  soinil  der  bemessene 
absohitt'  Druck  zu  beziehen  sein. 

Diese  Voraussetzungen  trelTen  iiuloss  nicht  unbo(hngt  zu.  Viel- 
mehr wurde  schon  früher  (p.  247)  crwlihul,  dass  die  Gi[iskappe  leicht 
vom  Sj)itzenthoU  abgezogen  werden  kann,  dass  diese  also  innerhalb 
der  üipsform  zu  gleiten  vmmag.  Doshalb  kann  dieser  Spilzcnlhcil 
vorwärts  gestossen  werden,  wenn  die  rückwärts  anschliessenden 
Wurzelpartien  einen  entsprechenden  Druck  entwickeln  und  es  bleibt 
somit  zunflchst  fri^lich,  in  wie  weit  eine  Druckleistung  der  Spitze 


4)  Bewegungsvennögeii  d.  pnaiueii  <881,  p,  143. 

5)  Bot.  ZeilUDg  1871,  p.  130. 
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oder  einer  subapicalen  QiierBcheibc  auf  solchem  Forlslosson  oder  auf 
activer  Thatic^eit  in  den  liezUglieben  Zonen  beruht.  Ist  die  Zone 
aber  ganz  oder  tbeil weise  passiv »  so  OlUt  die  in  Besug  auf  diese 
Zone  berechnete  Druckintensitftt  zu  hoch  aus,  sobald  der  frag- 
liche Querschnitt  einen  geringeren  Fitcheninhalt  besitzt,  als  die- 
jenige Zone,  welche  comprimirend  und  vorwärts  stossend  wirkt. 
Eine  solche  Druckabertragung  in  der  gleichsam  wie  ein  elastischer 
Körper  sich  verhaltenden  Wurzel  veraiag  audi  die  conische  Form 
der  Wurzelspitse  nicht  zu  verhindern.  Doch  bteibl  unbekannt, 
welcher  Bruchtheil  der  comprimirend  wirkenden  Enei^ie  durch 
Reibungswiderstande  an  der  Gipshttllo  oder  durch  andere  Ursachen 
Bquilibrirt  wird. 

Jedenfalls  filllt  aber  die  Air  die  Flttchenetnhoit  berechneto  Eoorgie- 
entwicklung  nicht  zu  hoch  aus,  wenn  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
gelegte  Querschnittaflache  gleich  gross  oder  grosser  ist,  als  der 
Flächeninhalt  eines  jeden  Querschnitts,  der  activ  pressend  in  Betracht 
kommen  konnte. 

Dieses  ist  aber  bei  Faha  erreicht,  wenn,  wie  in  unseren  meisten 
Versuchen,  die  dem  Gipsspalt  entsprechende  Quensone  .4 — 5  mm  von 
der  Wnrzelspitze  entfernt  liegt  (vgl  Fig.  3  p.  2S1).  Dann  ist  die 
basipetal  anschliessende  Wurselpartie,  wie  directe  Versuche  lehrten, 
nach  1  bis  S  Tagen  derart  an  den  Gips  fixirt,  dass  die  in  Betracht 
kommenden  Druckkräfte  eine  Verschiebung  nicht  mehr  erzielen.  Zu- 
dem ist  nach  8  bis  3  Tagen  nur  ein  5 — 6  mm  langer  Spitzentheil 
der  Wurzel  wachsthumsftthig,  wahrend  doch  die  an  Wachsthumsfähig- 
keit  gekettete  Druckwirkung  nach  dieser  Zeit  noch  langsam  weiter 
steigt.  Femer  nimmt  die  Wurzel  3 — 4  mm  hinter  der  Spitze  so 
allmählich  an  Dicke  zu,  dass  eine  schon  geringfügige  Anschwellung 
nach  dem  Gipsq^t  hin  ausreicht,  um  eine  Querschnittsfläche  her<- 
znstellen,  wie  sie  die  Wurzel  erst  wieder  in  einer  6  oder  mehr  mm 
vom  Spalt  entfernten  Region  erreicht.  Dieses  triflt  ebenso  in  dem 
Versuch  5  (Tab.  I  p.  264)  zu,  in  welchem  durch  Herstellen  eines 
entsprechendes  Kannte  in  den  Gipsdeckel  die  ganze  Wurzelspitze  sich 
cylindrisch  geformt  hatte  und  ungefähr  gleichen  Durchmesser  wie 
die  Krause  besass,  deren  QuerschnittsQache  dieselbe  war,  wie  in 
einer  etwa  12  mm  weiter  rückwärts  liegenden  Zone. 

Die  Wurzel  von  Zea  maus  geht  noch  schneller  als  die  von  Faha 
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in  eint'  aiiiuiln'itul  cyliiKlriscIio  Form  Ul>er,  so  dnss  bei  joner 
die  QmMxhniUsnjiclu'  der  Krause  ansciinlieher  war,  als  die 
des  Querselinilts  ciacr  7  oder  au<;l)  ciaer  20  mm  vom  Gipsspall 
cnlfernlen  Zone. 

Nach  obigen  Erwii-imgen  war  es  geboten  den  (lipsspalt  nichi 
zu  nahe  an  die  Wurzelspiue,  aber  auch  nicht  so  entfernt  zu  legen, 
dass  er  in  eine  in  Dauergewebc  Uber^hende  Strecke  tiei.  In 
unseren  nach  diesen  Gesichtspunkten  geleiteten  Versuchen  bat  also  der 
Querschnitt  durch  die  Krause  einen  grosseren  FlttchoiinhaU  als  der 
Querschnitt  irgend  einer  anderen  Zone,  welche  für  die  g^essene 
Action  in  Betracht  kommen  könnte.  Folglich  liefert  die  auf  Grund 
dieses  Querschnitts  berechnete  Druckintensittit  jedenfalls  einen  Werth, 
der  als  Durdisehnitt  pro  Flächeneinheit  mindestens  erreicht  werden 
muss,  der  aber  sehr  wohl  in  bestimmten  Partion  des  als  homogen 
betrachteten  Querschnitts  und  ebenso  in  den  in  der  Gipskappe 
steckenden  Partien  des  Spitzentheils  der  Wurzel  erheblich  uber- 
schrillen werden  kann. 

Wenn  in  der  Tiiat  da.s  (.ewche  der  conisclien  Wurzelspilze  die  von 
ihm  ausgeliende  hnickinlensiUU  acliv  enl wickelt,  dann  muss  diese 
ansehnlicher  sein  als  ferner  von  der  Spitze.  Denn  in  Versuch  6A, 
in  wclclicin  die  durch  die  GipsliUlle  tretende  Wurzelspit/.e  von  Faha 
(liicct  gegen  den  Messapparat  wirkte  (vgl,  p.  247),  berechnet  sich 
die  Dl  in  1  intrnsiUit  zu  AlmosphUren,  wenn  wir  den  Druck  auf 

diu  (Jueischniitsflache  der  abgeflachten  Wurzelspilze  beziehen,  wäh- 
rend dieser  Druck  sich  nur  auf  10,4  Atmosphären  stellt,  wenn  die 
active  Flüche  des  4,8  mm  von  der  Spitze  entfernten  Querschnitts 
der  Wurzel  betrachtet  wird. 

Die  nackten  Yersnchsresultate  lassen  hier  nicht  erkennen,  ob 
die  Spitze  durch  die  subapicalen  dickeren  Wnrzeltheile  nur  passiv, 
wie  eine  Nagelspitze  durch  das  auf  den  Kopf  drückende  Gewicht 
gegen  die  Widerlage  getrieben  wird,  oder  ob  sie  die  gegen  diese 
letztere  ausgeübte  Druckenergie  activ  entwickelt.  Im  erstem  Falle 
müsste  das  passive  Gewebe  der  Wurzelspitze,  analog  wie  ein  elasti- 
scher Körper,  eine  entsprechende  Compression  erfahren,  während 
eine  solche  in  letzteren^  Falle  wegÜele,  indem  die  Wurzels|)itzo 
den  auf  >ie  druckenden  Geweben  mit  gleichem  acliven  Gegendruck 
entgegentritt. 
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Aus  anderweitigeii  Erfahrungen  und  Erwägungen  (vgl.  Kjip.  VI) 
geht  aber  in  der  Thal  hervor,  dass  in  den  verschiedenen  Qucr- 
achnittssonen  der  sich  verjungenden  Wurzelspitze  die  absolute 
Hdhe  des  entwickelten  Aussendnickes  nicht  genau,  aber  doch  an- 
Diibemd  dieselbe  ist,  dass  also  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene 
Aussenwirkung  mit  Abnahme  der  Querschnittsllflche  zunimmt.  Die 
nach  der  Spitze  zunehmende  Turgorkraft  der  Zellen  befähigt  diese 
in  der  Thal  zu  intensiverer  Anssenleistung,  welche  durch  Uebor- 
tragung  des  zuvor  die  Zellwand  spannenden  Turgordrucks  auf  die 
äussere  Wideriage  erzielt  wird.  Dass  aber  die  äussersto  Wurzel- 
spitze,  wenn  das  LAngenwachstbum  in  der  Qbrigen  Wurzel  mecha- 
nisch gehemmt  ist,  sehr  schnell  zu  wachsen  beginnt,  also  in  sehr 
eneiigisehe  Thfttij^eit  tritt,  wurde  schon  beilttufig  erwähnt  und  wird 
in  Kap.  VI  nSher  erOrtert  werden. 

Die  Constanz  des  Products  aus  Querschnittsfläche  und  Druck- 
intensitat  ist  natOrlich  nicht  mathematisch  genau  zu  nehmen.  Viel« 
mehr  erfahren  zweifellos  gelegentlich  oder  dauernd  einzelne  Gewob- 
zonen  eine  gewisse  passive  Ck)mpre8sioQ,  die  (in  zarten  Geweben) 
durch  Entspannung  der  Haut  zur  Wendung  eines  Theils  der  Turgor- 
kraft nach  aussen  und  so  zur  Herstellung  des  entsprechenden 
Gegendruckes  (tthrt.  Auch  sind  die  Zellen  desselben  Querschnitts 
sicher  nicht  immer  zu  gleicher  Bnergieentwicklung  befiihigt,  wirken 
also  nOtbigenftills  in  dem  eben  angedeuteten  Sinn  gegeneinander. 
Dazu  ermöglicht  das  plastische  Wachsen  der  Gewebe  und  Zellen 
nicht  nur  das  Ausfüllen  aller  Lücken,  sondern  auch  ein  Verschieben 
der  Elemente  gegeneinander,  nOth^jenfalls  also  auch  ein  wirkliches 
gleitendes  Wachslhum.  Aber  auch  schon  ein  geringes  HervorwOlben 
in  einer  activ  thtttigon  Querplatte  würde  genügen,  um  im  Inneren 
der  Gewebe,  tthnlich  wie  in  einer  plastischen  Masse,  eine  Druck- 
fortpflanzung selbst  dann  zu  vermitteln,  wenn  die  Epidermis  an  die 
sie  umgebende  Widerlage  unverrückbar  fixirt  ist.  Zugleich  gibt 
der  Hangel  von  GIdten  an  der  Gipsflüche  noch  keine  Garantie 
dafür,  dass  ein  Fortschreiten  activer  Oompressionsthütigkeit  im  Inneren 
vermieden  ist 

Indess  ist  jedes  Gleiten  im  Inneren,  wie  jede  active  Druckentwick- 
lung durch  wachsende  Organe,  an  Wacbsthum  gekettet  und  da  der  Quer- 
schnitt fisirter  und  nicht  mehr  wachsender  Wurzelstrecken  den  Quer- 
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scliiiill  ült  Kraiisu  am  SpaUe  des  (ii|tsvt'i itaiules  nicht  UberlriHt,  so 
liefert  die  uiit  Grund  du  srs  Qiicr.selmills  burechnele  uiiltlere  Druck- 
inlonsiliil  i^iclier  ki  iiieu  zu  liuhen,  vielloidil  aber  einen  zu  niederen 
Werth.  Letzteres  uiüssle  u.  a.  auch  der  Fall  sein,  wenn  eine  gleichgrosse 
im  Gips  sieekendu  Querschniltzonc  einen  höheren  Gesaminldruck  enl- 
wickcll,  der  (auch  wenn  plastisches  und  gleitendes  Wachsen  ausge^ 
dehnt  mithelfen  sollten)  der  unvermeidlichen  Reibungen  und  inneren 
Widerstande  halber,  doch  nicht  seinem  vollen  Betrage  nach  für 
das  Auseinandertreiben  dos  Gipsverbandes  wirksam  werden  könnte. 

Dagegen  kommt  in  der  mit  dem  Spalt  zusammenfallenden  Quer- 
zono  der  Wurzel  die  entwickelte  Eneiigie  ihrem  vollen  Betrage  nach 
zur  Wirkung  gegen  die  Messfeder.  Dazu  sichert  das  bis  zu  den 
m<)glichen  Grenzen  thatige  Wachsthum  die  Verlängerung  dieser  Zone, 
so  dass  dieserhalb  die  Erweitemng  des  Spaltes  oder  eine  Gom- 
pression  in  der  Wurzel  einen  Einfluss  auf  die  endlich  ontwickdie 
Druckenerijie  nicht  austiben. 

In  ErNvUgung  d(;r  jj;esaninifen  oliwallenden  Verhallnisse  lehren 
unsere  Ex|)eriiuenle  also  zweifellos,  dass  die  Wurzeln  gej^cn  eine 
vollslUndige  Widerlage  eine  hohe  DrueKinti  uMlat  zu  ciilw  iekriii  \er- 
nKigen.  D\c  maximalen  Druckleistungen  einzelner  Zellen  werden 
aber,  wie  gesagt,  durch  unsere  Miltelwerthe  nicht  angezeigt.  Die 
berechneteu  milUerea  Druckintensitülen  sind  ferner  zu  gering  au^ 
gefallen,  da  wir  llomogenitiu  des  wirksamen  Querschnitts  annehmco, 
obgleich  fur  die  osmotische  Energie  nur  das  Lumen  der  Zelle  ent« 
scheidend  ist.  Wenn  demgemttss  das  von  Zellwand  und  Inter- 
cellularrttumen  eingenommene  Areal  etwa  i-  der  Flache  ausmachte, 
mtlsste  dem  entsprechend  die  mittlere  Dnickinlensitat  erhöht  werden. 
In  Versach  i  (Tab.  I,  p.  9164)  wttrde  dann  z.  B.  die  active  Quer- 
schnittsQache  ungefilhr  2,7  qmm  messen  und  die  auf  1  qmm  be- 
zogene Druckintensitat  würde  von  72,8  g  auf  95,4  g  zu  erhöhen  sein. 

Da  aber  verschiedene,  z.  Th.  schon  angedeutete  Umstände  eben- 
falls Einfluss  auf  die  Bestimmung  der  realen  Druckintensitat  haben, 
so  unterlasse  ich  ein  Eingehen  auf  diese  und  andere  Correctionen, 
die  übrigens  slimndlich  zu  dem  Resultate  fuhren,  dass  die  mittlere 
DruckintensitUt  des  Querschnitls  oder  mindestens  einzelner  Elemente, 
höher  sein  iniiss.  als  die  von  uns  angefülirleu  Werthe.  Unter  solchen 
Ümslüudeu  uiuss  auch  dahin  j^eslcUt  bleibeu,  ob  die  zwischen  7  und 
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1  0,7  Atni.  befundenea  Leifitungen  der  Wurzeln  von  Faha  auf  indivi- 
duelle Differaozen  biDweisea  oder  ob  diese  Druckunterschiede  sich 
aus  anderen  Ursachen  ergeben.  Auch  will  ich  unentschieden  hissen, 
ob,  wie  CS  nach  den  V(M>ii(hon  scheint,  die  Wurzel  von  Mais  eine 
höhere,  die  von  Aesculus  eine  geringere  mittlere  Drackintensiläl  als 
die  von  Faba  entwickelt. 

Ein  gewisser  Fehler  ist  auch  iniiner  mit  der  EnniUlang  der 
Querschnittsllacho  vnrknüpn.  Da  ich  aber  stets  bestrebt  war,  die 
grOflSte  Fläche  des  Querschnitts  durch  dio  Krause  u.  >.  w.  anzuneh- 
men, so  ist  die  Garantie  geboten,  dass  dieserhalh  die  berechneten 
Druckintensitaien  eher  zu  gering,  als  zu  hoch  ausgefallen  sind.  Welch 
orhebliclien  Einlluss  die  Verschiebung  der  Dimension  der  wirksamen 
Flache  luit,  mögen  die  Versuche  8 — (0  mit  iMais  (lab.  1,  p.  204) 
veranschaulichen,  in  welchen  unter  II  der  grösste  Durchmesser  der 
Krause,  unter  A  der  anschliessenden  im  Gips  steckenden  Querzone 
verzeichnet  ist.  Die  Intensität  der  Druckonergie  würde  sich  also 
wesentlich  höher  stellen,  wenn,  wie  es  sogar  wahrscheinlich  ist, 
nicht  gerade  der  grösste  Durchmesser  der  etwas  in  den  Gipsspalt 
gewölbten  Krause  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Dass 
&ne  Keilwirkung  der  Krause  fUr  das  Resultat  nicht  in  Betracht  zu 
ziehen  ist,  mag  unerürtert  bleiben,  da  zu  gleichem  Resultat  auch 
diejenigen  Druckversuche  führten,  in  welchen  eine  Krausenbildung 
nicht  in  merklicher  Weise  vorlag. 

Diesen  Verhältnissen  gegenüber  kommen  die  aus  dem  Mess- 
apparat selbst  resullii enden  Fehler  kaum  in  Betraclit.  Denn  einem 
Ablesungsfehler  von  i  riieilslri(  Ii  des  Mikrometers  entspricht  in  den 
meisten  Versuchen  mit  Faba  ein  Druck  von  etwa  7  g,  also  eine 
(in'Ksse,  die  auf  don  Werth  der  berechneten  Druckintensitüt  nur  wenig 
Einfluss  hat. 

Der  mit  Hilfe  des  Kautschuckschlauchs  gefundene  geringere 
Druck  hei  Faha  kann  Iiier  iineinrtert  bleiben,  da  diese  Methode, 
wie  sclum  hi'iont  (p.  2(>0),  weniger  exact  ist  und  zudem  ganz  tVag- 
lich  lassl,  auf  welche  Zone  der  gefundene  Druck  zu  beziehen  ist. 
ThatsUchlich  fiel  der  absolute  Druck  so  hoch  ans  als  in  den  Gips- 
versiK^lien  und  dieses  würde  auch  für  tlio  Intensiliil  zutrelVen,  wenn 
der  iii:chnung  ein  der  Spitze  uüliorer  kleinerer  Querschnitt  zu  Grunde 
gelegt  worden  wUre. 
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Zweifellos  sind  verschiedake  Wonselo  zur  Ausobung  ungleich 
hoher  DrockintensUSt  befähigt.    Doch  ist  eine  gcnuue  vergleichende 

Messiini^,  nach  dem  schon  Gesagten,  keineswegs  ganz  leicht  und  lag 
auch  nichl  in  unserer  Absicht.  Die  Fjage  gewinnt  ilhcrhaiipl  erst 
ein  höheres  hitercssc.  wenn  sie  in  Rücksichl  auf  «lie  hioh)gischon 
Kif;tMiheilen  d(M-  NN'ur/ehi  (und  annhtg  anderer  IMlanzenliieile)  he- 
trachlül  wird,  denn  dir  l  eberwindung  oder  Linjgehung  von  Wider- 
standen kommen  neben  der  meclianisclien  iMnM  gie  auch  andere  Eigen- 
schaften in  Betracht.  hi  einer  solchen  Beleuchtung  wird  der 
Gegenstand  in  einem  spüleren  Ka|)itei  (Vlil)  eine  Ihcilweise  Erörterung 
finden,  hier  aber  dürften  einige  Bemerkungen  in  Bezog  auf  den 
Spilzendruck  am  Platze  sein. 

Falls  die  gefundenen  Werthe  (Tab.  I,  p.  264)  die  realen  Druck- 
verhttllnisse  widerspiegeln,  ist  die  dünnere  Wurzel  von  Mais  der 
dickeren  von  Faha  und  diese  der  noch  stärkeren  Wurzel  von  Aesculus 
in  der  Dnickinlensität  (nicht  in  dem  absoluten  Druck)  überlegen, 
wahrend  die  dünnste  der  untersuchten  Wurzeln,  die  von  Vicia  sativa, 
die  Druckintensitat  der  Maiswurzel  nicht  zu  Ubertreffen  scheint.  Auch 
ist  keineswegs  zu  erwarten,  dass  allgemein  die  absolute  Druckleislung 
langsamer  abnimml,  als  chM-  Ouei  ><  limli  mul  es  ist  wohl  möglich, 
dass  z.  B.  die  ihlune  W'uf/.el  \un  Lenina  ininur,  welche  normal  nicht 
gegen  nenncMiswerthe  Wider.sUinde  zu  arbeiten  hat,  nur  zu  relativ 
geringer  I)iu(. kiiitensitUl  ifeCUhigt  ist,  wie  dieses  auch  für  die  noch 
düuueren  Füdea  von  Spirogyra  zuzutrellcn  scheint  i'Kap.  X). 

Unter  Anderem  kann  auch  die  couische  Forin  der  VVurzelspitze 
für  die  Diiickwirkung  der  Spitze  Bedeutung  gewinnen,  da  die  Energie 
absolut  gesteigert  wird,  wenn  die  Gleitung  im  Gipsverband  es  zu- 
lüsst,  dass  der  in  einem  rückwärts  li^enden  grösseren  Querschnitt 
entwickelte  absolute  Druck  mehr  oder  weniger  auf  die  Spitze  über- 
tragen wird  (vgl.  übrigens  p.  275  über  die  anntthernde  Constanz 
des  Productes  aus  Druck  und  Querschnitt). 

Für  das  erfolgreiche  Ueberwinden  von  Widerstanden  sind  aber 
nicht  allein  Spilzendruck  und  die  angedeuteten,  sondern  noch  ander- 
weilige  Momente  mit  entscheidend.  Bs  mOge  hier  genügen  an  die 
spater  (Kap.  Ylli)  ztt  besprechende  spaltende  Wirkung,  durch  welche 
der  Spitze  die  Bahn  gebrochen  wird  und  femer  an  den  nach 
Form  des  Objcctes,   QualitUt  des   Mediums  u.  s.  w.  veifander- 
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liehen  ReibangswiderBtand  tu  erinneni.  Hinsichtlich  des  letzteren 
sind,  ceteris  paribos,  die  dünneren  Pflanzentheile  im  Nacbtheil, 
da  die  Flache  des  Querschnilts  und  mit  dieser  die  treibende  Enei^gio 
im  quadratischen,  der  Umfong  aber  und  mit  diesem  die  Reibung  im 
einfachen  Verhttltniss  sum  Radius  steht.  Dieserhalb  werden  bekannt- 
lich sehr  kleine  Partikel  in  der  Luft  leicht  schwebend  erhalten  und 
es  muss  speciellen  Untersuchungen  die  Entscheidung  überlassen  wer« 
den,  ob  etwa  bei  dünnen  Pilzfttdon  u.  s.  w.,  die  olTenbar  thciUvcise 
zur  UeberwinduDg  ansehnlicher  Widerstände  beOlhigl  siod,  der 
erwShnte  Nachtheil  durch  höhere  Energieentwicklung  oder  andere 
Einrichtungen  ausgeglichen  wird.  Neben  allen  auf  HerabdrUckung 
der  Rmbong  zielenden  Eigenschaften  fallen  auch  losende  Wirkungen 
ins  Gewicht,  die  bekanntlich  schon  die  Secrete  der  Wurzel  und  noch 
mehr  die  Secrete  deijentgen  Pilze  ausüben,  welche  sich  ihren  Weg 
durch  vegetabilische  und  animalische  Haute  bahnen. 

Nach  alledem  dürfte  die  biologisch  bedeutungsvolle  Leistungs- 
fähigkeit der  Pflanze  unter  Umstanden  besser  als  durch  Druckmessun- 
gen nach  dem  Verhalten  gegen  Medien  zu  beurlheilen  sein,  die  je 
nach  dem  Widerstande  ein  Durchbrechen  gestatten  oder  verwehren 
und  die  derart  gewählt  werden  können,  dass  chemisch  wirkende 
Secrete  bedeutungslos  sind.  Studien  solcher  Art  lagen  jedoch  zur 
Zeit  nicht  in  meiner  Absicht  und  ich  begnüge  mich  hier  mit  dem 
Hinweis  auf  einige  beilSuBge  Versuche,  denen  ich  indess  eine  ent» 
scheidende  Beweiskraft  nicht  beimesse. 

In  dem  Vordringen,  resp.  NichtVordringen  in  plastischem  Tfaone 
verschiedener  CSonststenz  scheint  die  dickere  Wurzel  von  Faha  den 
dünneren  Wurzeln  von  Vicia  sativa  und  Brassica  Napus  und  noch  mehr 
den  Faden  von  Spirogyra  Uberlegen  zu  sein.  Dem  entsprechen  auch 
Versuche  mit  Würfeln  aus  möglichst  homogener,  wasserdurchtrünkter 
Gelloidinmasse  (vgl.  p.246),  in  welche  zur  ersten  Aufnahme  der  Wurzeln 
kune  Canale  gebohrt  waren.  Leider  bat  dieses  durchsichtige  Gelloidin 
verschiedene  Nachtheile;  von  anderen  durchsichtigen  Medien  «nd  aber 
Gelatine  und  Agar  in  brauchbarer  Qualität  nicht  graügend  consistent, 
wenigstens  nicht  fUr  die  mechanische  Hemmung  des  Wachslhums 
von  Wurzeh. 

Für  gewisse  Zwecke  kann  wohl  auch  zur  Bcurtheilung  das  Ver- 
halten gegen  ungleich  starken  Stanniol  benutzt  werden  und  in  solchen 
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Versuchen  ist  ein  Ausbiegen  der  Wurzeln  u.  s.  w.  ausgeschlossen, 
wenn  man  diese  durch  einen  entsprechenden  Gipskanal  gegen  den 
abschliessenden  Stanniol  wirken  Ittsst.  Femer  lUsst  sich  dem  Gij)sgiiss 
eine  verschiedene  Consistenz  geben,  und  in  einem  sehr  wasserreichen 

Gipsguss  vcriDOgoii  sich  UiatsUchlich  Wurzeln  und  Wurzelhaare  mehr 
oder  weniger  laochanisch  cinzubuhren. 

G.  Qnerdrnek. 

Ucl)t  oine  Wurzel  all.spilig  iIcüscIIk  ii  Uadiuldnick  gegen  eine 
Widcrlat^o  aus,  so  wird  kUzlcre  in  derselben  Weise  \vi<^  durch  eiu<'n 
entsprechenden  Wasserdruck  in  Anspruch  genommen,  d.  h.  der  Ge- 
saminldruck  wüchsl  mit  der  FlUche  des  median  halbirenden  Liings- 
s(;hnilts,  entspricht  also  dem  Producl  aus  Durchmesser  und  Lünge 
des  umhüllenden  Verband(>s.  Mit  solcher  Energie  wirkt  demgemilss 
der  Deckel  des  Gipsverbandes  gegen  die  Messfeder  (Fig.  4  p.  %&d>) 
und  da  bekanntlich  die  Tangentialspannung  in  der  Httlle  im  umge- 
kehrten Yerhaltniss  zum  Durchmesser  steht,  so  muss  mit  der  Dicke 
der  Wurzel  der  Gipsverband  entsprechend  verstärkt  werden,  um  ge- 
nügende Widerstandskraft  zu  gewinnen.  Als  vergleichendes  Ifaass 
fOr  die  Druckintensitttt  dient'  uns  aber  naturgemSss  der  Quotient 
aus  der  gemessenen  absoluten  Energie  und  dem  Medianschnitl,  d.  h. 
der  von  i  qmm  des  letzteren  entwickelte  Druck. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  natürlich  wieder  nur  einen  MiHel- 
werlh  und  wenn  wahrscheinlich  ist,  dass  in  Richtung  diu  Uadicii 
eines  Querschnitts  abgesehen  von  entstehenden  Nebciuvurzcln)  an- 
nähernd irleiche  Energie  besteht,  so  snul  doch  DiHeronzen  in  ver- 
schieilenen  (jueischnitlen  nicht  nur  möglich,  sondern  sogar  wahr- 
.^cheiniich.  Dagegen  ist  es  lUi*  die  Druckintensilüt  ohne  Bedeutung, 
wenn  nur  die  peripheren  Gewebe  activ  sind,  sowie  ja  auch  derselbe 
Wasserdruck  gegen  die  Aussenwnnd  forlbestehl,  wenn  durch  Ein- 
schieljen eines  starken  (>ylinders  die  Was.serFnasse  auf  eine  Mantel- 
Schicht  rcducirl  wird.  Bedingung  ftlr  volle  Energieenlwicklung  ist 
natürlich,  dass  der  inactive  Inncncylinder  (wie  z.  B.  das  Holz  der 
Bttume)  eine  solide  Widerlage  biklet,  denn  bei  einem  Ausweichen 
kommt  allgemein  kern  hoher  Druck  zu  Stande.  Selbstverständlich 
wird  durch  unsere  Apparate  die  volle  Energie  der  activcn  Zellen 
nicht  goniesscn,  wenn  ein  Theil  dieser  Energie  (wie  z.  B.  durch  die 
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Rinde  der  Baume)  durch  negativ  gespannte  Gewcbemassen  Uquilibrirt 
wird,  gerndc  so  wie  unter  solchen  UiiislUnden  der  nach  aussen 
wirkende  Lüngsdruck  in  entsprechendem  Maasse  vermindert  wird. 
Aas  diesen  und  anderen  Gründen,  von  denen  nur  an  das  relativ 
langsamera  Dickenwachsthnm  erinnert  sein  mag,  wird  die  ErmiUlnng 
des  Querdruckes  im  Allgemeinen  ungenauer  ausfallen,  als  die  Be- 
stimmung des  Ungsdruckes. 

Betrachten  wir  nach  diesen  Vorbemerkungen  auf  Tab.  II  (p.  266) 
zunSchst  die  unter  Nr.  13 — 16  bezüglich  der  Wurzel  von  Faha  und 
unter  Nr.  21  bezaglich  der  Wurzel  von  Mais  zusammengestellten  Ver- 
suche, so  begegnen  wir  Druckintensitfllen  von  4,3  bis  0,6  Alinosphtt- 
tcn.  wührenü  für  den  Liingsdriick  dersdlicn  Wurzeln  7 — M,2 
Aliuosphiircn  gefunden  wurden.  Doch  iiiöclile  ich  hieraus  nichl 
folgern,  daiis  die  InlensilHI  des  Ijuerdruckcs  illxMluuipt  geringer 
ist.  Schon  das  verhültuissiuassig  langsamere  Anschwellen  des  letz- 
teren Uisst  es  zweifelhaft  erscheinen,  oh  nach  Gi  lagen  —  der 
längsten  Versurli>/eit  —  die  maxinjale  Druckhöhe  erreicht  war,  da 
es  unsicher  ial,  ob  in  dieser  Zeil  das  Beätreben  nach  secnndUrem 
Dickenwachsthnm  sich  mit  voller  Energie  geltend  machte.  Jeden- 
Talls  vermag  weiterhin  der  Gesaromtdnick  noch  zuzunehmen,  da 
Oders  Gipscylinder  2 — 3  Wochen  lang  den  Druck  der  allseitig  um> 
scblofisenen  Wurzel  aushielten,  um  dann  erst  Sprengung  zu  erfahren. 
Möglich  also,  dass  mit  der  Zeit  der  Qnerdruck  ansehnlicher  ausfilllt 
als  der  Longsdruck  und  vielleicht  sich  zu  gleicher  Intensitllt  erhebt 
wie  in  Baumstttmmen.  Uebrigens  wurde  für  Keimstengel  ein  be- 
stimmter Unterschied  zwischen  Lttngs-  und  Querdruck  nicht  gefun- 
den (Kap.  IX). 

Selbst  wenn  die  Druckintensitttt  die  in  unseren  Versuchen  ver- 
zeichneten Werthe  nicht  überschreitet,  fUllt  mit  Zunahme  der  wirk- 
samen Fhlche  der  Gesainmtdruck  recht  ansehnlich  ;ui>  Dieser  steigt 
in  Versuch  13  für  den  8  mm  laugen  Spilzenlhcii  lU  r  \\  luzel  auf 
1,83  kg  und  ein  10  cm  dickes  und  100  cm  lanu-es  Wur/.elslück 
würde  bei  einer  l)ruckinten^itc^t  von  G  Atmosphären  einen  Gesamuil- 
druck  von  rund  üOOO  kg  gegen  die  Widerlage  entwickeln. 

Es  ist  deshalb  nicht  auffällig,  dass  z.  B.  ein  Gipscylinder  nach 
Ii  Tagen  gesprengt  wurde,  als  in  dessen  Mitte  sich  die  40  rom 
lange  Keimwurzel  von  Vicia  faba  befand,  deren  Mcdianschnilt  90  qmni 
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hotnig.  Donn  Itei  einer  Intensitfll  von  60  g  pro  qium  kam  schon 
ein  Gesamnildruck  von  5,4  kg  zuwege,  der  nach  dem  Gesagten 
aber  wahrscheinlichst  allmählich  erheblich,  ja  vielleidit  bis  auf  das 
Doppelte  gesteigert  wurde.  In  diesem  Versuche  handelte  es  sich 
um  schon  recht  harten  Gips,  denn  ein  weicher  Gipsguss  wird  unter 
den  besagten  Verhältnissen  in  den  ersten  Tagen  gesprengt.  Uebrigens 
ist  zu  beachten,  dass  in  dem  Gipsverband  bald  Neben  wurzeln  er- 
scheinen, deren  gegen  die  Gipswand  wirkende  Spitze  in  dem  Ge> 
sammtdruck  mit  ins  Gewicht  AlUt. 

In  den  bisher  beracksichliglen  Versuchen  wirkte  der  5 — H,2  mm 
lange  S|)ilzenlheil  dei-  Wurzel  (vgl.  Veitical reihe  c  der  Tabelle  II) 
gogon  den  (üpsdcckol  und  den  Messapparal.  In  VitsikIi  17  war 
da^cgni  der  7  nun  laiiizc  S|)i(zenUH'il  cingcgipsl  und  die  Energie- 
enlwicklung  des  anscIilic-H  ndcn  8,7  nun  langen  Spllzcnlheiis  \vur<le 
gemessen.  Nach  dem  gewonnenen  Uesullale  ö.'i  Alm.  Druek) 
erreicht  in  der  benutzten  Ver.suehszeit  die  Druekinlensiliit  in  dem 
subapicalen  und  apicalen  Theile  (Ut  Wurzel  gleiche  Höhe.  Auf  den 
geringeren  Inlensltütswerlh  (3.5  Alm.)  in  Versuch  19A  ist  kein  Werth 
zu  legen,  da  in  diesem  Falle  der  Gipsdcckel  zu  ansehnlich  abgedrängt 
wurde  und  die  so  ermöglichte  Entstehung  von  Nebenwurzcin  weitere 
Complicationen  einführte. 

Wird  aber  ein  wachsthumsmhiger  Theil  der  Wurzel  nicht  ein- 
gegipst, so  ist  eine  gewisse  gegenseitige  Beinflussung  von  LUn^ 
und  Querdruck  möglich  und  für  bestimmte  Falle  nothwendtg.  So 
wurde  schon  besprochen  (p.  268),  dass  bei  mechanischer  Hemmung 
des  Langenwachsthums  der  Spitzentheil  der  Wurzel  ein  gefördertes 
Dickenwachsthum  erftihrt,  das  ihn  zum  Anschmiegen  und  zum  Wirken 
gegen  Formen  liringf.  deren  Diiiehmesser  andernfulls  dieser  Wurzcl- 
Iheil  nicht  cneirlit  haben  würde. 

Schon  diese  ]{r\viigiin|:;('n  und  die  noch  zu  li('S[)roclien(len  (Kap.VlIj, 
iheilweise  auch  .schon  angcdeut(^t(Mi  Hrfolge,  lassen  keinen  Zweifel, 
dass  es  sich  nicht  allein  um  rein  niechanische  Ell'ecle,  sondern  auch 
um  auf  Heizvcrmittlung  basirle  Gorrelalionen  handelt.  Dieserhalb 
ist  es  auch  mt^lich,  dass  eine  Wurzel  es  nicht  zur  vollen  Druck- 
energie bringt,  wenn  irgend  ein  Theil  sich  in  Freiheil  beUndet, 
doch  ist  natürlich  nicht  in  allen  F&lien  eine  solche  Beeinflussung  noth- 
wendig. 
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Auf  die  zwei  bezüglich  des  Druckes  io  dieser  Richlung  anjjo- 
stelllen  Versuche  möchte  ich  indess  kein  entscheidendes  Gewicht 
legen.  In  dem  Versuch  18  wurde  die  7,5  mm  lange  Wurzetspitzc 
frei  gelassen  und  wuchs  im  Laufe  von  40  Tagen  zu  einem  ganz 
ansehnlichen  Wurzelsystem  heran  (vgl.  die  Belege],  wtthrend  in  dieser 
Zeil  der  Querdruck  des  anschliessenden  in  den  Gipsverband  ge- 
brachten Wurzetiheils  auf  3,9  Atmosphären  ansiieg.  Diese  fntonsittft 
CMTcic-lile  sos;ar  nur  AtiiiospliUren  in  Versuch  20,  in  vvelclicin  der 
zwischen  zwei  parallele  I  hunplallrii  (»ini:<'('ni;l(>  Wurzeilheii  wliliicn»!  der 
lOUii^igen  Vcrsiiclisdaucr  eine  ali.:j;e|»lall('(('  Form  ans;enonuuen  halle. 

Weitere  Krfahiun.i,'en  werihni  lehren  nuissen,  ob  ihatsllchlicli  die 
Druckentwicklung  für  die  l'Uicheneinheit  nicht  so  hoch  ansteigt,  wenn 
zwischen  zwei  Platten  die  frei  hieihenden  FIücIkmi  Dickenwachslhurn 
ausführen  können.  Die  gleiche  frage  gilt  auch  für  den  Fall,  dass 
dem  einzigen  Verbindungsweg  zwischen  dem  ausgezweigten  Wurzel- 
system und  der  Basis  der  Wurzel  das  Dickenwachstbum  mechanisch 
unmöglich  gemacht  ist.  In  diesem  Falle  dOrfto  aus  allgemeinen 
biologischen  Racksichten  zu  erwarten  sein,  dass  der  clugezwUngto 
Theil  es  endlich  zu  ansehnh'chcr  mechanischer  Beaction  bringt. 

Die  E^enügende  Genauigkeit  ist  mit  unseren  Versuchsniethoden 
Im  diese  und  ahnliche  Fragen  .schon  zu  erieiclien.  .Spociell  die 
gaben  di's  Messapparali's  sind  jedenfalls  genau  gcmig,  denn  M'lbst 
ein  Fcdder  von  30  g  nilll  bei  Druckleistungen  von  mehr  als  1000  g 
nicht  mehr  schwer  ins  (lewichl.  Bei  An\v<;ndung  starker  und  breit- 
bandiger  Federn  ist  au(;h  ohne  Ik-Iang  der  Schubdruck,  welchen  die 
noch  nach  Lttngenwachsthuni  strebenden  Wurzeltheile  ausüben.  Ebenso 
darf  ich  u.  a.  den  relativ  geringen  Fehler  Übergehen,  der  daraus 
entspringt,  dass  an  der  Grenze  des  im  Dickenwachstbum  gehemmten 
und  ungehemmten  Theiles  eine  Einbuchtung  entsteht  und  aus  dieser 
Constellation  eine  gewisse,  senkrecht  gegen  den  Gipsdeckel  gerichtete 
Gomponente  resultirt. 
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in  Wnraeln. 

Ein  nUhoi  or  Verfolg  des  Verlaufs  der  Drucksteigerang  war  nichi 
boabsichtigi,  doch  Itfsst  sich  aus  den  Experimenlen  ftlr  Wurzeln  und 
ebenso  übereinsUmmend  Dir  Kelmstengel  und  Grasknoten  das  Haupt- 
sachlichste des  Ganges  entnehmen.  Die  wachsenden  Organe  be- 
ginnen nflmlich  sogleich  mit  d^m  Auftreffen  auf  eine  Widerlage  einen 
Druck  gegen  diese  auszuüben,  dessen  zunilchst  schnelleres  Ansteigen 
sich  allmählich  verlangsamt,  um  endlich  auszuklingen,  so  dass  schliess- 
lich die  DmckhOhe  so  gut  wie  constant  wird. 

Im  Näheren  muss  iinbeslimmt  bleiben,  ob  gegen  eine  unver> 
rückbare  Widerlage  die  Dnickscliu  olhing  soi^leicli  mit  ileni  vollen 
Hetrage  einsetzl  oder  zuiUiclist  eine  gewisse  Besclileunigung  bis  zu 
einem  Maxiiimiu  erfahrt ;  ob  etwa  die  Druckciirve  sieh  lüi  gewisse 
Zeit  nahezu  hori/ontal  hüll  oder  bald  abzufallen  l>i  ginnt;  ob  terner 
die  Curve  secnndUre  Maxinia  und  Minima  bieU  l.  was,  wenn  auch 
in  engen  Grenzen,  wahrscheinlich  ist,  da  Wachslhum  und  (»ewehe- 
spannung  periodische  Schwankungen  aufzuweisen  haben.  Auch 
ist  noch  fraglich,  ob  etwa  bei  Fortdauer  der  nu>chanischen  Wachs- 
thumshemmung, also  bei  vergeblichem  Ankämpfen  gegen  die  ein- 
engende Wideriage,  die  Druckleistung  gesund  bleibender  Organe  sich 
constant  erhttlt  oder  endlich  bis  zu  einem  gewissen  Grade  zurückgeht, 
ein  HUcl^ng,  der  in  gegebenen  Fallen  als'  ein  Gorrelationserfolg 
eintreten  durfte.  Sind  die  Organe  bei  Darbietung  der  Wtderlage  nicht 
schon  in  vollem  Wachsthum  begriffen,  wird  letzteres  vielmehr  erst, 
wie  bei  geotropischer  Krttmmung  der  Grasknoten,  durdi  einen  Reiz 
inducirt,  so  ergiebt  sich  als  unmittelbare  Gonsequenz  aus  der  aeitr 
liehen  Entwicklung  der  ReizkrUmmung,  dass  die  Druckentwicklung, 
gegen  die  Widerlagc  durch  ein  Maximum  gehen  muss. 

Wird  ein  gcnvisser  (jcgeiiih  iiek  hergestellt.  /..  H.  iiuleiii  der  (iips- 
deekel  durch  Ans[)aniien  der  Messfeder  mit  bestinmiler  Kuergie  gegen 
den  fixirleii  Ciiji.sklolz  gepresst  wiid  (vgl.  Fig.  3  und  4),  so  beginnt 
ein  Abheben  (ie>  Gi[).-deekels  naturlich  erst  dann,  wenn  die  Druck- 
encrgie  diese  liegen  Wirkung  licjuilibrirle  und  id)erschritl,  His  dahin 
war  also  keine  Verlängerung  des  nach  Wachstlium  strebenden 
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Oiigaos  möglich  und  der  mit  der  Gompression  schnell  ansteigende 
Druck  der  Feder  bringt  es  mit  sieb,  dass  der  eingeengte  Pflanzen- 
theil auch  fernerhin  nahezu  unverllndert  die  Länge  der  Gipsform 
bewahrt. 

Gelingt  es  aber  nach  gewisser  Drucksteigerung  die  Widerlagc 
zu  (luichbreclieu,  so  wächst  die  Wurzel  u.  s.  w.  weiter  und  hat 
naUirlich  eine  entsprechende  Arbeit  /.u  h'islen,  wenn  sie  aul  ihrem 
Woge  einen  Widerstand  zu  überwinden  hat,  eiu  Fall,  den  wir  noch 
(Kaj).  VI)  zu  bclraciiteu  haben. 

In  unseren  auf  die  endliche  Leistung  berechneten  Versuchen 
wurde  aus  guten  Gründen  zu  Ueginn  ein  Gegendruck  bergesleilt.  Von 
der  Energicentwncklung  der  Wurzel  erhallen  wir  also  erst  mit  weiter 
fortschreitender  Gompression  der  Feder  Kenntniss.  Aus  dem  bis  da- 
hu  errdchtm  Dnickwerthe  und  der  verflossenen  Zeit  ist  aber  nur  ein 
Miltelwerth  berechenbar,  während  der  weitere  Verhiuf  der  Druck- 
entwicklung  so  weit  nSher  verfolgt  werden  kann,  als  die  geringe 
absolute  Gompression  der  Feder  gestattet. 

In  der  tabellarischen  Zusammenstellung  der  Belöge  (Abth.  I) 
sind  die  auf  i  Stunde  berechneten  Druckzunabmen  in  der  »Druck- 
zunahme pr.  i  Stunde«  signirten  Verticalreihe  derart  angeführt,  dass 
die  davorstehende  Klammer  Drackhöhe,  resp.  Druckdifferenz  und 
Zeitintervall  niarkirt,  aus  welchen  der  Mittelwerth  für  1  Stunde  be- 
rechnet wurde.  In  Versuch  Nr.  2  war  z.  b.  das  Kxj)eriuienl  um 
7|  Morgens  fertig  zusammengeslellf  worden.  Bis  \2  Morgens  halte 
sich,  nach  Abhebung  des  Gipsdeckels,  ein  Druck  von  Ü6,5  g  eul- 
wickoll  und  dieser  Druck  stieg  von  12  Uhr  bis  2  Uhr  Nachriiittiii,^ 
auf  93,3  g,  also  in  2  Stunden  um  20,8  g.  In  dieser,  und  zum  Theil 
in  noch  mehr  verkürzter  Form,  sind  auch  die  übrigen  Tabellen  zu- 
sammengestellt, die  also  nicht  sammthche  Ablesungen  wiedergeben, 
in  denen  femer  nur  der  aus  der  Federcompression  berechnete 
Druckwerth  angeführt  ist.  Nur  in  Versuch  1  ist  ausserdem  die 
Distanz  der  Nadelspitzen  in  Tbeilstrichen  der  Mikrometerscala  hin- 
zugefbgt. 

Aus  diesen  Stundenwerthen  ist  die  besprochene  Regel  der  Druck- 
anschwellung  allgemein  zu  ersehen.  In  Bezug  auf  den  Lttngsdruck 
der  Wurzel  von  Vicia  faba  betrug  z.  B.  diese  stttndlicbe  Zunahme  in 
Versuch  8  fttr  die  ersten  3f  Stunden  14,78  g,  fUr  die  folgenden 
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2  Stunden  43,4  g,  ftlr  die  folgenden  I  Stunden  11,65  g  und  sank 
nach  81-  bis  3  Tagen  auf  0,54  g. 

Aus  weiteren  Versuchen  ist  zu  entnehmen,  dass  die  Druck* 
schwellimg  in  der  ersten  Zeit  anch  langsamer  als  in  Versuch  2  fort- 
schreiten kann,  doch  wird  natürlich  dieser  Mitlelwerth  um  so  mehr 
deprimirt,  je  weiter  in  ihm  schon  die  Zeit  verlangsamler  Druck- 
zunahmi;  aufgenommen  ist.  In  diesem  Sinne  ist  auch  der  auf  die 
ersten  23  Stunden  l)czilgliche  Miticlwerlli  6,28  g  in  Versuch  4  zu 
versleheii,  in  welchem  schliesslich  vom  5.  zum  6.  Tage  die  ölUnii- 
liche  Zunaiime  auf"  0,t)ö  g  gesunken  war. 

Aus  unseren  Experimenten  ist  nur  zu  entnehmen,  dass  die  Curvc 
der  Diiickenlwicklung  keine  grösseren  Oscillationcn  aufzuweisen  hat, 
denn  kleinere  Schwankungen  konnten  und  sollten  in  den  Experimenten 
nicht  gemessen  werden.  Und  wenn  s.  B.  in  Versuch  i  die  stünd- 
liche Zunahme  bei  Beginn  des  Experimentes  etwas  geringer  erscheint 
(13,5  gegen  46,3  g),  so  ist  dieses  schon  deshalb  nichtssagend, 
weil  hier  zunächst  einige  Zeit  verstreichen  musste,  ehe  die  fort- 
wachsende Wurzelspitze  den  verUlngerten  Canal  des  Gipsdeckels 
durchwachsen  hatte.  Zudem  sind  die  mit  dem  Eingipsen  und  dem 
Zusammenstellen  des  Experimentes  verknupfieu  Eingriffe  wohl  geeignet, 
den  Gang  der  Drackentwicklung  in  der  Wurzel  zu  beeinflussen.  Dieses 
gilt  in  noch  höherem  Grade  für  die  Versuche  im  Kautschucksciilauch, 
so  dass  der  unregelmassigon  Druckzunalime  in  Versuch  7  ein  Werth 
nicht  beigemessen  werden  kann. 

Die  Gipsmelhode  ist  aber  —  wenigstens  in  der  von  uns  an- 
gewandten Weise  —  für  nüheren  Verfolg  der  Druckentwicklung  zu 
Beginn  des  Experimentes  deshalb  nicht  geeignet,  weil  der  (iipsguss 
mit  der  Wasscraufnahme  an  Volumen  gewinnt  und  deshalb  eine 
Gompression  der  Feder  erzielt,  resp.  steigert  (vgl.  p.  251>).  Dieser 
Vorgang  ist  nach  12  Stunden  beendet  und  somit  für  die  Messung 
des  Bnddruckes  ohne  Bedeutung.  Dagegen  muss  sich  die  durch  die 
Gipsmasse  erzielte  Federspannung  gegen  die  Wurzel  richten,  sofern 
der  Gipsdeckel  (Fig.  3)  nicht  auf  die  übrige  Gipsmasse  (a)  gestützt 
ist.  Die  so  erzielte  Resultante  ist  aber  nicht  so  einfach,  dass  aus 
der  Bestimmung  der  Dimensionsänderung  des  Gipses  sich  ohne  weiteres 
die  active  Leistung  der  Wurzel  ableiten  Ittsst. 

Den  soforiigeu  Beginn  der  Druckwirkung  mit  dem  Auflreffen 
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lehren  evident  die  schon  besprochenen  Versuche  (p.  274  und  Belege 
Versuch  22),  in  welchen  die  an  der  Basis  fixirte  Wurzel  mit  der 
freien  Spitze  auf  die  Platte  des  Messapparates  traf.  Bei  Anwendung 
einer  schwachen  Feder  war  mit  der  Druckentwicklung  ein  nicht  un- 
erheblicher Lingenzuwachs  verknüpft  und  schon  hieraus  erklttrt  es 
sich,  dass  die  Druckzunabme  langsamer  verlief,  n&mlich  3,82  g  resp. 
ü,2  g  in  der  Stunde  betrug. 

Klunso  wie  das  Wachstlmm  bietet  die  DruckcntwickUini;  spo- 
cifische  DitTerenzcn  und  wird  von  Uusseren  Verhlillnissen  Ijcciiillussl, 
welche  Ulirii^cns,  wie  sjiccicl!  (b"e  Temperatur,  in  unseren  Iiixperi- 
meotcn  ziemlich  conslant  waren.  Doch  darf  man  nicht  erwarten, 
dass  die  Druckeolwicklung  und  die  normale  Wachsthumsschnellii^keit  in 
einem  proportionalen  Yerhältniss  .stehen.  Denn  mit  der  mechaDischen 
Hemmung  ist  der  normale  Zuwachs  thatsilcblicb  aufgehoben,  also  ein 
neuer  Zustand  geschaffen,  in  welchem  die  Pflanze  so  reagirt,  dass 
durch  Flfichenwachsthum  der  Zellhaut  die  zuvor  auf  die  Spannung 
der  letzteren  verwandte  osmotische  Energie  gegen  die  Widerlage 
gelenkt  wird.  Gleiches  geschieht  auch  bei  künstlicher  Compression, 
doch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  mit  solchen  Eingriffen  besondere 
Verhältnisse  oder  doch  gewisse  Iraasilorische  Störungen  gesuhatlen 
werden  können. 

In  denjeniü;r>n  Versuchen,  in  welchen  eine  kunstliche  Drucksteige- 
rung zur  Auwcndunii  kam,  habe  ich  wohl  Ik oliaclitel,  dass  die  active 
Druckschwellung  sogleich  weiter  ging,  ohne  indess  den  Gang  letzterer 
näher  auf  Störungen  u.  s.  w.  zu  prüfen.  Diese  active  Schwellung 
wird  selbstverständlich  mit  der  Druckböhe  verlangsamt.  Wenn  man 
aber  aus  dieser  activen  Schwellung  und  der  in  kurzer  Zeit  voll- 
zogenen künstlichen  Dmcksteigerung  den  stündlichen  Mittelwerth  be- 
rechnet, so  wird  dieser  natürlich,  je  nach  der  in  Rechnung  zu 
ziehenden  Zeit  und  Drucksteigerung,  grösser  oder  kleiner  ausfallen, 
als  der  vor  der  Drucksteigerung  gefundene  Stundenwerth. 

Dem  entsprechen  auch  die  bei  Ermittlung  des  Querdrucks  in  der 
Wurzel  von  Vicia  faba  gefundenen  Kesullate.  In  Versuch  13  (.\bth,  I) 
wurde  z.  H.  am  14.  .hmuar  8  Murgens  der  Druck  künstlich  um  201  g 
gesteigert  und  erfuhr  in  den  foluondcn  2i  Stunden  eine  ac  ti\  e  Zunahme 
um  57  g.  Die  stündliche  Druck/.utuihmc  bcliüiil  somit  10,73  g  und 
ist  ansehnlicher  als  jeder  vorausgegangene  Sluudenwerlb  (4,07  uod 
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j;).  Dagegen  fallt  z.  B.  in  Versuch  I  i  «lii  ser  vorausgcm'angenc 
Wcrlli  ansehnlicher  aus,  als  der  nach  der  Drucksteigerung  aus  der 
SistUndigeo  BelastuDgszeit  berechnete. 

Bei  ungestörter  Entwicklung  bietet  Übrigens,  wie  aus  den  Yer- 
sachstabeilen  folgte  die  Druckzunahme  in  transvorsnler  und  longitu- 
dinaler  Richtung  denselben  Gang.  DurchscbnitUich  geht  aber,  wie 
auch  das  Wachsen,  die  Druckzunahme  in  transversaler  Richtung  lang- 
samer von  statten. 


y«  Die  Heobanlk  der  Anmenleistiiiig  dmreli  Wiir«»]]i. 

A.  Yorbemerkniigen. 

WJihrcnd  es  vielfach  gelang  gewisse  Thciic  einer  vitalen  Reaclion, 
insbesondere  die  ineciianisclien  Mittel  der  Aiistuiirting  aiif/.uklJircn, 
liegt  noch  in  keinem  Falle  eine  lückenlose  Einsicht  in  die  ganze 
Kette  von  Processen  vor,  die  von  einem  Anslosse  ab  zu  der 
mechanischen  Ausführung  und  somit  zum  endlichen  Erfolge  führen. 
In  gleicher  Lage  befinden  wir  uns  in  Hinsicht  auf  die  Fähigkeit 
wachsender  Pflanzen,  gegen  äussere  >Yider8t9inde  je  nach  Bedttrfniss, 
also  in  seibslr^Iatorischer  Weise,  ein  grosseres  oder  geringeres 
Maass  mechanischer  Energie  zur  Wirkung  zu  bringen.  Die  nttchsten, 
zur  mechanischen  Ausführung  der  Reaclion  führenden  Mittel  aber 
vermochten  wir  vOllig  aufzudecken  und  den  diesbezüglichen  Studien 
ist  dieses  Ka; '  ''l  gewidmet,  wührend  wir  allgemeinere  Betrachtungen 
über  diese  selbstregulatorische  Reaction  auf  spttter  verschieben.  Auch 
halten  wir  uns  hier  ^eciell  an  die  maximale  LeistuDg  gegen  eme 
unverrückbare  Widerlage,  da  sich  aus  den  so  gewonnenen  Er- 
fahrungen die  Verhältnisse  bei  äusserer  Arbeitsleistung  durch  eine 
forlwach&endo  Pflanze  leicht  ergeben. 

Durch  welche  Mittel  uberhaiij)t  die  Pflanzen  mechanische  Lt^islungen 
gegen  entgegentrclende  Widerstände  zu  vollbnngen  vermögen,  ist 
in  meinen  «Studien  zur  Energetik  1892«  dargelegt,  auf  welche  ich 
demgemäss  hier  verweisen  muss  (besonders  p.  213 — 240).  An  dieser 
Stelle  ist  gezeigt ,  wie  in  zarlwandigen  Zellen  und  Geweben ,  also 
auch  in  den  Wurzelspitzen,  als  hinreichende  KraftqueUe  fur  höhere 
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Aussenwirkung  nur  die  osmotische  Bnei^'e  zur  Verfügung  steht. 
Diese  osmotische  Energie,  oder  was  dasselbe  sagl  die  Turgorkraft'), 
wird  normalci weise  durch  die  entsprerheiide  Spannung  der  Zellliaut 
öquihbrirt,  und  nur  so  weit  fUr  diese  Spannung  die  Turgorkraft  nicht 
in  Anspruch  geoommeD  ist,  vermag  sie  gegen  eine  andere  Wider- 
lagc  zu  wirken. 

Eine  solche  Uehcrtraguncr  der  osmotischen  Energie  wird  auch 
bei  Gompression  der  Zellen  durch  eine  umschliessende  Wtderlage  er- 
reich!, indem  eben,  dem  ausgeübten  Drucke  entsprechend,  die  Zell- 
wand mehr  and  mehr  nnd  endlich  gftnzlich  entspannt  wird.  Bei 
noch  weiter  fortgesetzter  Gompression  giebt  das  zartwandige  Ge- 
webe nnr  deshalb  nicht  wie  ein  tuiigorloses  Gewerbe  nach,  weil 
mit  dem  Wasseraustritt  die  Losung  in  den  Zellen  concentrirter  und 
desshalb  osmotisch  leistungsl^higer  wird. 

Eine  wachsende  Zelle  oder  Pflanze,  in  welcher  die  Ttirgorkiari 
ebenfalls  in  jedem  Zeitditlerential  durch  die  Spannung  der  Wandungen 
lüiuilibrirt  ist,  hat  beim  Auftrcden  auf  Widerstand  diese  Uebertragung 
der  osmotischen  Eneijgie,  also  die  nütliige  Entspaimung  der  Zellhaul, 
sclbslthiitig  zu  besorgen.  Das  geschieht,  indem  die  Zellhaut  weiter 
ia  die  Flache  wachst,  wenn  auch  die  feste  Widerlage  eine  Vcr- 
grOsserung  des  äusseren  Umfongs  nicht  gestattet.  Je  weiter  also  die 
so  vermittelte  Entspannung  fortschreitet,  um  so  mehr  osmotische 
Energie  wird  als  Druck  gegen  den  vorgefundenen  Widerstand  ge- 
wandt, ein  Druck,  der  mit  völliger  Entspannung  der  Haut  sein  Maxi- 
mum erreicht,  da  er  ja  h4ichstens  der  jeweils  gebotenen  osmotischen 
Energie  gleichkommen  kann.  So  lange  aber  noch  ein  Theil  der 
osmotischen  l<]norgie  auf  Spannung  der  Haut  verwandt  ist,  kann  der 
maximale  Grenzwerth  nicht  erreicht  werden. 

Die  Entspannung  der  Haut.  d.  h.  das  hierzu  tiihrende  Waeiiscn, 
liefert  also  nicht  die  Druckkraft,  sondein  dient  nur  dazu,  die  gebotene 
osmotische  Energie  gegen  eine  äussere  Widerlage,  also  gegen  einen 
anderen  Angriffspunkt  zu  lenken.  Zu  solcher  Druckentwicklung  gegen 
einen  gebotenen  Widerstand  bedarf  es  keiner  Erhöhung  der  Tuiigor- 


0  Weisen  der  {geringen  Cohasioü  lai  l'roluj)l<i<makiirpcr  fiillt  die  Turi;ürknifl 
$o  gut  wiü  ailciu  uuf  osmotisclic  Energie.  Vgl.  i'fEnEii,  Zur  KcuntnUs  der  l'lasma- 
baut  und  derVacoolen  1890,  p.  151  u.  819. 
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kraft  und  thatsäcblich  triti  eioe  solche  bei  gewissen  Pflansen  nicht 
ein.  In  anderen  Pflanzen  dagegen  setzt  sich  die  Reaction  gegen  eine 
Widerlage  aus  Bautentspannung  und  Turgorstdgerung  zusammen. 
Wird  damit  die  potentielle  Ftthigkeit  für  Dmckleistung  natürlich  er* 
höht,  so  muss  deshalb  doch  nicht  die  in  einer  anderen  Pflanze 
normal  vorhandene  osmotische  Energie  flbertroflfen  sein,  und  schon 
dieserhalb  leuchtet  ein,  dass  die  relativ  höchste  Aussenleistung  nicht 
nolhwendig  an  eine  Turgorsteigcrung  geknUpft  ist. 

Dio  Turgorschvvellung  ist  also  ein  zwar  vielfach  initwirkondcs. 
aber  niclit  noth\vrinliL:e.s  (llicd  der  Ucaclion.  Ein  in  \vacli>oiuiea 
Organen  nolliwemlim  .>  Glied  ist  aber  die  Haulcntspannuni,'.  (Viv  durch 
bleibende  Verllingerung,  also  durcli  das  Fhidienwaciisihuni  der  Zell- 
wand erreicht  wird.  Die  Thatsache  dieser  Entspannung  gcntJgl  zur 
Charakterisiriing  des  nllchsten  Mittels  für  die  Healisirung  der  Aiissen- 
leislUDg,  für  derea  Erzielung  uod  £rfolg  es  ja  Überhaupt  gleichgillig 
ist,  auf  welche  Weise  die  Kntspannung  erreicht  wird.  Diese  aller- 
dings für  den  Rückverfoig  der  Glieder  der  Keactionskette,  sowie  fUr 
dio  Wachsthumsmechanik  bedeutungsvolle  Frage  werden  wir  dem- 
gemäss  nicht  in  diesem  Kapitel,  sondern  erst  spater  behandehi. 
Analog  haben  wir  hier  nur  mit  der  Constanz  oder  der  Veränderung 
der  Tuigorkrafi  als  Thatsache  zu  rechnen,  da  allein  die  Hohe  der 
Turgorkraft  die  disponible  Energie  bestimmt  und  es  in  alleiniger 
Rucksicht  auf  diese  nicht  in  Betracht  kommt,  welche  Stofi'e  wirksam 
sind  und  durch  welche  Mittel  dieselben  in  der  Pflanze  erzeugt  oder 
gewonnen  werden. 

Natürlich  kann  auch  durcli  alleinige  Turgünsleigerung  ein  Diuck 
gegen  eine  Widerlage  erreicht  werden,  welche  der  nach  Ausdehnung 
.strebenden  Zelle  entgegenlrill.  Ausschliesslich  in  dieser  Weise 
reagiren  jedoch  wachsende  Pllanzen  gegen  einen  Widei-sland  nicht 
und  bei  gänzlichem  Mangel  des  Wachsens  ist  eine  Arbeitsleistung 
auf  weitere  Strecke  ausgeschlossen.  Denn  durch  die  zunehmende 
Spannung  der  elastisch  gedehnten  Haut  wird  die  Turgorkraft. ttquiU- 
brirt,  und  bei  den  Elasticiiaisverhältnissen  der  meisten  au^wachsenen 
Zellwände  wird  so  die  Verlängerung  in  enge  Grenzen  gewiesen. 
Nur  wo  sehr  ansehnliche  elastische  Verlttngerungen  oder  besondere 
geeignete  Constellationen  geboten  sind,  können  demgemüss  durch 
eine  Tufgorschwankung  so  weitgehende  Bewegungen  erzielt  werden, 
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wie  sie  für  dio  Slaubludt  n  der  Cynarecn,  für  Mimosa  pudica  u.  s.  w. 
bekannt  sind').  Audi  wenn  einmal,  ohne  Mithilfe  von  Wachsliium, 
die  alleinige  Verminderung  des  Elaslicitaiscoefficienten  der  Haut  eine 
VerlttDgeruDg  veiHDiassen  sollte,  so  ist  diese  doch  in  enge  Grenzen 
gebannt. 

Bei  Beseitigung  des  TOn  einer  Widerlage  ausgehenden  Druckes 
—  gleichviel  ob  dieser  durch  ActiviUlt  der  Pflanze  oder  durch  Com- 
pression  hergestellt  wird  —  kommt  wiederum  die  volle  osmotische 
.  Energie  gegen  die  Zeliwand  zur  Wirkung,  die  dem  entsprechend 
gedehnt  und  gespannt  wird.  War  in  der  Beaction  gegen  das 
Hindemiss  eine  Turgorsleigening  eingetreten,  so  haben  die  Zell- 
vvJindc  nunmehr  so  lange  einem  höheren  osmotischen  Druck  ent- 
gcirenzuNvirken,  bis  dieser  wiederum  auf  das  frühere  iMaass  zurück- 
regulirt  ist. 

rnsciL'  iM'wiigungen  konnten  und  durften  auf  eine  einzelne  Zelle 
basirt  werden,  da  für  Gewebe  im  l'rincip  Gleiches  gilt.  Auch  in  einem 
(jlcwebe  ist  die  nach  aussen  gerichtete  Druckwirkung  einer  einzelnen 
Zelle  an  die  Darbietung  einer  geeigneten  Widerlage  durch  die  umgeben- 
den Zellen  gekettet  und  die  Aussenleistung  eines  Gewebes  ergibt  sich 
als  Resultante  aus  der  gesammten  osmotischen  Energie  und  dem  negativ 
zu  nehmenden  Gesammtwiderstand  der  Zellwandungen,  also  als  eine 
Differenz,  die  ebenso  ausfiele,  wenn  die  Zellwände  in  geeigneter 
Weise  in  eine  einheitliehe  Httlle  zusammengezogen  wttren,  welche 
dem  entsprechenden  Innendnick  entgegenzuwirken  hat.  Die  Existenz 
negativ  gespannter  Gewebe  drückt  naltirlii-h  die  Druckwirkung  activer 
Gewebe  um  ein  der  Spannungsenergie  Uquivalentes  Maass  herab.  VV<mn 
aber  durch  Au.sgleichung  dieser  negativen  Spannung  die  nieelianiselie 
Aus.seideistuiig  um  diesen  Energiewerlh  gesteigert  wird,  so  ist  doch 
wiederum  Wachslhum  das  Mittel  für  die  p]liminirung  jener  negativen 
Spannung,  und  der  mechanitM^be  £fl'ect  ist  kein  anderer,  als  wenn 
die  eigenen  Zellwande  eines  ungespannten  Zelicomplexes  eine  Äqui- 
valente Entspannung  erfahren. 

Gelegentlich  kommen  wir  noch  auf  die  Bedeutung  von  Span- 
nungsverhaltnissen  fltr  Aussenleistungen  zu  sprechen.  Hier  gentigt 
es  daran  zu  erinnern,  dass  im  Spitzentheil  der  Wurzel  Gewebe- 


i]  Vgl.  ViUvrKR,  äluiliou  mr  Lucrgctik  189i,  |).  23  4. 
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Spannung  kaum  extstirt^,  dass  ferner  zu  den  hoben  DruckleisUmgen 

iuich  (las  nicht  oder  kaum  dilForenzidc  Spilzcntiewebe  bcnthigt  ist. 
dass  IVmiut  i;iösserft,  ein  Ausweichen  t^eslaüeiide  Uauiue  zwischca 
diesen  ju!4,endli(  hon  Zellen  niehl  vorhanden  sind. 

In  zartNNanihj^cn  Gewehen,  also  auch  in  den  \N  ur/.elsj)itzen  isl 
aus  bekannten  und  schon  besprochenen  Gründen  eine  hohe  Drurk- 
cnevLM(>  nnr  durch  die  Turgorkrafl  erreichbar  und  so  lange  durch 
diese  die  Wandungen  gespannt  werden.,  isl  es  überhaupt  unmöglicb, 
dass  die  ZellwAnde  eine  DrackwirkuDg  durch  acUves  Ausdehnuiig^ 
streben  erzielen^.  Eine  solche  Aclk)D,  ia  welcher  also  die 
Wandungen  mit  eigener  Energie,  wie  ein  quellender  Holzspan,  g^geo 
die  Widerlage  pressen  würden,  kann  demgemHss  in  dem  zartwandigen 
Spitzentheil  der  Wurzel  keine  nennenswerthe  Bedeutung  erlangen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nnn  znnHehst  die  StudieB 
Uber  die  Tiiri^orverhiiltiiisse.  dann  die  Uber  die  llautentspannung  mit- 
getheilt  werden.  Nach  Ix'iden  Seiten  \Mirde  am  ausgedehntesten  die 
Winzel  Vieia  l'aba  unlersiichl.  In  die.ser  ist  die  Heaction  gegen 
Widerstünde  von  einer  ansehnlichen  Turgorschwellung  begleitet, 
welche  dagegen  der  Wurzel  von  Zea  mais  abgeht.  Doch  scheint  io 
den  meisten  Wurzeln  eine  mehr  oder  weniger  aufD^ligc  Tnrgor- 
steigemng  eingetreten,  wenigstens  wurde  eine  solche  bei  den  übri- 
gen untersuchten  Keimpflanzen  gefunden,  nimlich  in  der  Keimwunel 
von  Yicia  sativa,  Lupinus  albus,  Helianthus  annuus,  Ricinus  commonii, 
Polygonum  tataricum,  Brassica  napus,  Sinapis  alba.  Analoges  e^ 
gaben,  wie  hier  im  voraus  bemerkt  werden  mag,  die  wachsenden 
Theile  der  Stengel  einiger  Keimpflanzen,  wlihrend  in.  Chara,  Nitdla, 
Spirogyra  keine  Turgorschwellung  eintritt.  Dasselbe  ist  der  Fall  h» 
mechanischer  Ilenunung  der  geotropischen  Wachsthumskrümmung  voo 
Tritit  inn  vulgare  niul  sjx'lta.  Wcihrend  die  nach  Verliini;(M  11111:  slre- 
beiuli  I  nlerseite  des  Knotens  von  iiordeum  vulgare  wiederuui  ein 
ADtittiigea  des  lurgors  erfährt. 


t)  i^wMs,  Arbeit,  d.  bot.  Insliluts  in  Wiir/burL;  t873,  Bd.  I,  p.  436. 
S)  Vgl.  PFsrrni,  Energetik  1892,  p.  t%i. 
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B.  TnigorrerMltniflse. 

4.  Melhodisches. 

Die  Turij;oiln">lie  wurde  ziiineisl  nach  fl(M'  ühlicluMi  Melliüde,  (1.  Ii. 
nach  der  eben  merklich  werdenden  iilasniuU  lischon  Abhebung;  be- 
urlheilt,  die  im  Allgemeinen  ctwiis  besser  hervorlrill,  wenn  man  die 
Wandungen  fUrht,  indem  man  der  Kaüsalpeler-Lüsung  clwas  (longo- 
fOlh  zufügt  (der  FurbslolV  scheidet  sich  leicht  wieder  aus).  Lungere 
L&Dgisschmlte  aus  der  Wurzel  wurdeu  mii  der  Salpeleriösung  injicirl 
und  nach  20  bis  30  Min.  (in  dieser  Zeit  ist  stets  der  Endzusland 
erreicht)  wurde  dann  untersucht,  bis  zu  weicher  Entfernung  von 
der  Wurzelspitze  in  einer  grosseren  Zahl  von  Zellen  Plasmolyse  be- 
merkbar  war.   Zur  Prflcisiren  der  höchsten  und  niedersten  Turgor* 
werthe  dienten  um  0,5  Volumprocent')  (diese  sind  stets  gemeint) 
verschiedene  Lösungen  von  Kalisalpeter,  wahrend  ausserdem  theil- 
weise  nur  für  die  um  1  Proc,  dili'ei  ii  eiulcii  Losungen  der  Absland 
der  beginnenden  IMasinulyse  von  der  WuizelspiUe  ermittelt  wurde. 
Diese  Genauigkeit  i.sl  ausreichend,  da  lliul^üchlich  benachbarte  Zellen 
derselben  Gewebschicht  Dillcrcnzen  bis  0,5  Proc.  Salpeter  aufweisen. 
Uebrigens  bezichen  sich  meine  Angaben,  sofern  nichts  Anderes  be- 
merkt ist,  stets  auf  die  mittleren  Zelllagen  des  Rindenparenehyms. 

Zur  Controle  wurde  ausserdem  die  »VerkOrzungsmethode«  be- 
nutzt, welche  darauf  basirt,  dass  mit  der  eben  erreichten  Aufhebung 
des  Turgors  die  fernere  elastische  Verkürzung  aufhört,  da  Salpeter- 
lOsung  solcher  und  selbst  doppelt  so  hoher  Goncentration  durch  ihre 
Wirkung  auf  die  imbibuie  Zellwand,  auch  in  den  Wurzeln,  keine 
merkliche  Verktirzung  hervorrufen.  Zur  ErmOglichung  dieser  Methode 
ist  natürlich  eine  genügend  genaue  Messung  der  realisirlen  elasti- 
schen Verkurzui»,:^  \  urausselzung. 

Die  Messung  geschah  luikrometriscli  an  fixen  Marken,  also  nacii 

1}  Es  hat  hier  keinen  Yorlbeil,  Lüsuogen  nach  Aeqalvalentwertiien  anxu- 
wenden,  da  es  lieb  nur  am  die  Kenntnis«  der  omnotischen  Druckhöhe  handelt, 
die  üborsictiUicher  durch  die  gewöhniiciien  procentischen  üieungen  aaago- 
drückt  wird. 
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einer  Melliodo.  die  idi  seit  langer  Zeit')  mit  «[rosseni  \  uitheil  für 
verschiedene  Zwecke  anwandle  und  die  tliatsiiclilieli  !n;Hiiiigfac!)Ster 
Verwendung  fiUiig  i.>t.  Als  sehr  geeignet  lür  ilerslellung  von  giiL 
liallbaren  .Marken  lial  sieh  die  sog.  UDauslü.schbare  schwarze  Tusche*) 
(von  Bokmann)  liewührt.  Mit  dieser  in  gcschickler  Weise  aufgetragene 
PUaklchen  bieten  last  stets  irgend  eioe  markirte  Ecke  oder  Kante, 
die  milteisl  eioer  fluchügea  Skizze  io  spiUerea  Messuogeo  unzweifel- 
haft wieder  zu  erkennen  ist.  In  solcher  Weise  wurden  an  der- 
Wurzelspitzo  4  oder  3  verschiedene  Strecken  markirt,  deren  jede  an- 
nähernd 1 — 1,2  mm  lang  war.  In  den  meisten  Fallen  entsprechen 
einer  solchen  Strecke,  bei  einem  Mikromelerwerth  von  0,01 3  mm, 
gO — 100  Thcilstridie,  so  dass  (bei  einem  Messungsfehler  von  0,5 
bis  htfclistens  1  Theilslrich)  eine  Genauigkeit  von  etwa  1  Proc.  er- 
reicht wurde. 

Gewöhnhch  operirte  icli  mit  abgeschnittenen  Wurzeln,  die  mar- 
kirt, zumei.-5l  partiell  mit  Wasser  injicirt  und  dann,  nach  Messung  des 
Markenabslandes,  in  die  Sal|iel(Miüsiing  gel)iac!il  wurden.  Jetzt  und 
bei  fernerem  Wcrlisrl  d(M*  Losung  gotiiiglcn  ei  rahrirngsgemUss  2">  bis 
30  Min.,  um  seli)>l  die  dicken  \\  ur/.eln  von  Kaba  in  den  jeweiligen 
(deichgevvichlszustand  Uberzuführen.  Ergab  sich  daon  z.  i\.  bei 
Ücberlragung  je  einer  Wurzel  aus  der  3proc.  in  eine  2-  resp.  eine 
4proc.  I..Osung  eine;  ^erlangerung  resp.  keine  Dimensionsttndcning, 
so  lag  der  osmotische  Werth  in  der  gemessenen  Zone  zwischen  2  und 
3  Proc.  Salpeter.  Ob  dieser  Werth  ntther  an  2  oder  an  3  Proc  her- 
anreicht, darüber  orientirt  einigermassen  die  relative  Dimensions-  • 
anderung,  welche  allerdings  nicht  gerade  proportional  der  Turgor* 
kraft  ist.  Durch  Anwendung  von  Losungen  mit  0,5  proc.  Goncenlra- 
itonsdifferenz  wurde,  wo  es  darauf  ankam,  eine  weitere  Prttcision 
des  osmotischen  Werlbes  erzielt. 

Die  analoge  Behandlung  erfuhren  die  eingegipsten  Wurzeln, 

i)  Physiologische  Untersuchungen  187:1,  p.  27.  Periodische  Bewegungen 
t87'>,  |).  15  u.  s.w.  —  Hier  ist  auch  schon  der  Vorlheil  hervorgehoben,  ilas> 
bei  massiger  Krüiuiuuug  uod  bei  Mcssuuij  kurzer  Strecken  die  Diflerenz  von  Sehne 
tud  Bogeo  ▼encbwindend  gwtng  wird. 

1)  Damit  lebende  Wurzeln  beim  Aufträgen  diatincter  Striche  nicht  leiden, 
sind  feine  Striclic  mit  nicht  ZU  cODcentrirter  TuscbflüSfiiglMit  aufsntragen  und  ist 
daau  die  Wurzel  kurz  in  Wasser  su  tauchen. 
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doien  |)arlioIlc  Injoction  inil  Wasser  schon  vor  dem  Eotgipsen  ge- 
schah und  dit!  theilvveise  (jedoch  ohne  Aotidorung  des  Resultats)  zur 
Ac(|uilibrtruDg  des  osmotischeD  Ueberdrucks  direct  aus  dem  Gipse  in 
eine  2proc.  Salpeterlösung  kamen. 

Zu  den  Messungen  diente  theilweise  das  gewöhnliche,  Iheilweiso 
das  horizontale  Messmikroskop  (p.  255).  In  letzterem  Falle  befanden 
sich  Wurzel  und  Losung  in  kleinen  Ctivetten,  im  ersteren  Falle  wurde 
die  Wurzel  mittelst  eines  Gummiringes  auf  einem  ObjecttrSger  fest- 
gehalten. Die  beiden  Marken  massen  nalUriich  stefs  genau  in  die 
Gestchtsfeldebene  fallen,  doch  ist  es  bei  geschicktem  Operiren  un- 
schwer mtiglicli,  diese  Bedingung  zu  realisiron  und  doch  die  Mes- 
sung schnell  durchzuführen. 

Nach  dem  Einsetzen  in  ein  neues  Meihimi  ist  meist  sclion  in 
20  Min.  die  conslanle  I.iinge  ciit'ichf,  welche  .sich  dann  für  die 
n'ichsle  Zeit  erliült,  abgesehen  von  (h>ni  l'aMe,  <lass  Wasser  oder  ver- 
dünnte I.ösungen  Zuwachs  gestatten').  Dazu  gehen  die  Wur/.ehi 
beim  Zurilckbi  ingen  in  das  Ausgangsmcdium  auf  (be  IVUlierc  LUnge 
zinUck,  .selbst  wenn  sie  inzwischen  i  oder  2  ^>tunde  in  einer  plas- 
molysirenden  SalpeterlüsunLr  verweilt  liaben.  Demgemäss  wird  in 
der  gemessenen  Zone  durch  diese  Operationen  in  Bezug  auf  die 
T^rgordehnung  keine  Veränderung  herbeigeführt  und  zugleich  liegt 
in  diesen  Experimenten  der  Beweis,  dass,  wie  es  ebenfalls  die  em- 
pirischen Erfahrungen  an  Faba  etc.  lehren,  eine  als  Reaction  gegen 
eine  Widerlage  entwickelte  Tui^gorschwellung  sich  genugsam  erhält, 
um  auch  der  plasmolytischen  Messung  zugllnglich  zu  sein^. 

Da  die  Verkürzung  genau  mit  dem  isotonischen  Zustand  volleudet 
ist,  wahrend  für  Erzielung  der  Abhebung  des  ProtoplamakOrpers,  also 
ftlr  Erreichung  des  Index  in  der  plasmolytischen  Methode,  eine  weitere 
osmotische  Wirkung  nöthig  ist,  niuss  diese  Methode  im  Ailgeiiicinen 
höhere  Salpeterwerthe  liefern,  wie  es  thatsüchlich  auch  zutrilTl.  Zu 
beachten  ist  aber  auch,  dass  die  Verkiirzuugsmelhode  für  ein  aus 


I)  Nacli  llini-oror  Zoit  kann  allmiililich  in  .Salzüistineoii  durch  Aiifiialimc  mi»l 
Arootnodatiuii  eine  j^l-wism'  \  filiinguruug  zu  Staado  kutumca.  Vgl.  z.  ti,  Asilenasv, 
Ber.  bot.  Ges.  4  890,  p.  GG. 

1}  Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  sich  durchaus  niclit  alle  inducirten  Targor- 
inderungen  erhalten  miUsen.  Vgl.  hierüber  Vr»rm,  Physiologie  fid.  H,  p.  S40, 
169  and  EnergelUt  f89f,  pag.  118. 
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ungleichwoi  ihigen  Zellen  aufgebautes  Gewebe  die  höchsten  Tiirgor- 
werthe  kennzeichnet,  da  Constanz  der  Länge  erst  nach  Aufhebung 
der  Turgorspaunung  in  allen  einzelnen  Zellen  erreicht  wird.  Ferner 
gestaUet  die  Verkürz ungsmelbode  eine  Bestimmung  der  Turgorkraft 
im  Urfflerislem  noch  dann,  wenn  die  Plasmolyse  versagt. 

Dagegen  isl  die  Vcrkurzungsmethode  nur  bei  genligender  Xurgor^ 
dehnung  anwendbar.  Denn  wenn  die  BesUmmong  des  Grenzwerthes 
an  sich  unabbttngig  von  der  Amplitude  der  Verkürzung  ist,  so  rouss 
diese  doch  einen  Wertb  erreiclien,  der  eine  genügend  genaue  Mes- 
sung gestattet.  Das  ist  in  der  Wurzel  in  dem  ausgewachsenen  Theile 
nicht  mehr  der  Fall,  und  da  nach  dem  Eingipsen,  z.  B.  bei  Faha  die 
wachslhumsfUhige  Strecke  auf  6  mm  verkürzt  wird,  so  ist  die  hier 
besprochene  Methode  auch  nur  auf  diesen  Spitzenlheil  anwendbar, 
wahrend  sie  in  der  normalen  Wur/el  bis  auf  1 4  mm  von  der  Spitze 
ausgcdehul  wordcu  kaun. 

S.  Die  Turgorregulation. 

\\  in  .schon  bemerkt,  wurden  die  Turgorvei  hlillnisse  am  eingehend- 
sten in  der  Keimwurzel  von  Vicia  faba,  nUcbätdcm  an  der  Wurzel 
von  Zea  niais  untersucht,  von  welchen  in  Gipsverband  die  erslere 
eine  erhebliche,  die  letztere  aber  keine  Turgorstei^ning  erfahrt. 

Diese  Turgorverhttltnisse  sind  für  die  Keimwurzel  von  Vicia  faba 
auf  Grund  der  gewonnenen  Mittelwerthe  graphisch  dargestellt  in 
Fig.  7,  in  welcher  die  Abscissen  die  Entfernung  von  der  ttussersten 
Wurzelspitze  (incl.  Haube)  in  mm,  die  Ordinaten  die  Salpeterwerthe 
in  Yolumprocenten  angeben*  Die  Curven  a  und  «  beziehen  sich  auf 
die  plasmolytischen  Ermittelungen  im  mittleren  Rindenparenchym, 
und  zwar  enispricht  a  den  normal  in  Sagespanen  erwachsenen,  a'  den 
24  bis  72  Stunden  lang  eingegipsten  Wurzeln,  in  welchen  die  Tui^ 
gorschwellung  ihr  Maximum  erreichte.  Durch  c  ist  der  nach  6stUa- 
digem  Eingipsen  crreiclile  rurgorziisland  versinnlicht.  Die  Curven 
h  und  b'  >ind  aul  Grund  der  Uesultate  der  Verkiiizung.sraethode  con- 
slniirl,  und  zwar  gibt  den  normalen,  6' den  nach  2- bis  3  lügigem 
Eingipsen  maximalen  Turgor  an. 

Aus  der  (lurve  a  ist  sofort  zu  ersehen,  da.ss  in  normalen  Wur- 
zeln der  Turgor  uacii  Vollendung  des  Läogenwachslhumä  sich  con- 
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slant  auf  2,5  Proc.  (so  sei  kurz  gesagt)  erhalt,  dann  aber  vom  Be- 
ginn der  Liingsstreckung,  also  etwa  1ü  imii  von  der  S[)ilze  ab,  langsam, 
späterbin  schneller  steigt  und  2  bis  3  mm  von  der  Spitze  4  Proc, 
den  Maximalwerlh,  erreicht.  Nach  vollendeter  TurgorschwcUuDg  ist 
dieser  Maximalwerth  etwas  über  5  Proc.  gestiegen  und  der  Turgor 
behält  diesen  Werth  bis  etwa  6  mm  von  der  Sfütze,  dann  fUllt  die 
Curve  a  allmählich  uod  erreicht  ungefähr  20  mm  von  der  Wurzel- 
spitze  den  Normaltuiigor  ausgewachsener  Tbeile.  —  la  anderer  Aus- 
drucksweise kann  man  auch  sagen,  dass  der  Nonnaltuigor  basipetal 
▼erschoben  ist,  der  TUiigorwerth  4  Proc.  z.  B.  von  2  mm  auf  10  mm 
von  der  Wurzolspitze  hinweg  rOckle. 
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Fig.  7.  Graphischa  Danteilung  der  Turgorvcrhfiltnisse  in  der  Wuwl  von  Victa  faba  vor  und 
nach  fluni  Eiii^:ip8en.  —  Die  plasmolytisch  ermittellcn  Curvcn  a  und  o'  sind  als  MiUcl- 
werth  auü  je  6  Wurzeln,  die  nach  der  Verkurzungsnaelhode  conslruirlen  Curveo  b  und  b' 
•I«  MttMKTvrtti  «OS  Je  4  Wamln  sewoniieii.  Die  Cum  e  gU»t  den  TorforbefMid  einer 
eiueliMii  Wuriel  oach  6stttiidlgem  Eingipseii. 


Es  ergiebt  sich  also  die  beachtenswerthe  Thatsache,  dass  die 
Targorschwellung  auch  Wurzelstrecken  ergreift,  deren  Lttngenwachs- 
thum  zur  Zeit  des  Eingipsens  vollstHndig  vollendet  war.  Die  grOsste 
Steigerung  aber,  etwas  mehr  als  8  Proc,  liegt  5  bis  7  mm  von  der 
Spitze,  d.  h.  annähernd  in  der  Region,  welche  sich  zur  Zeit  des  Bio- 
gipsens in  der  gtärkslcn  Lüngsstreckung  befand.  Bei  Beurtheilung  der 
acropetal  bis  auf  1  Proc.  abnehmenden  TurgordilVerenz  ist  zu  be- 
achten, dass  im  Spil/xMiiht-il  schon  der  Normalturgor  hoch  ist  und 
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schliesslich  Pino  Steigerung.sfJihigkoit  über  einen  gewissen  absoluten 
Wertli  nicht  (M-wailcl  werden  kann. 

Die  mit  der  Vcrkiirziiiiysnielliodo  gewonnenen  Resultale  liefern  eine 
wosontlich  analog  YCiiautondt!  ( airve,  welche  aber  nngefiilir  um  0,5  Proc. 
tiefer  liegt.  Aus  der  schon  (p.  205)  gegebenen  Krklärung  dieser 
Diflferenz  geht  auch  hervor,  dass  diese  Curven  b  und  6'  den  reellen 
isosmotischen  Werlhen  niiher  kommen  müssen,  als  die  Curven  a  und  a. 
Da  die  YerkUrzungsmelhode  den  höchsten  vorhandenen  Turgorzustand 
markirt,  so  ist  aus  Obigem  das  mit  den  plasmolytischen  Brfiihrungen 
Übereinstimmende  Resultat  zu  entnehmen,  das»  die  Turgorkraft  des 
Rindenparenchyms  in  anderen  Elementarorganen  unserer  Wurzel  nicht 
iivesentlich  ttbertrofien  wird. 

Die  Curven  b  und  b'  endigen  1  mm  vor  der  Wurzelspitze,  d.  h. 
in  der  Mitte  der  Marken,  welche  den  0,6  bis  1,5  mm  von  der  Spitze 
entfernten  Wurzeltheil  umfassten.  Da  nun  in  dieser  Zone  auch  der 
Scheitelpunkt  des  WurzelkOrpers  eingeschlossen  war,  so  kommt  folg- 
lich In  den  freien  und  eingegipsten  Wurzeln  dem  Urmerislem  derselbe 
Turgor  zu,  wie  den  busipelal  anschliessenden  Zonen.  Diese  Er- 
weiterung ist  von  einiger  BedeiiUing,  weil  der  Turgorwerth  des 
Urineristems  in  der  Wurzel  von  baba  auf  plasmoiylischcni  Wege  nicht 
bestimmbar  war. 

Die  Reaction  der  Keimwurzel  von  Zea  Mais  ist  von  keiner 
Turgorschwelliing  begleitet  und  denigemöss  gelten  die  Curven  in 
Fig.  8  io  gleicher  Weise  für  freie  und  eingegipste  Wurzeln.  In  beiden 
haben,  abweichend  von  Faha,  einzelne  Gewebecomplexe  eine  erheb- 
liche Turgordifrerenz  aufzuweisen,  wie  aus  der  graphischen  Darstel- 
lung zu  ersehen  ist,  in  welcher  o  sich  auf  die  plasmolytisch  gefundenen 
Werthe  des  mittleren  Rindenparenchyms,  a'  sich  auf  das  Fttllgewebe 
des  Gentralcylinders  bezieht.  Der  Unterschied  zwischen  beiden  geht 
bis  4  Proc.  Salpeter,  scheint  aber  m  älteren  Wurzeltheilen  mehr  und 
mehr  abzunehmen  und  muss  nalttriicb  mit  der  Gewebediffereoarang 
im  vordersten  Spitzeniheil  der  Wurzel  schwinden.  Nach  den  nor 
beilllufigen  Beobachtungen  in  anderen  Gewebecomplezen  scheint  die 
Turgorcurve  der  jungen  Phloemdemente  durchschnittfich  etwas  höher, 
die  der  gefässbildenden  Zellen  niedriger  zu  liegen  als  die  Curve  a. 

Da,  wie  lier\ürgehüben,  die  VerkUrzungsnielliode  elwas  kürzere 
Ordinaten  liefern  muss,  so  folgt  aus  der  nach  dieser  Methode  ge- 
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wonnenen  Curve  b,  dass  der  höchste  Turgorweith  einzelner  Ele- 
mente im  Spitzentheil  nicht  viel,  weiter  rUckwürls  aber  nicht 
unerheblich  über  dein  durch  die  Cnrven  «  und  a  reprUsentirteo  os- 
motischeo  Werthe  liegt.  Eine  weitere  Disciission  ist  aber  um  so 
weniger  am  Platze,  als  die  Carven  überhaupt  nur  Annllherungswerthe 
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Fig.  8.    Timphisclic  Darstellung  des  Turgors  in  der  \Vurzfl  voii  Z-a  mais  (Cinquanlinomais), 
a  und  a  gcbca  doa  plasmolyliscb  cnuitlellea  .Miltelwcrth  aus  je  S  eingepipstco  und  freien 
WanelD  an.  Di«  Cnrve  ft  ist  nach  4  freien  und  4  «jagmipsteD  Worteln  ermitt«!! 
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vorstellen  und  nutteist  der  VerkUrzungsmethode  nur  der  5  mm 
lange  Spitzenlbeil  uniersucht  wurde,  da  nach  dem  Eingipsen  die 
Methode  sogar  nur  auf  den  3  mm  langen  (noch  wachsthumstehigen) 
Spilzenlheil  anwendbar  war.  Ebenso  unterlasse  ich  eine  weitere 
Vergleicbung  der  Gurven,  die  übrigens  silmmtlicb  für  den  Tuigor 
anntthemde  Gonstanz  in  den  ttlteren  Theilen  und  Ansteigen  in  der 
nonnal  wachsthumsfthigen  Regton  bis  zu  dem  im  Scheitelpunkt 
liegenden  Maximum  ergaben. 

Die  Summe  der  in  einem  Wurzeltheil  disponiblen  osmotischen 
Energie  entspricht  natürlich  dem  Mittelwerlhe,  nicht  den  Extremen  der 
Torgorkrafl.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  gegen  das  IJrmeristem  hin 
die  TurgürditTercn/en  iler  Zellen  schwinden,  lüsst  sich  aus  den  ('urven 
a  resp.  a  und  hesondcrs  auch  h  rcsp.  //  der  Fig.  7  und  8  cnlnohmon, 
dass  vvcnigs;lcns  in  dem  vorderon  Spitzentheil  der  Wurzel  von  >lai^  die 
mittlere  osniolische  iulensilUl  niindeslens  eine  Hühc  besitzt,  wie  sie 
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in  Kaba  erst  durch  die  Tuigoiscliwcllung  erreicht  wird.  Durtli  lelzlere 
wird  also  erst  in  der  Wur/.elspilze  von  Faha  die  MügHchkeil  ge- 
schaffen, i^eiion  eine  Widcrlage  eine  gleiche  Druckinlensitlit  zu  ent- 
wickeln wie  die  Maiswurzel,  und  nacii  den  empirischen  ErlahruDgen 
scheint  Mais  eher  mehr  zu  leisten  als  Faha.  Mit  5  Proc.  Salpeter  ist 
aber  eine  für  die  gefundenen  Druckwerlhc  genügende  osmotische 
Energie  geboten,  da  diese  fUr  5  Proc.  Kalisalpeter  ungefilhr  18  Atmo- 
sphären betrügt'). 

Die  iadividueliea  Differenzea  und  die  ganze  Methode  bringen  es 
mit  sich,  dass  in  den  Binzelversuchen  die  Abweichungen  von  den 
in  den  Gurven  dargeslelllen  Mittelwerlhen  nicht  unerheblich  sind, 
2.  B.  für  Faha  etwa  bis  ^  0,25  Proc.  Salpeter  betragen^.  Dieserhaih 
bleibt  aber  doch  die  Thatsache  fest  begründet,  dass  die  mechanische 
Wachsthumshemmung  in  der  Wurzel  von  Faha  eine  erhebliche  Tuigor- 
steigerong  veranlasst,  die  nach  48  Stunden  anntthemd  den  Maximal- 
werth erreicht.  —  Eine  solche,  nicht  naher  untersuchte  Turgor- 
steigerung  erfohren  auch  die  Zellen  der  Wurzelhaube,  deren  geringe 
Länge  es  mit  sich  bringt,  dass  die  Curve  sehr  schnell  von  der  Spitze 
hm  zum  Maximum  iui  Lrmeristeni  ansteigt. 

Noch  ansehnlicher,  bis  -|-  O.i  Proc.  Salpeter,  üelen  die  Diffe- 
renzen in  den  liinzelvorsuchen  des  von  uns  benutzten  Cin(juantino- 
Mais  aus.  Dtich  da  diese  Oscillationon  in  gleicher  Weise  bei  freien 
und  eitigegipsleii  Wurzeln  gefunden  wurden,  so  ist  aus  den  Versuchen 
wenigsleus  zu  tolgein,  dass  sich  in  dieser  Wurzel  nach  dem  Ein- 
gipsen keine  nennenswerthe  Turgorschwellung.  ausbildet.  Sollte  eine 
solche  indess  in  gefingem  Grade  zu  Stande  kommen,  so  ist  dieses  doch 
für  die  Hauptfrage  am  so  mehr  unwesentlich,  als  auch  beim  Vergleich 
von  anderen  Pflanzenarten  eine  specifisch  verschiedene  und  bis  auf 
Null  herabgehende  Turgorzunahme  gefunden  wurde. 

Voraussichtlich  werden  in  concreten  FUlen  auch  die  verschiedenen 
Zellen  desselben  Oi^ganes  erhebliche  Unterschiede  in  der  T^rgor- 
Schwellung  bieten.  Für  die  Wurzel  von  Faha  trifill  dieses  nicht  zu, 
wenigstens  nicht  (Ur  die  Rinde  und  fttr  das  FQllgewebe  (Mark)  des 


\)  Ppkfpeb,  Sludien  ztir  lüiori^dik.  1893,  p.  2*7  Anmorknng. 
I)  Hin  \erKli«icii  zwoiiT  Wur/olü  k.mii  also  für  die  Turgoriickweiltmg  eine 
Differenz  bis  zu  2,5  l'roc.  Salpeter  ort^ebeu. 
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Ceniralcylindeis.  Beide  lial)on  vor  und  nach  dem  Kiuij'ijiscn  unter 
sich  gleiclien  Turgor,  ebenso  die  Epidenniszollen,  deren  osmotischer 
Werth  in  beiden  Filllen  um  etwa  0,3  Proc.  Salpeter  hinler  dem 
Hindenparenchym  zurückbleibt.  Uebriyens  ^vcrdcn  in  dieser,  wie  in 
anderen  Wurzeln,  in  benachbarten  Zellen  desselben  Gewebes  gelegent- 
lich Turgordifierenzen  bis  zu  0,5  Proc.  Salpeter  gefuaden  und  da- 
durch wird,  selbst  bei  stete  gleichem  Operireu,  eine  ganz  genaue 
Gonstruction  der  Xurgorcunre  unmöglich.  In  den  von  uns  benutzten 
Maiswurzehi  waren  solche  DifÜBrenzen  eher  grösser  und  aus  dem  er^ 
hebllch  unglelohen  Turgorwerth  benachbarter  Gewebe  und  Zellen 
entspringen  noch  weitere  Schwierigkeiten.  Uebrigens  scheint  nach 
den  an  dieser  und  an  anderen  Wurzeln  gewonnenen  Erfahrungen 
der  Tui^or  der  Bpidermiszellen  durchschnittlich  etwas  geringer  zu  sein 
als  der  des  Rindenparenchyms. 

Einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Turtrorverhcillnisse  halte  es  aber 
nicht,  ob  die  Wurzeln  20  oder  60  mn)  lanj,'  waren,  ob  sie  bei  17 
oder  25"  C,  ob  sie  in  Erde  oder  in  Siiü;L>pllnen  cullivirl  worden  waren. 
Und  da  derscltjc  ruri^or  auch  ddnn  gefunden  wurde,  wenn  ein  Ge- 
misch von  gleiclien  l'heilen  Sägespänen  und  Gipspulver  (ungebrannt) 
den  Culturboden  gebildet  halte,  so  ist  damit  noch  besonders  bewiesen, 
dass  nicht  der  Gips,  sondern  nur  der  mechanische  Widerstand  die 
eventuell  eintretende  Turgorsteigerung  bedingt.  —  Die  Seitenwurzeln 
verhalten  sich  wesentlich  wie  die  Hauptwurzeln  und  in  der  Bildungs- 
stätte jener  hat  sich  demgemAss  eine  entsprechende  Turgorverflnderung 
zu  vollziehen. 

Nach  iSstOndigem  Eingipsen  ist  die  Turgorschwellung  in  der 
Wurzel  von  Faha  wesentlich  beendet,  wenigstens  konnte  bei  Aus- 
dehnung der  Versuche  auf  6  und  auf  16  Tage  eine  merkliche  Zu- 
nahme des  Turgors  (auf  plasmolytischem  Wege)  nicht  constatirt 
werden.  Sollte  bei  weiterer  Ausdehnung  der  Versuchsdauer  ein  Tur- 
gorabfall  einlrcten.  so  würde,  ausser  an  Al)Sterl)unixsorscheinungen, 
an  die  schon  in  Bezug  auf  die  Druckleisluogen  angedeuteten  Corre- 
lationserfolge  zu  denken  sein. 

Da  aber  nach  48  Stunden  die  von  den  Wurzeln  der  Yicia  faba  aus- 
gehende Drucksteigerung  noch  zunimmt  (vgl.  p.SIS4),  80  muss  von  da  ab 
— -  die  Turgorschwellung  als  beendet  vorausgesetzt  —  die  Ursache  der 
Steigerung  wesentlich  in  der  llinger  fortdauernden  Hautentspannung  zu 


Digitized  by  Google 


302 


W.  Pfbppm, 


(70 


suchen  sein,  ein  Schluss,  der  auch  durch  anderweitige  Erfahrungen 
geslttlzt  wird.  Anderseils  muss  die  Haatentspannuiig  sogleich  mit 
der  Darbietung  der  Widerlage  beginnen,  da  gegen  eine  solche  auch 
die  MaiBwurzel,  trotz  des  Mangels  einer  Tuigorschwellung,  sofort 
zu  drücken  beginnt.  Ob  in  Faha,  was  wahrscheinlich  ist,  ebenso 
die  Turgorscbwellung  sogleich  beginnt  und  wie  diese  im  Naheren 
verläuft,  habe  ich  nicht  untersucht.  Doch  lUsst  z.  B.  die  Tui^r- 
curve  c  in  Fig.  7  erkennen,  dass  sich  die  Turgorznoahme  zunächst 
schnell  entwickelt  und  es  kann  kein  Zweifel  sein,  dass  sie  schliess- 
lich Inngsain  ausklingl,  also  nach  4S  SluaUeo  wohl  noch  nicht  absolut 
beendet  ist. 

Nacli  Beseitigun.y;  der  mechanischen  Widerlage  geht  der  i;e»lcigerle 
Tiirgor  nicht  nur  in  den  niinmclir  wachsenden,  sondern  auch  in  den 
ber<Mts  aiisirewachsenen  Hegionen  auf  die  der  freien  Wurzel  zu- 
koinriieude  Iluhe  zurück.  Als  Wurzeln  von  Faha  nach  48-  und 
72slUndigem  Eingipsen  aus  dem  Gipsverband  befreit  wurden,  wuchs 
nur  der  G  mm  lange  Spitzentbeil,  dieser  aber  energisch  weiter.  Je- 
doch auch  in  den  rückwärts  anschliessenden  Zellen,  in  welchen  der 
Turgor  erheblich  gesteigert  war  (vgl.  Fig.  7),  war  dieser  nach 
24  Stunden  nahezu,  nach  48  Stunden  volIsUlndig  auf  8,6  Plt>c.  Sal- 
peter, also  auf  den  Werth  gesunken,  welcher  ausgewachsenen  2Sonen 
zukommt,  und  das  auch  in  denjenigen  Zellen,  welchen  durch  das 
Eingipsen  eine  subnormale  Grosse  aofgediüngt  worden  war.  (Vgl 
Kap.  VII.) 

Die  Reacttonsthatigkeiten  gegen  Hemmnisse,  also  auch  die  Haut- 
entspannung  und  die  Constanz  resp.  die  Anschwellung  des  Turgois, 
werden  eben  von  inneren  Regulationen  gelenkt,  und  diesen  inneren 
Reizverkettungen  ist  es  ebenso  zu  verdanken,  dass  der  Turgor  in 
wachsenden  Zellen  auf  entsprechender  Höhe  erhalten  wird.  (Näheres 
Kap.  VI.)  Den  allgemein  specilisch  verschiedenen  Fähigkeiten  ist  es 
zuzusclireiben ,  dass  die  Reaction  gegen  Widcrslaiide  nicht  ganz 
identisch  in  allen  Pllanzc.'uorganen  ablUuft.  Wenn  aber  häulig,  und 
so  auch  speciell  in  vielen  Wur/Hln ,  eine  Tiirgorsteigerung  mithilfi, 
so  muss  ein  solcher  Zuwachs  an  disponibler  Energie  als  eine  ganz 
zweckentsprechende  Anpassung  erscheinen. 

Wie  schon  bemerkt  ergaben,  ausser  Mais,  alle  untersuchten 
Wurzeln  eine  Turgorscbwellung,  deren  einfache  Conslatirung  mir  aber 
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gentigte,  lieber  die  Höbe  dieser  Steigerung  vermag  ich  des- 
lialb  nicht  so  exacte  Angaben  za  machen  wie  für  Faha,  doch 
scheint  diese  bezuglich  der  Turgorzunabme  von  keiner  der  geprüften 

Wurzeln  übertroffen,  von  den  meisten  aber  nicht  erreicht  zu  wer- 
den. Annähernd  gleiche  Ilühe  mag  diese  i'urgorschwelhing  bei 
Lupinus  albus,  vielleicht  auch  hei  Vicia  suliva  erreichen.  Da- 
gegen dUrlte  der  maximale  Steigerungswerlh  für  Helianihus  annuus, 
Polygonum  fagopyrum,  Hrasiiica  Napus,  Sinapis  alba,  Ricinus  com- 
munis geringer  ausfallen  und  möglicherweise  Übersteigt  die  Zimahme 
in  der  Wunsel  der  letztgenannten  Pflanzen  nicht  wesentlich  0,5  Proc. 
Salpeter. 

Die  Bpedfischen  Eigenheiten  und  Reactionsfilhigkeiten  bringen  es 
mit  sich,  dass  die  osmotische  Energie  in  den  POanzen,  den  ver- 
schiedenen Zwecken  entsprechend,  reguürt  und  nutzbar  gemacht  wird. 
Die  Constanz  des  Turgors  in  einer  wachsenden  und  an  Volumen  zu- 
nehmenden Zelle  fordert  ebenso  eine  regulatorisch  geleitete  Production 
osmotisch  wiricsamer  Stoffe,  wie  die  Constanz  des  Turgors  bei 
mechanischer  Wachsthumshemmung.  Denn  bei  dieser  muss  eben 
jene  ProducliunslhiUlgkeil  sogleich  auf  Null  zurückgehen,  und  die 
Kealisirung  dieser  Forderung  nur  in  gewissen,  jedoch  nicht  in  allen 
Fullen  kennzeichnet  die  dilFerenten  Kesultate  sofort  als  die  Folgen 
specitisch  verschiedener  Keactionsltiliigkeilen.  Wie  in  der  Wurzel 
von  Mais,  unterbleibt  eine  Turgorschwellung  in  Ghara,  Nitelta,  Spiro- 
gyra,  femer  in  den  Halmknoten  von  Triticum  vulgare  und  spelta, 
wenn  die  in  diesen  geotropisch  inducirte  Wachsthumsbestrebung 
mechanisch  gehemmt  wird,  wahrend  unter  gleichen  Bedingungen  in 
der  am  schnellsten  wachsenden  Unterseite  im  Knoten  von  Hordeum 
vulgare  eine  Turgorsteigerung  auftritt 

Turgorschwankungen  sind  aber  bekanntlich  nicht  nothwendig 
an  Wachsthomsthtttigkeit  gekettet.  Denn  ohne  solche  vollzieht  sich 
u.  a.  die  Senkung  und  Rttckregulation  des  Turgors,  durch  welche 
die  Reizbewegungen  von  Mimosa  ausgeführt  werden  und  ebenso 
sind  u.  a.  die  geolropi. sehen  und  heliotropischen  Krüniinungon  in 
den  Gelenken  der  Blätter  von  Phaseolus  mit  einem  Xurgorwechsel 
verknüpft'). 


0  Vgl.  PrBrPBRj  Physiologie  fid.  II,  p.  3S3. 
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Falleo  aber  Turgorsteigeniog  und  WachsthumsbemmuDg  seitlich 
und  lüumlich  zusammeD,  so  ist  doch  keiooBwegs  eine  gleichzeitige 
Eliminirang  der  Turgorspannung  der  Zellhaat,  wie  sie  in  unseren 
Experimenten  eintrat,  eine  nothwendige  Voraussetzung.  Tbatsttcblich 
wird  sogar  in  gewissen  Pflanzen  bei  Zunahme  der  Hautspannin^ 
durch  mechanischen  Zug  eine  Turgorsteigerung  Hand  in  Hand  mit 
einer  Retardirang  des  Wachsens  beobachtet*). 

Nach  unzureichenden  Versuchen  scheint  in  den  Wurzein  von  Faha 
eine  Turgorsteigerung  um  1  bis  1 ,5  l^oc.  Salpeter  auch  dann  cinzu- 
Irelcn,  wenn  ihr  Wacliälhuiu  durch  Aufcntliall  hei  .iö"  bis  39**  C. 
verlangsamt  wiid.  Solche  Versuclisbedingungen,  la  welchen  u.  a. 
die  AthiiuiDg-slhlltigkeit  erheblich  gesteigert  wird,  sind  natürlich  an- 
ders zu  Itcuitheilen,  als  die  Wachstliutiisheminungcn  durch  Ent- 
ziehung von  Sauerstofl'  oder  durch  niedere  Temperatur.  Doch  (lürtlen 
auch  unler  derartigen  VerhUltnissen  in  concreten  Fallen  biologi^cb 
bedeutungsvolle  Turgorvariationcn  getroffen  werden^). 

Bedeutungsvoll  fur  die  Anpassung  an  gewisse  Lebensweisen 
sind  auch  die  durch  Salzlösungen  veranlassten  Turgorregulationen. 
Zu  solchen  sind  offenbar  alle  Pflanzen,  jedoch  in  einem  sehr  ver- 
schiedenen Grade  beflihigt  und  durch  Escbinhacbn's')  Untersnchungon 
ist  bekannt,  dass  es  hierbei  sich  keineswegs  allein  um  eine  Kqnili- 
brirende  Salzaufnahme  handelt,  sondern  dass  in  concreten  Fttlien 
die  Salzlösung  nur  die  Veranlassung  (ttr  die  entsprechende  regula- 
torische  Production  der  osmotisch  wirkenden  Stoffe  ist 

Diese  Hinweise  mOgen  genügen,  um  in  das  Gedachtniss  zu 
rufen,  dass  die  Pflanze  normalerweise  wlihrend  ihres  ganzen  Lebens 
und  auch  fai  der  Reaction  gegen  Äussere  Eingriffe  und  Verhältnisse  den 

t)  Vgl.  PpBVTBi,  KMfgelik  IS91,  p.  146  und  die  demn»chit  enoheinMide 
Arbeit  Hrgub's. 

S)  Vielleicht  hat  auöh  in  maneh«!  FKllea,  wie  in  den  BletigdenkeD  von 

Mitnosa  pudica,  das  Chlorofonnircn  eine  gewisse  TargOmmahne  SOT  Folge.  Vgl. 
Vnma,  Physiologische  Unters.  <873,  p.  65. 

3)  EsciiENUAGEN,  Eintliiss  von  L(i«uit«on  auf  d;(s  Wach.«thum  von  Schimmel- 
(»ilzeu  <889.  —  Speciell  für  U  virzelaccomiuodation  j^ielie  Wielbh,  Bcricblo  der  bota- 
nischen Gesellschaft  1887,  p.  37G;  Wobtmann,  Botanische  Zeitung  (889,  p.  880; 
SfruioMf  Botanisehe  Zeitung  189t,  p.  S9S.  Auf  Algen  beziehen  sieb  die  Arbeiten 
von  OtTMARifs,  ffitsuogsbericbte  der  Berliner  Akademie  4891,  p.  198  und  Rkbtbk, 
Flora  IS9t,  p.  4. 
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Turgescenzzusland  ihrer  Zeilen  regulalorisch  zu  lenken  hat,  dass 
demgemltes  auch  der  Tui^r  je  nach  EotwickluDgspbasen  und  Be- 
dingancfen  veränderlich  sein  und  von  einem  Normalturgor  immer  nur 
io  Bezug  auf  bestimmte  Eotwickluogsstadieo  uud  CulUirbedinguDgen 
die  Rede  sein  kami. 

3.  ADSchliessende  Beobachtungen  und  Bemerkungen. 

Im  Anschluss  an  unsere  Versuche  mögen  liiiM-  einige  Bemer- 
kungen Platz  iinden,  die  tlieihveise  die  Methodik,  ihcilvveisc  Nutz- 
anwendungen auf  Fragen  belrefl'en,  welche  nicht  das  nächste  Ziel 
unserer  Studien  waren. 

Es  wurde  schon  hervorgehoben,  dass  und  warum  die  isosmotischen 
Werthe  durch  die  plasmolytische  Methode  etwas  zu  hoch  und  hoher 
ab  durch  die  Yerkorzungsmethode  gefunden  werden  müssen  (p.  295). 
Weil  aber  zur  Markirung  der  Plasmolyse  stets  eine  gewisse  absolute 
Abhebung  des  PlasmakOrpers,  also  ein  entsprechender  absoluter  Ueber- 
Bchuss  des  Salzes  nOthig  ist,  so  muss  der  procentiscbe  Fehler  im  All- 
gemeinen mit  der  Kleinheit  der  Zellen  zunehmen.  Doch  ist  der  so 
begangene  Fehler  in  Wurzeln  und  anderen  Objeclen  nicht  derart, 
dass  allein  dadurch  das  Ansteigen  iler  Turgorcurve  nach  dem  klein- 
zelligercn  Scheitel  veranlasst  wird,  ein  üang,  den  ja  in  diesem 
llauptzugo  auch  die  Verkürzungsnielhodo  ergibt,  welcher  der  eben 
erwähnte  Fehler  nicht  anhaftet.  Wenn  der  Abstand  beider  Curvcn 
nach  der  Wurzelspitze  hin  nicht  allgemein  zunimmt  (vgl.  Übrigens 
Fig.  7),  so  kann  das  bei  der  etwas  complexen  Gonstellation  nicht 
Wunder  nehmen. 

In  beiden  Methoden  wird  der  als  Maass  benutzte  Grenzwerlh 
erst  erreicht,  nachdem  die  elastische  Flachendehnnng  der  Zell- 
baut ansgeglicheD,  das  Volumen  der  Zelle  also  demgemllss  ver- 
kleinert ist.  Im  umgekehrten  Yerhältniss  zum  Volumen  aber  steigt 
der  osmotische  Druck,  der  eben  von  der  Zahl  der  SalzmolekUle  in 
der  Volumeinheit  abhängt').  Nun  ist  aber,  wie  bei  Gompression 
eines  Gases,  das  Product  aus  Volumen  und  Druck  (für  welchen  wir 


0  V^l.  I'kki'iph,  KiiiTgctik  189  2,  p.  22X  uud  216.  Hier  ist  auch  hervor- 
gehoben, da;>s  diesen  uud  anderen  Fehlerquellen  in  den  plasmolytischen  Versuchen 
bisher  Mm  Sechnung  getragen  tu  werden  pflegte. 
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uucil  ilio  Moickiil/alil  in  der  Volumeiulioit  setzen  künnen)  eine  Con- 
stanlc  und  liierdiircli  oii^ibt  sich  hei  Kennlniss  der  Volumabnahnic 
durch  WasserauslriU  sofort,  um  wie  vic^l  der  osmotische  Werth  der 
plasmolysirendeu  Lösung  iiüher  ist  als  die  osmotische  Energie,  welche 
in  der  oxpandirlen,  turgescenten  Zelle  wirksam  war.  Diese  osmo- 
tische Energie  ist  also  nur  halb  so  hoch  als  der  plasmolytisch  ge- 
fuDdene  Werth,  wenn  die  Zelle  aur  die  ilulfto  ihres  Volumens 
zurückgeht,  ein  Rückgang,  weU  Ium  bei  Plasmolyse  der  StaabfÜden 
von  Cynareen  sogar  übertrotTen  wird. 

Aber  auch  in  Wurzeln  ist  die  Zellhaut  in  der  wachslhums- 
mhigen  Region  ziemlich  weitgehend  elastisch  gedehnt,  so  daas  bei 
Plasmolyse  die  Lange  gewöhnlich  um  mehr  als  40  Proc.,  der  Quer- 
durchmesser in  einem  geringeren  Grade  vermindert  wird.  Setzen  wir 
diese  Yolumänderung  nur  zn  10  Proc.  an,  so  wttrde  doch  für  eine 
Zelle,  in  welcher  im  turgescenten  Zustand  ein  5  t*roc.  Salpeter  ent- 
sprechender osmotischer  Druck  bestand,  die  osmotische  Leistung,  bei 
Aufhebung  der  Turgordehnung  der  Wand,  auf  5,55  Proc.  Salpeter 
gestiegen  sein  und  Itlr  3  Proc.  würde  sich  eine  Steigerung  auf 
3,33  iVoc.  ergeben.  Diese  DilVercn/,  wird  naturlich  bei  geringer 
elastischer  Dehnung,  wie  solche  zumeist  in  den  Zellen  besieht,  ver- 
schwindend gering. 

i\Iil  unseren  Methoden  messen  wir  also  nicht  die  osmotische 
Energie  in  der  turgescenten,  sondern  in  einer  bis  zur  Aufliebung 
der  Turgordehnung  der  Wand  comprimirten  Zelle  (resp.  Zellcomplex) . 
In  diesem  Zustand  befinden  sich  in  Folge  der  rcalisirten  Entspannung 
die  gegen  den  Gipsverband  pressenden  Wurzeln,  welche  demgemäss 
beim  Befreien  sich  unter  Volum/.unahme  verlängern,  bei  Plasmolyse 
aber  wieder  auf  das  dem  Geföngniss  entsprechende  Volumen  zurück- 
gehen. Auf  dieses  Volumen  aber  ist  die  in  der  eingegipsten  Wurzel 
vorhandene  Tuigorkrafl  zu  beziehen,  welche  demgemSss  durch  unsere 
Methoden  voll  bemessen  wird;  Dagegen  gibt  diese  Methode  die  osmo- 
tische Energie  far  die  zum  Vergleich  zu  wahlende  normale  turgescente 
Wurzel  zu  hoch  an  und  hiernach  wttrde  also  die  Eliminimng  dieser 
Fehler  die  Differenz  der  Gurven  a  und  a'  In  Fig.  7  (pag.297)  nur 
steigern.  Als  Schluas  aus  diesen  und  anderen  Erwägungen  eigibt 
sich  also  stets  nur,  dass  die  construirten  Curven  zwar  den  realen  Ver- 
hultnissen  nicht  in  aller  Exactheit  entsprechen,  dass  indess  Ober  ^ne 
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sehr  erhebliche  Turgorsteigerung  io  Faba  u.  g.  w.  kein  Zweifel  bc- 
slehen  kann. 

Die  Turgorschwellung  vollzieht  sich  auch  im  Urnicristem  der 
Wurzel,  wo  sie  freilich  in  der  Wurzel  von  Faba  nur  mittelst  der 
VerkUrzongBinetbode  bestimmt  werden  konnte  (pag.  298).  Im  Ur- 
meristem  mancher  anderer  Pflanien  ist  aber  die  plasmolytische  Ab- 
hebaog  des  ProtoplasmakOrpers  ohne  Todtung  möglich,  so  z.  B.  in 
der  Wurzel  von  Zea  mais  und  in  den  Sprossen  von  Polygonum  Sieboldi, 
ebenso  im  Yegetationspuakt  der  Keimstengel  von  Vicia  faba,  und  flir 
letzteren  wurde  auf  diesem  Wege  eine  Turgorzunahme  im  Urme- 
riöleai  als  Folge  des  Kingipsens  constatirl  (Kap.  IX). 

Uebrigens  ist  für  verschiedene  Objecle  ein  .schnulle.s  Ahslerbcn 
bei  plasmolytischen  EingrilFen  bekannt,  und  solche  Emplincllichkeil 
kommt  auch  im  hohen  (irade  dem  l  rineristein  in  der  Wurzel  Non 
Vicia  faba  zu.  ThalsUchlich  kam  es  iu  einzelnen  Fidlen  in  dem  IJr- 
mei'islem  dieser  Wurzel  durch  Salpeter  zu  doullicher  Plasmolyse, 
die  aber  bald,  in  Verband  mit  Abstcrbungserscheinungen,  rückgängig 
wurde.  Immerhin  verdienen  diese  Erscheinungen  um  so  mehr  eine 
nähere  Untersuchung,  als  die  Erfahrungen  mit  der  Verkflrzungs- 
methode  lehren,  dass  ohne  eine  Schädigung  die  osmotische  Energie 
im  Urmerislem  durch  Kalisalpeter  ttquilibrirt  werden  kann.  Möglich 
dass  hier  in  einer  gewissen  Adhäsion  zwischen  Protoplast  und  Zell- 
haut, resp.  in  den  mit  der  Trennung  beider  verknüpften  Eingriffen 
die  Ursache  des  Schadigens  begründet  ist. 

Zwar  fehlen  im  Urmerislem  unserer  Wurzeln  kleine  Vacuolen 
nicht,  doch  sei  nac  lidi  lu  kla  h  (lai  iiu  i'i  iunerl,  dass  iiichl  an  deren 
Existenz  die  Turgordehnuug  dci  Haut  gekettet  ist,  Nvie  es  Wem  und 
ebenso  Wortmann')  unbegreilla  her  Weise  annahmen,  ein  Irrthum,  der 
consequeuterweise  zu  dem  falschen  Sciilusse  fuhren  mussto,  dass  sich 
die  Turgorcurve  nach  einem  vacuolentreien  L'rmerislem  rapid  senke. 
Uebrigens  ergeben  ebensowohl  die  Plasmolyse  als  auch  die  Yer- 
kürzungsmethode  die  ansehnliche  lurgorkrat't  im  Urmeristem. 

Die  Hauptzttge  der  durch  Fig.  7  und  8  dargestellten  Turgor- 
vertheilung,  d.  h.  eine  annähernde  Constanz  nach  vollendetem  langen- 


i)  Bot.  Zeituuij  I  »8'J,  p.  2G3.  —  Gerügt  ist  dieser  Fehler  bei  fi  KFiBii,  6tud.  mr 
SADDlnissd. Plasmahauta. d.Vacuoleo  1 890,  p.  S97,  u. Slud.  z.  Energetik  1 892,  p.l46. 
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wachsthirui,  und  ein  allniUliliches  Ansteigen  bis  zum  Urmerislein  kommt 
allen  initersuchten  Wurzeln  und  in  iMn(!r  analogen  Wi'ise  aucli  den 
Keimslengeln  einiger  Pflanzen  zu  (Kap.  IX).  Die  Curve  Im  die  In- 
lensitHt  des  Turgnrs  fallt  also  keineswegs  mit  der  Curve  der  Waclis- 
lliunissclineiligkeil  zusaniiuiMi,  die  iur  die  Wurzel  von  Faha  5 — 7  mm 
von  der  Spitze  entfernt  ihren  Culminationspunkt  erreicht'). 

Nach  WoRTUANN^)  soll  freilich  in  keimslengeln  die  Turgorcurve 
in  den  ausgewachsenen  Theilen  und  von  diesen  ab  bis  zu  dem 
Streckungsmaxünum  horizonlal  verlaufen,  um  von  da  ab  erst  lang- 
samer, dann  schnell  gegen  den  jüngsten  Spilzenlheil  hin  zu  fallen. 
Diese  letztere  Annahme  gründet  sich  aogenscheinUeh  allein  auf  die 
ganz  unrichtige  Voraussetzung,  dass  im  vacuolenfreien  Urmerislem 
keine  Tuigorkrafl  bestehe,  denn  empirisch  ist  nur  für  die  an  das 
Wachsthumsmaximum  anstossende  Gewebezone  eine  Turgoiabnahme 
um  etwa  1  Proc.  Rohizucker  notirt^.  Das  entspricht  aber  nur 
0,197  Proc.  Kalisalpeter,  also  einem  relativ  geringen  Turgomnler- 
schied,  wie  er  in  benachl>arten  Zellen  desselben  Gewebes  in  diesen 
Objccten  gewöhnlich  gefunden  wird  (vgl.  p.  300). 

Thatsächlich  finde  ich  aber  z.  B.  ftlr  die  Turgorcurve  der  Keim- 
stengel von  Vicia  faba  und  Phast'olus  niiiitiflorus  —  zwei  Pflanzen, 
die  auch  Wortmanx  untersuchte  —  einen  im  Princip  ähnlichen  Ver- 
lauf wie  für  die  Wurzeln,  und  wenn  mit  der  Verlängerung  der  wach- 
senden llegion  die  Turgorzunahnie  auf  (  ine  längere  Abscissenachse 
fällt,  so  ist  doch  die  Diflerenz  zwischen  Scheitelpunkt  (4 — 5  Proc. 
Salpeter)  und  ausgewachsener  Hegion  (2,5  Proc.  Salpeter)  ebenso 
gross  wie  in  der  Wurzel  von  Faba.  Es  handelt  sich  also  nicht  um 
geringe,  sondern  um  sehr  erhebliche  Differenzen,  die  vollwertbig 


f)  Ygl.  SACBSf  Arbwien  aus  dem  boUn.  Institttt  io  Würxburg  1873,  Bd.  I, 

pag. 

2)  Rotan.  Zcitiinp  1889,  p.  201.  —  de  Viiii-s  (Mochanischo  Ursachen  der 
Zellstreckung  t  877,  p.  üo)  fand  eine  Turgorzunalime  nach  den  jüngeren  Geweben 
hin,  vei^licb  aber  nur  Spro«sUieile  mit  schon  ausgesprochener  GewebediOerenzirung 

3)  Bs  tat  ^ne  nnricblige  Annahme  WonniANM's  (1.  c.  |k  SGO),  dnss  durch 
Anwendung  von  Robrxueker  eine  grössere  Genauigkeit  erreichbar  sei.  Denn  die 
Schwierigkeilon  hinsichtlich  der  Bestimmung  des  Grenzwerthes  bleiben  bei  jeder 
isotonisohen  I.üsung  dieselben  .  dio  <'nnrenlration  der  S,i![)(MfrIösung  aber  Vmn 
man  uhiic  jede  Mühe  uiit  einer  grüs.seren  Uenauigkcil  herstellen,  als  für  solche 
Zwecke  nöthig  isl. 
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weiterbesteben,  wenn  in  der  Curve  kleinere  secundSre  Maxima  und 
Minima  aufgedeckl  werden  sollten.   Die  Existenz  solcher  lialte  ich 

für  sehr  möglich,  behaupte  auch  nicht,  dass  stets  die  Turgorkraft 
einen  Maximalwert h  im  wachsenden  Scheitel  erreicht.  In  Cladophora 
ist  z.  B.  kein  aunallender  Turgorunterschied  zwischen  der  Scheitel- 
zelle und  den  nlteren  Segaienten  zu  ünden  und  ähnlich  scheint  es 
auch  bei  Chara  zu  sein. 

Bei  Anwendung  der  Verkürzungsmethode  wurde  auch  die  in 
der  markirten  Zone  bestehende  Turgordehnung  nebenbei  bekannt 
und  einige  Bemerkungen  Uber  diese  durften  deshalb  hier  ange- 
bracht sein. 

Wie  schon  durch  Sacbs*)  und  für  Mais  ntther  durch  Amirm^ 
bekannt  ist,  besteht  in  der  wachsenden  Zone  der  Keimwuraeln  eine 
sehr  ansehnliche  Turgordehnung,  deren  plasmolytische  Aufhebung  in 
unseren  Versuchen  bei  Faba  eine  Verkttraung  zwischen  i  0  und  SOPro^., 
bei  Mais  eine  solche  zwischen  H  und  S4  Proc.  herbeifllhrle.  Bfit 
dem  LSngenwachsthum  aber  nimmt  die  elastische  Dehnbarkeit  im 
hohen  Grade  ab,  so  dass  die  Aufbebung  der  Turgordehnung  in  den 
ausgewachsenen  Wnrzelpartieen  nur  eine  Verkürzung  um  0,6 — 4 ,5  Proc. 
veranlasst.  Hier  Stessen  wir  also  auf  gewöhnliche  Verhaltnisse, 
während  der  Zellhaut  in  der  Wachslhumszone  eine  besooders  hohe 
ela.stische  Dehnbarkeil  zukommt,  die  freilich  in  einzelnen  Objeclen, 
wie  z.  B.  in  den  Staubfäden  der  Cynareen,  noch  weit  Ubertrotfen 
wird . 

Ob,  wie  es  Askenasy*)  für  Mais  angibt,  die  Turgordehnung  ge- 
gen den  Scheitel  der  Wurzel  allgemein  etwas  abnimmt,  muss  ich 
dnhin  frcslrlll  sein  lassen.  Meine  ziemlich  zahlreichen,  allerdings 
ohne  Uücksicbt  auf  diese  Frage,  an  der  Wurzel  von  Faba  ange- 
führten Messungen  lassen  eine  derartige  Abnahme  nicht  erkennen, 
denn  ebenso  oft  wurde  in  oder  hinter  dem  Wachsthumsmaximum  die 
grOfiSte  Turgorverkttrzung  beobachtet. 

Nun  nimmt  aber  die  Tüi^renergie  spitzenwflrts  zu,  und  damit 


<)  Arbeiten  a.  d.  bot.  Institut  in  Würzburg  1873,  Bd.  I,  p.  39S. 

2j  Heri<hle  der  bot.  üesellscbafl  tS'H),  p.  69. 

.3)  Vgl.  Ppbffeb,  Physiologie  Bd.  II,  p.  iU. 

4)  I.  c,  p.  69. 
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trotzdem  die  Dehngrösse  dieselbe  bleibt,  bedarf  es  einer  entsprechen- 
den Componsation.  Ich  wage  nicht  zu  entscheiden,  ob  diese  einfach 
durch  enispiechendc  ZunaliiiK;  des  wii  k-iunen  Querschnitts  der  Wand- 
inassc  oder  durch  IMilhilfe  von  QualillUsdillci iMizen  der  Haut  erreicht 
wird.  Eine  .sichere  Heurliieilung  ist  ;nirh  keineswegs  so  leiclil,  da 
vorf;chu'tlen(!  Veilialtnisse,  wie  z.  H.  die  gelinge  Grosse  der  Zellen, 
der  l-^inlhiss  des  Gewebeverbaodes  u.  s.  w.  mit  in  Betracht  2u 
ziehen  sind'). 

Soviel  ist  aber  gewiss,  dasä  die  maximale  Torgorenergie  nicht 
mit  der  Zone  der  maximalen  Streckung  zusammenfallt.  Ebenso  bc> 
steht  kein  Zusammenhang  zwischen  Dehngrösse  und  der  Zuwachs- 
schnelligkeit in  Wurzeln,  und  dasselbe  ist  nach  WoiTHAim^  auch  in 
Stengeln  der  Fall.  Die  Frage  nach  solcher  Goincidenz  verliert  aber 
tiberhaupt  mit  dem  in  dieser  Arbeit  zu  führenden  Nachweis  an  Be- 
deutung, dass  eine  hohe  Turgordehnung  keine  Bedingung  für  das 
Flflchenwachsthum  der  Haut  ist.  Auch  lehren  Versuche,  in  welchen 
durch  Hemmung  des  Wachsens  in  der  übrigen  Wurzel  der  ausserste 
Spitzentbeil  zu  einem  ungemein  schnellen  Wachsthum  angeregt  wurde, 
in  sehr  schlagender  Weise,  dass  andere  Momente  für  die  Wadis- 
thumsregulation  entscheidend  sind. 

Itu  Gipsverband  rückt  das  Daneigewebc  s|)it/.ensvarts  vor,  so 
dass  nach  2 — 3  Tasten  die  noch  waehstluiniriUiij^e  Zone  auf  die  halbe 
normale  Lünge,  d.  h.  in  der  Wurzel  von  Kaba  auf  5  —  0  nun,  in 
der  von  Mais  auf  3 — inni  verkürzt  ist.  Nur  in  dipsec  wachs- 
lluimsl'aliig  gebliebenen  Zone  wird  hohe  elastische  Dehnbarkeit  be- 
wahrt und  deshalb  nuissle  die  Turgorbestimmung  mittelst  der  Ver- 
kUrzungsmethode  auf  diese  Zone  eingeschrUnkt  werden.  Doch  nimmt 
die  Grösse  der  Turgordehnimg  etwas  ab,  denn  die  plasmolytische 
Verkürzung  war  nach  iSslUndigem  Eingipsen  in  der  Wurzel  von  Faha 
von  40 — 20  Proc.  auf  8 — 43  Proc.  (20  Versuche),  bei  Mais  von 
U — 24  Proc.  auf  8 — 17  Proc.  zurttckgegangoo.  Mit  Rucksicbt  auf 
die  erheblich  gesteigerte  Turgoricraft  muss  die  Reduction  in  Faha 
sogar  noch  ansehnlicher  sein,  als  sie  die  Versuche  erscheinen  lassen. 

Wenn  auch  in  der  wachsthumsfübigen  Zone  der  eingegipsten 


1)  Vgl.  Pi  RKKKn,  iincr^ctik  I  K9 2,  p.  24(ii  auch  Pflanzenphysiologie  Bd.  II,  p.l7. 
t)  Bot.  Zeiluna  iüS'J,  p.  234. 
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Wurzeln  eine  Wandverdickung  nicht  gerade  auffüllt,  so  nlu^^  ich 
doch  dahin  gesteilt  sein  lassen,  ob  eine  solche  im  Ucsultate  betheiligt 
ist  oder  ob  dieses  sich  als  alleinige  Folge  eioer  modincirtcn  Elasticilät 
iler  Haut  ergibt.  Die  Herstellaog  einer  gendgendeo  Widersiandsftihi^ 
keit  erscheint  aber  da  ganz  zweckentsprechend,  wo  in  Folge  der 
TargorsteigeruDg  die  Zellwllnde  der  wieder  befreiten  Wurzeln  zu« 
nächst  einer  höheren  osmotischen  Eneiigie  entgegenzuwirken  haben. 

G.  Die  fiatspannaiig  der  Zelliiaut 

Wird  eine  Wurzel  so  eingegipst,  dass  aus  der  Gipsplatte  eine 
LUngskanle  hervorsiehl  und  buhl  nach  dem  l^r^ta^■en  des  Gipsgusses 
der  Einwirkung  einer  6 — 7prücentigen  Salpelerlösung  ausgesetzt,  so 
tritt  in  Folge  <ler  Aut  liehung  der  Turgordehnung  eine  elastische  Ver- 
kürzung ein.  welche  fast  allein  den  wachsenden  Spitzenlheil  betriiHl. 
Nach  vollendeter  Plasmolyse  erscheint  die  Spitze  der  Wurzel  von 
Faba  0,9 — 1,8  mm,  die  von  Mais  fast  ebenso  ansehnlich  von  dem 
bisherigen  Gontactpunkt  zurückgezogen. 

Ganz  anders,  wenn  die  Wurzel  in  dem  nach  dem  Muster  von  Fig.  2 
(p.844)  dargestellten  Gipsverband  2 — 3  Tage  verweilte  und  inzwischen 
einen  allseitigen,  hoben  Druck  gegen  diese  Widerlage  entwickelte. 
Durch  vollkommene  Plasmolyse  ist  nunmehr  eine  bemerkbare  Ab- 
bebung  des  WurzelkOrpers  von  der  Gipsform  nicht  mehr  zu  erzielen. 
Gegen  diese  Form  aber  wird  die  befreite  turgesccnle  Wurzel  um 
0,4  —  0,9  mm  verlängert  und  dieselbe  Liinge  nimmt  auch  die  im 
plasmolytischen  Zustand  aus  dem  (Gipsverband  befreite  und  ilaiin  in 
NVasser  gebrat  hle  Wurzel  an.  lilrneuerte  Plasmolyse  führt  die  auf 
die  eine  oder  die  andere  Weise  behandelte  Wurzel  wieder  auf  die 
Dimension  der  Gipsform  zurück,  die  allseitige  Aopressung  an  dioso 
war  also  nicht  etwa  ein  mechanisches  Heummiss  fttr  die  Heaiisirung 
einer  angestrebten  Verkürzung. 

Nach  der  vollen  Reaction  gegen  die  Widerlage  waren  also  die 
Zellwftnde  ganz  entspannt,  denn  jedwelche  elastische  Tuigordehnung 
würde  in  einer  Yerkarzung  bei  Aufhebung  der  Turgorkralt  zum  Aus- 
druck kommen.  FUr  Erzielung  eines  wahrnehmbaren  Effectes  sind 
die  elastischen  Eigenschaften  immer  noch  ausreichend,  wie  schon 
aus  der  Behandluog  dieses  Gegenstandes  (p.  309)  und  ebenso  aus 
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der  Ungenzunahme  der  aus  der  Gipshulle  entDommenea  turgesceo' 
ten  Wurzeln  hervorgeht.   Da  aber  die  Zellhaul  vor  dem  Bingipeen 

den  vollen  Turgordruck  zu  üquilibiiren  halte  und  l)ekanntlich  erheb- 
lich elastisch  verlllngert  war,  so  ist  demgen)liss  die  l.ntspannung 
herbeigeführt,  indem  die  Zelivvilnde  in  der  Gipshulle  in  entsprechen- 
dem Maasse  in  die  FlUche  wuchsen  und  so  es  .schliesslich  dahin 
brachten,  dass  die  lurgorlos  gedachte  Wurzel  die  vollen  Dimensionen 
der  Gipsform  erreichte.  Nunmehr  wirkt  die  ganze  Turgorenergie 
gegen  die  Gipswaod,  ebenso  wie  gegen  eine  Glaswand  der  volle 
Druck  des  Wassers  wirkt,  wenn  dieses  von  doi-  Glaswand  durch 
einen  angepressten,  spannungslosen  Kautschuckschlauch  getrennt  wird, 
der  beim  Aufheben  des  bydroslatischeo  Druckes  seine  Form  bewahrt, 
sidi  aber  innerhalb  der  Glasfonn  verkürzt^  wenn  er  elastisch  in  An- 
spruch genommen  war  und  natOrlich  in  entsprechendem  Grade  den 
gegen  die  Glaswand  whrksamen  Wasserdruck  herabminderte. 

Hit  Obigem  ist  die  Entspannungs-  und  Wachsthumsfirage  der 
Hauptsache  nach  in  zweifiBltoaer  Weise  erledigt.  Um  aber  die  zu 
Grunde  liegenden  Grössen  noch  exacter  kennen  zu  lernen,  habe  ich 
auch  mikrometrische  Messungen  ausgeführt. 

Unter  verschiedenen  misslungenen  Versuchen  hatten  in  einigen 
Füllen  die  aufgesetzten  Tuschmarken  das  Eingipsen  und  Entgipsen 
ohne  jeden  Schaden  überdauert,  so  dass  vergleichende  Messungen 
mit  aller  Exactheit  ausgeführt  werden  konnten  (vgl.  p.  293),  Die 
so  mit  Wurzeln  von  Vicia  faba  (30  —  40  mm  lang)  gewonnenen 
Kesullate  sind  in  Tab.  11!  und  IV  zusammengestellt,  von  denen  sirh 
letztere  auf  eine  während  48  Stunden,  Tab.  III  auf  zwei  (a  und  b) 
wtthrend  50  Stunden  eingegipste  Wurzeln  bezieht. 

In  der  Horizontalreihe:  »Lage  der  Marken«  ist  die  Entfernung 
der  Messpunkte  von  der  Wurzelspitzc  in  mm,  in  der  Differenz  der 
Zahlen  0,S— 5,66  mm  u.  s.  w.  also  zugleich  die  Lttnge  der  gemesse- 
nen Strecke  an  der  lurgescenten  Wnnel  vor  dem  Eingipsen  ange- 
zeigt. Die  Anwendung  einer  schwächeren  Vei^grOsserung  in  Tab.  III 
(1  Strich  =  0,043  mm)  bringt  es  mit  sich,  dass  diese  Strecke  in 
Tab.  III  kurzer  ist  als  in  Tab.  IV,  in  welcher  ein  Theilstrich  — 
0,013  mm  entspricht. 

Nach  54  resp.  56  Stunden  wurden  die  dem  HttUgips  entnom- 
menen Gipsplatteu  (vgl.  Fig.  2  p-  241)  zunftchst  kurz  mit  2,5proc. 
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Salj)elcr!ösung  injicirl,  darauf  wurde  die  Wurzel  i»olirl  und  sogleich 
in  6  proc.  S€^l|)elerlösung  gebniclil,  welche  sich  in  kleinen  Caivetten 
befand.  Die  nach  ^5  und  ebenso  nach  3U  iMio.,  also  nach  vollständiger 
Plasmolyse,  abgelesenen  MarkenUistanzon  finden  sich  in  der  dritten 
Horizontal  reihe  verzeichnet,  wUhrond  die  Ilorizonlalreihe  »vor  Ein- 
^psen«  die  Messungen  vor  dem  Eingipsen  in  Theilstricheo  des  Mikro- 
meters wiedergibt.  Die  vierte  Horizontalreihe  »in  Wasser«  gibt  den 
Markenabstand  nach  wiedererreichter  Turgescenz  an.  In  Tab.  HI  ist 
ferner  der  nach  Wiederherstellung  der  Plasmolyse  gefundene  Werth  in 
der  vorletzten  Horizontalreihe  verzeichnet.  Unter  »Verkürzung  in  Proc.« 
ist  der  in  6  proc  Salpeter  und  in  Wasser  gefundene  LUngeDunlerscbied 
in  Bezug  auf  die  in  Wasser  gemessene  Lange  procentisch  anfgefUhrL 


Tabelle  m. 

ht'iintvurzel  von  Vicia  faba. 


a 

1 

Lsgo  der  Markeu 

0,«— 5,66 

5,66—1 0,69 

40.69— 4  5,U 

1  0,4  7-3,4  6 

r.,»ß— 9,55 

nun 

mm 

mm 

I  mm 

mm 

Vor  Elogipflen  1 

^t^  Str. 

117  Str. 

103,5  Sir. 

Pl16  Str. 

10S  Sir. 

Nach  51  Std.  ontgipst  und 

in  6^  Kalisalpeter 

4  26  . 

Wf,  II 

4  03,5  > 

Hf.  0 

ios,n  » 

la  Wasser  | 

143  » 

(22  » 

4  04,0  « 

4  30  » 

4  06,5  J 

fai  6^  Salpeter  1 

416  B 

116  > 

t03,ö  » 

(16,0  ■> 

ioi  » 

VerkSrxttng  in  Proc. 

1 1,9  Proc. 

4t9  Proc. 

0,48  Proc. 

1 4,7  Proc. 

3,9  Proo. 

1  Theibirich  (Str.)  =  6,043  mm. 


Tabelle  IV. 

Keimmarxel  von  Vida  ftäta. 


Lage  der  Marken 

0,6—1,7 

4,7—2,7 

3.<-<,6 

mm 

mm 

mm 

YoT  SingipoMi 

89  Sir. 

77,S  Str. 

89  Str. 

NMl  S6  Std.  eolgifttt  und 

m  f>%  Salpeter 

s  1  » 

77,0  » 

89  » 

In  Wasser 

87,5  » 

4  00,.'i  » 

Verkürzung  in  Proc. 

4  2,4  Proc. 

U,6  Proc. 

tt,4  Proc. 

1  Strich 

=  0,013  mm. 

Mail  ersieht  aus  dieser  Zusammenslclluni;,  chiss  in  der  Versuchs- 
zeit  eine  völlige  (Tal).  Ii!  b,  Tab.  IV  2.  und  3.  Verlicalreilic)  oder 
docij  nahezu  vollsLündigc  (Tab.  III  a  und  Tab.  IV  erste  Vcrlicalreiho) 

Abkaadl.  iL  K.  8.  UawllMii.  d.  WimMob.  XXXUL  ^2 

Digitized  by  Google 


3U  W.  PraFFU,  [8t 

Entspannung  erreicht  war.  Denn  die  IMasinolyso  i  iift  keine  Verkürzung 
hervor,  d.  h.  die  Zellwande  sind  auf  die  der  Gipsform  enisprechendo 
Lange  herangewachsen  und  demgemSss  ergibt  sieh  nach  dem  Ein- 
gipsen für  die  lurgorlosc  Wurzel  dieselbe  oder  fast  dieselbe  Marken- 
distanz wie  für  die  turgescente  Wurzel  vor  dem  Eingipsen.  Die 
Uersteilung  des  lurgescenlon  Zustandes  l)o\voist  aber,  dass  in  der 
entgipslen  Wurzel  hohe  elastische  Dehnbarkeit  besteht,  dass  also  bei 
unvollständiger  Bntepannung  im  Gipsverband  eine  Verkonung  durch 
Plasmolyse  hatte  eintreten  müssen.  Auf  einen  ganz  geringen  Rest 
der  bezüglichen  Zellhautspannung  deutet  der  schon  erwühnte  kleine 
Rückgang  auf  1  Theilstrich  hin  (487  Th.  auf  186;  88  auf  81),  ein 
Rückgang,  der  freilich  so  gering  ist,  dass  er  möglicherweise  Mes- 
sungsfehlem entstammt. 

Mit  dem  Uebergang  in  Dauergewebe  wird  natürlich  die  Ver- 
kürzung gering  und  das  trifft  schon  in  der  von  S,66  bis  40,69  mm 
reichenden  Strecke  (Tab.  III  a)  zu,  da  in  der  eingegipsten  Wurzel  die 
zum  LUngenwuchslhum  befähigte  Zone  auf  etwa  6  mm  eingeengt 
wird. 

Zu  gleichem  Ko>ultale  führte  iolgendo  Methode,  in  ^volcller  die 
höuGge  Verwiscliung  der  Marken  vermieden  war.  Die  Wurzel  wurdt; 
derart  zwi.schen  Glasplatten  in  eine  Gipsplatte  gebracht  (p.  242),  dass 
eine  schmale  Längsieisle  frei  blieb  oder  nur  von  sehr  dünner  Gips- 
masse bedeckt  war.  Auch  in  letzlerem  Falle  gelingt  es,  nach 
Herausnahme  der  Gipsplatte  aus  dem  HUllgips,  durch  sanftes  Reiben 
mit  einem  nassen  Läppchen  eine  Längslinie  bis  nahe  an  die  Wurzel- 
spitze so  frei  zu  legen,  dass  die  Wurzel  in  der  GipshüUe  völlig  fizirt 
bleibt,  also  keine  Veriüngerung  ausführen  kann*).  Nachdem  diesem 
freien  Lüngsstreifen  Toschmarken  angesetzt  waren,  wurden  vor  und 
nach  dem  Befreien  aus  dem  Gipsverband  die  nOthigen  Operationen 
ausgeführt. 

In  solcher  Weise  sind  die  in  Tab.V  zusammengestellten  Resultate 
mit  Eeimwurzeln  von  Yicia  faba  (85 — 40  mm  lang)  gewonnen.  In 
jeder  der  Yerlicalreihen  a — g  sind  die  an  je  einer  Wurzel  ausge- 
führten Behandlungen  aufgeführt    Am  Kopfe  ist  die  Dauer  des 


I)  So  vorl)ercilctc  Objecto  dicnleu  auch  zu  den  im  Eingaag  dieses  Capitcis 
bowbriebeoea  Versuclica. 
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Eingijiseiis  veiinerkt.  Dann  folgen  dio  innerhalb  des  Gipsvcrlnmdcs 
vorgenommenen  Operationen,  unter  welchen  auch  die  auf  diese 
Zwangslage  bezügliche  Lage  der  Messniarken,  von  der  Wurzelspilzc 
ab  -(Mfvlinel,  verzeichnet  ist.  Die  nüclisien  Horizontah-eihen  geben 
die  Markendislanz  für  die  Messung  »in  Wasser«  oder  »iü  äl,5  Proc. 
Salpeter«  in  Tbeilstrichen  {h  0,045  mm)  an.  Der  nach  völliger 
Plasmolyse  gefundene  Werth  sieht  in  der  Reibe  »6 — 8  Proc. 
Salpeter«. 

Nun  folgte  das  Entgipsen  ohne  Wechsel  der  Lüsung  und  die 
einige  Zeit  darauf  ausgefühile  Messung  ist  in  der  bezOglichen  Reihe 
»In  6 — 8  Proc.  Salpeter«  aufgeführt.  Nur  in  Versuch  a  wurde  in 
einer  2,5  proceniigcn  Lösting  enigipst  und  dann  erst  der  volle  plas- 
molytische Zustand  bc  ig(  .> teilt.  Die  Objecto  sind  dann,  wie  aus  der 
Signatur  der  Ilori/.onlalreihen  ersichtlich  ist,  theiivveise  in  Wasser 
gebrachl  und  spJiliM  nochmals  mit  6^ — 8  Proc.  Salpeter  behandelt, 
oder  es  wurde  eine  lieiiandiung  mit  Proc.  Salpeter  eingeschaltet 
und  IheiKveise  die  volle  Turgescenz  erst  hergestellt,  nachdem  in- 
zwischen nochmals  volle  Plasmolyse  herbeigeführt  worden  war.  In 
der  letzten  llorizonlalreihe  steht  wiederum  die  in  derselben  Weise 
wie  in  Tab.  III  und  IV  berechnete  ()rocenlische  Verkürzung. 

In  analoger  Weise  ist  die  Tab.  VI  eingerii  htet,  welche  sich  auf 
4  Maiswdrzeln  (a,  6,  c,  d,  25—35  mm  lang)  bezieht  und  einer 
weiteren  Erklärung  nicht  bedarf. 

Tabelle  VL 
Keimwursui  von  Zea  mais. 


ZeitiliiMr  des  BiogipMos 


a 


tu  Wasser 

Iq  10^  Salpeter 


a 

6 

€ 

4 

(6  SId. 

*7  Sfd. 

47  Std. 

49  Std. 

0,7 — 5,ü  IIIIII 

U  .  i  —  i ,  i  iiim 

t  ,0 — 4,6  mm 

<,5 — .1,9  inm 

y5,:j  sir. 

ü,;,..  Str. 

Sl.O  S(r. 

55,0  Sir. 

ui,;i  » 

64,0  * 

7«,0  • 

54,0  » 

94,0  > 

63,0  » 

7S,0  • 

64,0  » 

109,0  t 

74,5  » 

9S,0  . 

60,5  • 

94,6  » 

64,0  » 

79,0  » 

10,S  Proc. 

18,3  Proc. 

18,3  Proc. 

10,7  Proc. 

f  (in  40/ir  Solpeler 
M  I  In  Wasser 
Itt  iOßig  Salpeter 
VerkuRQOg  in  Proc. 

Zur  Kin.stellung  reicht,  wie  früher  (p.  295'   hervorgelioben,  ein 
hulb>lundiger  Aufenthalt  in  dein  neuen  Medium  aus,  doch  wurde  in 
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üllcn  Versuchen  der  Tab.  III  bis  VI  durch  zwei  aufeinanderfolgende 
Messungen,  nach  iij  und  nach  35  Minuten,  dii'  IIer.>teMun,ij;  tk-r  vollen 
Plasmolyse  sicher  gestellt.  Das.s  diese  durch  Gproc.  Salpeterlösung 
vollstUndig  erreicht  war,  wurde  ausserdem  noch  controlirl.  Der 
Aufenthalt  im  Wa.sser  wurde  im  Alluenieinen  nur  auf  20  Min.  aus- 
gedehnt, um  den  sonst  unvernuMdliciien  Zuwachs  zu  vermeiden,  der 
in  unseren  Versuchen,  wie  die  nachfolgende  Plasmolyse  lehrt,  ganz 
fehlte,  oder  doch  auf  ein  Miniiuum  eiDgeschrUnkt  war.  Sollte  des- 
halb gelegentlich  der  höchste  lurgescenzzustand  bis  zum  Zeitpunkt 
der  Messung  nicht  ganz  vollstttndig  erreicht  worden  sein,  so  ist  dieses 
doch  Air  unsere  Schlussfolgerungen  ohne  jede  Bedeutung,  da  dadurch 
nur  die  in  der  letzten  Horizootalreihe  verzeichneten  Verkttrzungswerthe 
etwas  zu  gering  ausfallen. 

Gleicherweise  ist  es  ohne  Belang,  wenn  einmal  wtthrend  der 
Operationen  die  Turgorenergie  ein  wenig  zurückgingen  sein  soUto. 

Mit  Racksicht  auf  den  möglichen  Zuwachs  wurde  die  Entgipsung 
der  Wurzeln  im  plasmolytischen  Zustand  oder  (Tab.  V,  Versuch  a) 
nach  EtnwirkuDg  von  2,5  Salpeter  vorgenommen.  In  dieser  Lösung 
kommt  in  einer  |  Stunde  ein  merklicher  Zuwachs  nicht  zu  Stande, 
doch  ist  der  Turgor  nicht  ganz  aufgehoben  und  die  Wurzel  erPährt 
demgcmSss  beim  Befreien  eine  gewisse  VorUingerung. 

Aus  den  Tab.  V  und  Vi,  welche  sachgcmüss  nur  den  wachs- 
ihumsPcihig  bleibenden  Spitzentheil  berücksichtigen,  fol^l  also,  in 
üebereinslimmung  mit  lab.  III  und  IV,  dass  in  den  Wurzeln  durch 
das  Eingipsen  eine  mehr  oder  weniger  weitgehende  llautentspannung 
herbeigeführt  wird.  Diese  ist  nach  24  Stunden  (Tab.  V,  f  uod  g) 
nur  partiell  erreicht,  dagegen  nach  72  Stunden  (c)  vollsiundig  gewor- 
den. Ist  nun  nach  ungefähr  2  Tagen  (o,  6,  e)  bei  Faha  noch  eine 
gewisse,  theilweise  auch  keine  (6)  Hautspannung  vorhanden,  so  steht 
dieses  in  vollem  Einklang  mit  den  Druckmessungen  (Tab.  I  und  Kap.  IV), 
vrdche  lehren,  dass  die  Druckentwicklung  individuell  verschieden 
ansteigt  und  im  Allgemeinen  nach  zwei  Tagen  zwar  weilgehend,  aber 
doch  noch  nicht  ganz  vollendet  ist.  Diese  fernere  Zunahme  muss 
allein  auf  weitere  Haulentspannung  fallen,  sofern,  wie  es  scheint 
(p.  301),  die  Turgorsteigening  in  dieser  Zeit  abgeschossen  ist,  oder 
sofern,  wie  bei  Mais,  eine  Turgorsteigerung  überhaupt  nicht  ein- 
tritt,   in  diesem  Sinne  ist  auch  die  nach  zwei  Tagen  noch  nicht 
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gunz  voliendete  HauteDtspanouDg  in  den  Maiswurzebi  zu  beurtheileii 

(Tab.  VI). 

Die  plasiuolytischc  Verkürzung  in  der  Gipsform  gestatlel  \\uh\ 
eine  gewisse  Vorstellung  Uber  die  Grösse  der  noch  verbliebenen 
Spannung,  jedoch  keine  ganz  genaue  Berechnung  derselben.  Der 
Mangel  an  Verkürzung  ist  dairci,'en  ein  voller  Beweis  für  die  gönz- 
liclie  Kntspannuiig  und  bei  der  erhcbliclien  Verlängerung  nach  dem 
Entgipsen  (7 — 15  Mikrometerslriche)  sind  die  Messungen  (mit  einem 
Fehler  von  weniger  als  4  Theilslrich)  im  Verein  mit  allen  be%&> 
brachten  Argumenten  ausreichend  zur  BegrUaduDg  des  Schlusses, 
dass  in  unseren  Wurzeln,  in  der  ReaclioD  gegen  eine  unverrttck- 
bare  Widerlage,  allmählich  eine  gttnzliche  oder  doch  nahezu  voll- 
standige  Entspannung  der  Zellbaut  erreicht  wird,  dass  also  auch 
das  zu  diesem  Ziele  noihwendige  Flicbenwachsthum  der  Zellhaui 
auggefilhrt  wird,  obgleich  die  Turgorspannung  allmählich  auf  Null 
sinkt. 

Natürlich  muss  nicht  jede  POanze  oder  jeder  Pflanzentbeil  gleich 
berahigt  sein  und  von  den  untersuchten  Objecten  scheinen  es  Keim- 
Stengel,  sowie  Chara  nicht  zu  einer  vollen  Entwicklung  der  osmo- 
tischen Energie  gegen  eine  Widerlage  zu  bringen.  Dagegen  wurde 
wiederum  für  die  Wurzeln  von  Helianllius  annuus  und  Pisuni  sativum 
eine  volle  Turgorentspannung  in  der  in  diesem  Kapitel  zuerst  be- 
schriebenen Weise  constatirt. 

Wie  die  Druckcntwickltinir  Tmi>-^  auch  das  hierzu  liihrende  Mittel, 
die  Haulentspannung,  nach  allen  Richtungen,  also  auch  in  radialer 
Richtung  thatig  sein.  Dem  entsprechend  zeigten  auch  einige  Mes- 
sungen an  der  Wurzel  von  Falm.  dass  diese  durch  Plasmolyse  sogleich 
nach  dem  Eingipsen  gegenüber  der  Gipsform  an  Querdurchmesser  ver- 
liert, wtthrend  eine  solche  Vermindaung  nach  2-  bis  3  ts^f^em  Aufent- 
halt im  Gipsverband  unterbleibt  Auf  eine  genaue  Messung  dieser 
Abnahme,  die  zudem  Schwierigkeiten  bietet,  durfte  ich  verzicbten, 
und  erinnere  nur  daran,  dass,  ebenso  wie  hinsichtlich  des  Aussen- 
druckes,  die  Actionen  in  der  Lttngs-  und  Querriehtung  nicht  gleiche 
Energie  und  Ausgiebigkeit  erreichen  müssen.  Aus  der  Druckleistung 
der  eingegipsten  und  der  Verlängerung  der  aus  dem  Gips  be- 
freiten Wurzel  folgt  femer  mit  vollster  Sicherheit,  dass  für  unsere 
Versuche  die  in  alteren  Wurzeltheilen  eintretende  Verkürzung  (rei^. 
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die  damit  verimttpfle  Fonoanderung  der  Zellen)')  nicht  in  Betracht 
kommt 

Ich  Icann  es  dahin  gestellt  lassen,  ob  im  Spitzentheil  der  Wurzel 
alle  Zonen  durch  eigene  Thatigkeit  sich  gleich  schnell  und  gleich 

weit  entspannen.  Denn  falls  einzelne  Partien  weniger  activ  sind 
uiul  (Jeiuyuiuass  von  Seiten  anderer  eine  gewisse  Cuiupresftiuu  er- 
fahren, so  Underl  dieses  doch  au  eiern  Wesen  der  Sache  gar  nichts. 
Ohnedies  würde,  falls  überall  die  Entspannung  complet  wird,  ciiu' 
locale  (Kompression  nur  dann  ganz  unterbleiben,  wenn  für  alle  Zonen 
das  Product  aus  Querschnitt  und  Turgorkraft  constanl  ist  (vgl.  p.  •ZU). 
Nach  der  Tabelle  IV  war  ikbrigens  für  die  drei  gemessenen  Zonen 
(zwischen  0,6 — 4,6  mm  von  der  Wurzelspitze  li^nd)  die  active 
Entspannung  ungefähr  gleich  weit  fortgeschritten. 

Die  selbgtihatige  Entspannung  im  Spitzentheil  ist  schon  deshalb 
ausser  Zweifel,  weil  die  basipetal  anschliessenden  Zonen  (etwa  6  mm 
von  der  Spitze  ab)  so  fizirt  sind,  dass  durch  ihre  Verlängerung 
eine  Compression  des  Spitzentheils  nicht  erzielt  werden  kann.  Zu- 
dem lehren  die  Versuche  der  Tab.  III  und  IV  fUr  die  gemessenen 
Strecken  direct  die  nur  activ  erreichbare  LOngenzunahme  kennen. 
Ausserdem  ergaben  directe  Versuche,  dass  die  auf  der  Wurzel  von 
Faha  aufgeselzlen  Marken  gegenüber  der  Gipshttlle  keine  Verschiebung 
erfahren,  dass  also  der  Spitzentheil  keine  Compression  erHlhrt.  Die 
Tuschmarken  auf  der  Wurzel  waren  in  der  schon  beschriebenen  Weise 
angebracht,  wiilirend  als  fixe  l'iinkle  in  der  Gip.shüllc  einzelne  dem 
Gipsguss  incorporirte  Wolleliisercheu  dienten.  In  Bezug  auf  diese 
wurden  in  zwei  gelungenen  Versuclien,  Ikm  uiikronielf  ischcr  Messung, 
keine  Verschiebungen  der  Tuschmarkca  i^'i  lunden,  die  von  der  Wurzel- 
spilze 6,1  ;  4,0  und  3,5  mm  entfeinl  >lim(lcn. 

Wahrscheinlich  wird  auch  der  hintere  Tlicil  der  normal  wachs- 
thumsfahigen  Zone  zunächst  gewisse  Entspannung  erfahren,  bevor 
er  allmählich  in  Dauergewebe  ubergeht,  das  nach  48  Stunden  bis 
auf  etwa  6  mm  gegen  die  Wurzelspitze  gerttckt  ist.  In  solcher 
Weise  ist  dafUr  gesorgt,  dass  diese  Spitzenpartie  jederzeit  eine 
wachsthumsfilMge  unverrückbare  und. nicht  oompiimirbare  Widerlage 
gegenüber  dem  vom  vorderen  Spitzenlheil  ausgehenden  Druck  bietet. 


I)  PnrtBft,  PflauieDphysioIogte  Bd.  Ü,  p.  90* 
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In  dcni  acliv  bleibenden  SpiUentheil  der  eingegipsten  Wurzel 
von  Faha  und  Mais  ist,  ähnlich  wie  in  der  normalen  Wurzel,  Gcwebc- 
spanBung  kaum  vorhanden.  Doch  würde  deren  Existenz,  wie  scboo 
bemerkt  (p.  291),  die  SchlusafolgeraiigeD  nicht  modificireo,  da  unsere 
Versuche  direct  zeigen,  dass  die  in  normalen  Wurzeln  vorhandene 
Gesammtspannung  der  ZeUwttnde  durch  active  Thtttigkeit  in  dem 
Gewebe  allmühtich  ganz  eliminirt  wird. 

In  dem  activen  Spitzenlheil  sind  die  Intercellularrttome  nur  klein 
und  fehlen  in  dem  ebenfolls  acliven  Unneristem  gVnzlicb.  Dadurch 
ist  völlige  Widerlage  im  Inneren  geschaffen  und  ein  Ausbi^gen  und 
Ausweichen,  das  bei  allseitiger  Dmckentwicklung  zu  den  im  Gips- 
.  verband  erzielten  Erfolgen  fahren  konnte,  ist  ausgeschlossen*).  Zu- 
dem ist  dann,  wenn  der  Turgor  nicht  zunimmt,  eine  Uebertragung 
der  osmotischen  Energie  gegen  eine  N\  iderlage  nur  durch  eine  Ent- 
lastung der  Haut,  also  durch  ein  zur  Entspannung  führende.s  Wachs- 
Ihura  der  Zcllhaut  gewiunbar.  Sollte  diese  schliesslich  Faltungen 
und  Wellungen  ausbilden  —  was  ich  nicht  sicher  ermitteln  konnte  — 
so  wurde  daraus  nur  folgen,  dass  das  Klachenwachsthuin  nach  Ent- 
spannung der  Zellhaut  noch  weiter  fortgesetzt  wird. 


An  der  Hand  exacter  empirischer  Erfahrungen  lassen  sich  also 
mit  aller  Strenge  die  nächsten  Mittel  kennzeichnen,  mit  deren  ffilfe 
die  Pflanze  beim  Auftreffen  auf  einen  Widerstand  in  regniatorischer 
Weise  eine  Druckleistung  zu  Stande  bringt.  Diese  ReacUon  llluft, 
wie  schon  zu  Beginn  dieses  Kapitels  geschildert  wurde,  darauf  hinaus, 
dass  der  Turgor  (osmotische  Kraft)  die  Energie  liefert,  die  Ent- 
spannung der  Haut  aber  dazu  dient,  diese  Energie  gegen  einen 
Widerstand  zu  lenken.  Diesem  Principe  gemüss  arbeitet  die  Pflanze 
auch  dann,  wenn  (hinh  gleich/eitigc  Turgorsleigerung  eine  Ver- 
mehrung der  osmotischen  Kneigie  hinzukommt. 

Das  Wachsthum  der  Zellhaut  liefeit  ;ilso  nicht  die  Druckkraft, 
ist  vielmehr  nur  das  Mittel  um  diejenige  Energie,  dtuch  welche  die 
Zeilbaut  bisher  in  Anspruch  genommen  war,  nach  aussen  zu  Ubertragen. 
FfUr  dieses  Ziel  ist  es  gieichgiUig,  wie  dieses  Wachsen  erreicht  wird; 

I)  t*rBPrBit,  Euergelik  I89S,  p.  234. 
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in  lU'ziig  auf  die  Wachsthumsmechanik  aber  werden  wir  die  in- 
Icressante  Thatsachc,  dass  das  Flächenwachsthum  trotz  abnehnieador 
Xurgorspannung  fortgesetzt  wird,  erst  späteriiin  discutiren. 

Zur  Eolwicklaog  des  höchsten  Ausseodruckes  muss  die  Uaul 
glinzlich  entspaDDl  werden,  denn  so  lange  diese  einen  Theil  der 
Turgorspannung  fUr  sich  in  Anspruch  nimmt,  wird  um  diesen  Werth 
der  Aussendruck  vermindert.  Anderseits  kann  der  von  zarlwandi- 
gen  Geweben  ausgehende  Druck  nicht  wesentlich  aber  die  Turgor- 
energie  steigen.  Denn  wie  bei  kilnstlicber  Gompression  nach  lieber- 
Windung  des  Turgordruckes  zarte  Zellwandungen  ausbiegen  und  sich 
falten,  muss  gleiches  auch  dann  eintreten,  wenn  die  Zellwttnde  fort- 
fahren in  die  Fläche  zu  wachsen,  naclidora  die  volle  Turgorenergie 
gegen  die  re,'«istento  Widerlage  gelenkt  ist.  Eine  soK  hc  Waiuilal- 
tnng  wird  keino>sv(»gs  durch  (I(mi  lurgcscenten  Zustand  besonders 
ersch\M'r(.  (Icnii  die  DnicklV'sti-keil  zartwandiger  Gewchu  talll 
wesentlich  nur  aul  den  Gegendruck  des  Turgors  und  nach  Leber- 
schreitung  dieses  koraraen  Wandfaltungen  bald  zuwege,  wenn,  l>ei 
abseitiger  Widerlage,  ein  weiterer  Druck,  z.  B.  in  Richtung  der  Längs- 
achse ausgeübt  wird. 

Ein  gewisser  Energieaufwand  ist  natttrlich  zu  solcher  Faltung 
nothwendig  und  eine  gewisse  Steigerung  des  Druckes  Uber  die  Tur- 
gorenei^e  hinaus  würden  demgemüss  auch  zartwandige  Gewebe 
erzielen  kOnnen,  falls  in  den  völlig  entspannten  Zelihtluten  ein  actives 
Flächenwachsthum  noch  weiter  fortschreitet*).  Welchen  Werth  diese 
active  Druckentwicklung  der  Haut  in  unseren  Objecten  zu  erreichen 
vermag  Uisst  sich  nicht  ohne  weiteres  sagen,  denn  die  Druckfestig- 
keit des  turguilurft'u  Zustandes  gibt  dafür  kein  sicheres  Maass  ab. 
Aus  verschiedenen  Versuchen  indcss.  deren  Discussion  ich  hier  unter- 
lasse, darf  ich  entnehmen,  dass  durch  den  tVaglichen  activen  Haut- 
tlruck  im  Spitzenlheil  einer  kraftigen  Wurzel  von  Vicia  lal)a  höchstens 
ein  Druck  von  20 — 25  g  zu  Stande  gebracht  weiden  könnte. 

Dieser  Werth  ist  gering  gegenüber  dem  zu  226—353  g  (|).  264) 
bemessenen  Drucke.  Zudem  wurde  diese  Druckhohe,  der  Haupt- 
sache nach,  in  zwei  oder  doch  in  drei  Tagen  erreicht,  also  in 
einer  Zeit,  in  welcher  die  Hautentspannuog  noch  nicht  oder  soeben 


i]  Vgl.  PfirriB,  Sludieo  zur  Buergetik  1892,  p.  SIS. 
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vollendet  war  und  bis  dahin  kommt  nur  osmotische  Energie  fttr  die 
Anssenleistnng  in  Betracht.  Denn  so  lange  die  Wandungen  ncgaiiv 
gespannt  sind,  kann  ein  Flllcbenzuwachs  nur  snr  Ausgleichung  dieser 
Spannung  fahren  und  erst  nach  Erreichung  dieses  Zieles  ist  der 

Wand  die  Möglichkeit  zu  einer  activen  Pressung  geboten. 

Ob  ein  solcher  acliver  Druck  durch  die  ZellwUnde  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  würde  auch  zu  beuriiieilen  sein,  wenn  sowohl  die 
disponible  osmotische  Energie,  als  auch  dov  von  der  Wurzel  enl- 
wickellc  Druck  genügend  genau  bemessen  waren.  ThatsUchlich 
wissen  wir  aber  nicht,  ob  der  mittlere  isosmotische  Salpcterwerlh 
ganz  cxact  bestimmt  ist  (vgl.  p.  300)  und  femer  ist  früher  (p.  276) 
erörtert,  wie  und  warum  die  Bestimmung  der  actken  Querschnitts- 
flachc,  resp.  die  Berechnung  der  Druckintcnsitäl  an  Unsicherheilen 
leiden.  Immerhin  ist  nach  den  gefundenen  Salpeterwerthen  die 
osmotische  Energie  für  die  empirisch  gemessenen  Druckleislangen 
der  Wurzel  zureichend. 

Denn  da  der  Druckwerth  einer  1  proc.  Losung  von  Kalisalpeter 
3,6  Atmosphären  betragt),  so  entwickelt  eine  4,5proc.  Ufsung  einen 
Druck  von  46,2  AtmosphSren.  Dieser  Druck,  welcher  der  auf  die 
Spitze  der  eingegipsten  Wurzel  von  Faha  bezttc^ichen  Turgorcurve  6' 
(Fig.  7  p.  297)  entspricht,  whrd  in  unseren  Druckmessangen  an  der 
Wurzel  dieser  Pflanze  (p.  264)  nicht  erreicht,  ausser  in  dem  Ver- 
suche 6A,  in  welchem  es  aber  zweifelhaft  ist,  ob  die  realisirte  Druck- 
leistung allein  auf  die  relativ  geringe  Querschniüsfliicho  der  direct 
aut  (bf  Messplutte  wirkenden  Wurzelspitze  bezogen  werden  darf. 
Wenn  also  selbst  die  Driickintensiiaten,  in  Bezug  auf  die  real  aelive 
Flache,  um  etsva  10  Proc.  höher  ausfallen  sollten,  so  würde  doch 
der  höchste  Werth  von  10, C7  Atni.  (Versuch  3)  nur  auf  11,74  Atm. 
steigen  und  geringer  bleiben,  als  die  einer  3,öproc.  Salpeterlüsung 
entsprechende  Energie. 

1)  PnrneR,  Stadien  smr  Energetik  1891,  p.  SS7  Anm. 
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VL  Waehstlmiii  und  Arbeitsleistang  gegen  WidersUuide* 

In  der  Natur  haben  die  Pflanzen  nicht  altein  gegen  unnach- 
giebige Widerlagen  zu  reagiren,  vielmehr  weit  häufiger  ihren  Weg 
durch  Medien  zu  nehmen,  welche  einen  constnnten,  resp.  einen  all- 
mülilieh  oder  sprungweise  variirendcn  Widerstand  enigogen.sel/.en. 
Demgcmass  fragt  es  sich ,  in  welcher  Weise  sich  die  Wachsthunis- 
Ihatigkeil  gestaltet,  je  nachdem  mit  ilcni  Vordrinajen  eine  grössere 
oder  geringere  Arbeitsleistung  verknüpft  ist.  Den  Fundamenten  dieser 
Frage  ist  der  erste  Abschnitt  dieses  Kapitels  gewidmet.  VVeilerhia 
sollen  dann  noch  die  Erlolire  behandelt  werden,  welche  durch  ver- 
längertes Eingipsen  der  Wurzeln  und  ferner  durch  die  mechaniscbe 
Einengung  der  Wachsthumsltlhiglceit  auf  die  ttusserste  Wurzdspitzo 
erzielt  werden. 

A.  Wachsthumsschnelligkcit  uiid  Ausseuarbeit. 

Ein  Fortschieben  der  Widerlege  wird  natürlich  erst  möglich,  nach- 
dem die  Wurzelenergie  den  Gegendruck  erreicht,  resp.  überschritten 
hat.  Von  nun  ab  hat  die  fortwachsende  Wurzel,  neben  dem  auf 
das  Wachsthum  zu  verwendenden  Aufwand,  auch  die  durch  Weg- 
strecke und  Last  bemessene  Arbeit  zu  leisten*).  Zur  Messung  dieser 
Atissenarbeit  sind  unsere  Federapparate  nicht  geeignet,  wohl  aber 
ist  aus  den  damit  gewonnenen  Versuchen  zu  ersehen,  wie  naiurge- 
niSss  die  Abhebung  des  Gipsdeekels  erst  beginnt,  nachdem  der  an- 
pressende Federdruck  orreiciit  und  ilherscliritleu  ist.  Bliebe  von  nun 
ab  der  Widerstand  conslant,  so  würde  die  Wurzel  unter  dauernder 
Arbeitsleistung  fortwachsen  und  die  Herstellung  solcher  Verhallnisse 
ffluss  in  messenden  Versuchen  zunächst  er.^lrebt  werden. 

Sicher  ist,  wie  auch  schon  in  der  »Energetik«  von  mir  (p.230) 
hervoiigehoben  wurde,  dass  bei  einem  bestimmten  Widerstand  die 
Aussenarbeit  einen  Maximalwerth  erreichen  muss,  denn  die  durch 
Wegstrecke  und  Last  l)estimmte  Aussenarbeit  wird  sowohl  in  einem 
widerstandskisen  Medium,  als  auch  bei  unverrückbarer  Widerlage  Null. 


1)  Pfefkem,  Kueri^clik  I89S,  p.  830. 
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Ob  aber  fttr  die  in  der  Zeiteiaheit  geleistete  Aussenarbeit  der  grösste 
Werth  erreicht  wird,  wenn  der  höchste  znlSssige  oder  wenn  ein 

i,'eringerer  Widersland  zu  überwältigen  ist,  lässt  sich  nicht  voraus- 
sai^en.  Denn  die  iMlanze  antwortet  auf  eine  mechanische  Gegen- 
wirkung inil  Ueactionen,  deren  Werlli  und  Bedeutung  für  die  nach 
aussen  entwickelte  Energie;  sich  nicht  theoretisch  ahschlUzen  lassen. 

An  dieser  Slelle  war  es  mir  aber  nicht  um  exacte  Messungen 
der  Bedingungen  fiir  maximale  Arl)eit  etc.  zu  thun,  vielmehr  kam  es 
darauf  an,  die  grundlegenden  Principien  aut  empirischen  Boden  zu 
Stellen.  Demgemüss  habe  ich  Methoden  niclit  weiter  verfolgt,  die  es 
gestalten  durften,  anter  gleichzeitiger  Verhinderung  einer  Ausbiegung 
einen  genau  bemessenen  Widerstand  constant  zu  erhallen.  Vielmehr 
beschrankte  ich  mich  auf  die  Anwendung  homogener  Medien,  also 
auf  Guitarbedingungen,  die  auch  unter  natttrlichen  Verhaltnissen  ge- 
boten werden  und  benutzte  zu  diesem  Zwecke  besonders  eine  gute 
Qualität  von  plastischem  Thon.  Diesem  genügend  homogen  herstell- 
baren und  eifaaltbaren  Medium  kann  man,  je  nach  dem  Wassergehalt, 
eine  sehr  geringe,  aber  auch  eine  ziemlich  hohe  Coosistenz  geben, 
und  zwar  eine  viel  höhere  als  sie  die  noch  anwendbare  und  auch 
angewandte  Gelatine  gewahrt. 

Ans  dem  Ittchtigsl  durchgekneteten  Thon  wurden  Wttrfel  von 
100  bis  120  mm  Seite  geformt  und  diese  vor  dem  Versuch  einige 
Tage  im  dampfgesältiglen  Hauin  gehalten,  um  eine  ganz  gleich- 
müssige  Verlheilung  des  Wassers  zu  erzielen.  Mit  Hilfe  eines  Eisen- 
stabchens,  das  man  bis  an  ein  tixiites  Schildchen  einstiess.  wurden 
dann  Löcher  von  20  mm  i^vereinzell  auch  I  ö  mm :  Tiefe  in  den  Tlion 
gebohrt  und  in  diese  die  Wurzeln  so  eingesetzt ,  dass  ihre  Spitze 
aufstiess.  Zur  Conlrole  dessen  dienle  eine  20  lum  (resp.  15  mm) 
von  der  Spitze  enlfernlo  Tuschmarke,  vvtihrend  eine  o  nmi  weiter 
absiehende  Marke  die  Basis  für  die  Zuwachsmessung  abgab.  Durch 
möglichsl  geringen  Durchmesse  der  Löcher  und  nachheriges  Anpressen 
des  Thons  durfte  eine  zumeist  ausreichende  Fiximng  gewonnen 
werden,  doch  wurden  stets  die  Cotyledonen  (resp.  die  Samen)  noch 
mittelst  Nadeln  an  Holzpiftttchen  befestigt,  die  in  den  Thon  einge- 
lassen waren.  Unter  diesen  Umstanden  kam  nie  iiigend  ein  Heraus- 
schieben der  Wurzeln  zu  Stande,  wahrend  der  wachsende  Spitzen- 
theil in  den  Thon  eindrang.  Die  Culturen  befanden  sich  bei  annähernd 
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coDstanler  Temperatur  im  dampfges&Uigien  Kaumc  und  die  Samen 
selbst  waron  mit  nassem  Fliosspapier  umhtllll.  Zum  Scliluss  wurden 
dann  die  Wurzeln  direct  oder  nach  partiellem  WegrUumon  d(^s  Thonos 
herausgenommen  und  ihr  Gesammtzuwacbs  mit  dem  Maassslab  be- 
stimmt. 

Zum  Vergleich  diente  der  mit  Wasser  zu  einem  flussigen  Brei  aufge- 
schwemmte Thon.  Die  gleichartigen  Wurzeln  waren  in  diese,  in  Glasern 
be6ndliche  Masse  gleich  tief  eingesenkt  und  wurden  übrigens  unter 
den  gleichen  Bedingungen  wie  in  dem  Parallel  versuch  mit  consisten- 

lem  Thon  gehallen.  In  beidorlei  Vcusuclicn  liol  der  Zuwachs  normal 
a^eslallel  und  also  auch  frei  von  irgend  welchen  Anseliwelhiiigen 
aus,  auch  drangen  die  Wurzeln  slels  geradlinig  in  die  Thon- 
maäse  ein. 

Um  wenigstens  eine  annähernde  Vorstellung  von  dem  Wider- 
sland zu  bekommen,  welchen  die  vordringende  Wurzel  zu  bewältigen 
hatte,  wurde  der  Spitze  eines  eisernen  Slrickstocks  die  Form  der 
Wurzelspitze  g^eben.  Fttr  die  Yergleichung  mit  der  Wurzel  von 
Vicia  faba  war  dieser  conische  Spitzentheil  3,4  mm  lang  und  hatte 
am  oberen  Ende  1,8  mm  Durchmesser.  Von  da  ab  war  der  Eisen- 
stab verdünnt,  so  dass  er  nicht  mit  der  Wandung  des  gebohrten 
Loches  in  Gontact  kam.  Aufwärts  befand  sich  die  durch  einen  Glas- 
ring hergestellte  Fohrung  und  endlich  ganz  oben  ein  zur  Aufnahme 
von  Gewichten  bestimmtes  Tellerchen.  Da  erst  hei  Ueberschreitung 
eines  Gesammtdruckes  von  100 — 115  g.  in  anderen  Versuchen  120 — 
140  g,  der  Eisenstab  in  der  nioniiiasse  sich  forlbewegte,  so  halle 
also  die  Wurzel  von  Vicia  fal)a  wJihrond  ihres  Korlwachsens  min- 
destens einen  solchen  Widersland  zu  überwinden,  während  im 
weichen  Thon  der  Conus  bei  einem  Gewicht  von  weniger  als  1  g 
versank.  Diese  Angaben  beziehen  sich  nur  auf  den  ohne  kräftige 
Erschütterung  erzielten  Erfolg,  denn  energische  plötzliche  Stoss Wir- 
kungen, die  natürlich  den  Eisenstab  schon  bei  geringerem  Gewicht 
in  den  Thon  treiben,  kommen  bei  dem  Wachsthum  der  Wurzel  nicht 
in  Betracht. 

In  den  Versuchen  mit  Zea  mais  hatte  der  der  Form  dieser  Wur- 
zel nachgebildete  Conus  eine  Lange  von  3  nun,  einen  Durchmesser 
von  1,2  mm.  Mit  diesem  Stab  eingab  sich  eine  TragPahigkeit  von 
iliindestens  70  g  fUr  einen  Thon,  dessen  Wassergehalt  ungefähr  dem 
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üben  mit  einer  Resistenz  von  100  bis  l  lö  ver/.eichnelen  Thon 
entsprach.  Diese  Thonniasse  verlor  bei  100"  C.  22,3  Pjoe.,  die 
etwas  consislcntere  M2Ü — 140  g  Widersland)  18,3  Proc.  Wasser. 

In  analoger  Weise  winden  vergleichende  Versuche  mit  einer 
0,6 proc.  eben  nocli  erstarrenden  Gelatine  und  einer  13 proc,  Gela- 
tine') in  der  Weise  ausgeführt,  dass  die  Wurzeln  erst  nach  dem 
ErsUurran  der  Gelatine  eingesetzt  wurden.  In  die  consistcntc  Gela- 
tine sank  die  in  Bezog  auf  Faba  benutzte  conische  Eisenspilze  bei 
einem  Druck  von  30  g,  nicht  aber  bei  einem  Druck  von  25  g  ein. 

Ueberblicken  wir  die  in  den  Belegen  in  der  Abih.  U  zosam- 
mengestellten  Versuche  Nr.  23 — 27,  so  eingibt  sich  für  den  fraglichen 
consistenten  Thon  eine  mtts^^  flu*  die  Gelatine  nur  eine  unachere 
WachlhumsverzfigeniDg.  Als  Mittel  lUr  den  Sistttndigen  Zuwachs 
je  einer  Wnnel  von  Faba  ist  in  dem  mit  je  7  Keimlingen  angestell- 
te Versuche  23  fUr  den  weichen  Thon  ein  Zuwachs  von  1 7,4  mm, 
fUr  den  härteren  ein  solcher  von  42,9  mm  verzeichnet,  und  fUr  Um 
(Versuch  27)  stellen  sich  diese  Mittelwerthe  auf  21  mm  und  16  mm. 
In  diesen  Experimenten  hatte  der  harte  Thon  eine  Resistenz  von 
100  g  (so  mag  kurz  gesagt  si  in),  wahrend  diese  Resistenz  120  g 
in  den  Versuchen  24  und  23  betiug,  die  auf  48  Stunden  ausge- 
gedehni  wurden.  Der  njilllcre  Zuwachs  in  24  Stunden  berechnet  sich 
für  Versuch  2i  zu  18,7  resp.  12,7  mm;  für  Versuch  25  zu  19,9 
resp.  14,5  mm.  Für  den  24  stundigen  Gclatineversuch  stellt  sich 
dieser  Zuwachs  auf  19,1  resp.  18  mm.  (Die  zweite  Zahl  gibt  den 
Zuwachs  in  dem  consistenteren  Medium  an.) 

IHe  Zuwachse  dieser  Wurzeln  fielen  bei  Beachtung  aller  Vor* 
sichtsmassregeln,  wie  schon  liemerkl,  durchaus  normalgestaltet  aus, 
und  in  dem  flüssigen  Thon  wurde  derselbe  Zuwachs  erreicht  wie  in 
anderen  in  Leitungswasser  gehaltenen  Wurzeln.  Voraussichtlich  wird 
also  auch  im  flüssigen  Thon  die  Wachsthumsschnelligkeit  gegenober 
kickerer  Erde,  besonders  in  den  zweiten  24  Stunden,  etwas  ver- 
langsamt erscheinen').  Ich  mochte  in  dieser  Verzögerung  aber  nur 
einen  der  mannigfachen  Reactionserfolge  sehen,  wie  sie  sich  unter 


1)  Es  wurde  d;j/ii  die  mit  Salzsäure  ausgezogene  Gelatine  benutzt.  Vgl.  den 

Absclmilt  B.  dieses  Kiipil«  !-. 

S)  Arbtjileii  dos  bot.  iai>liluUs  in  Würzbur^  4  873,  Dd.  I,  p.  44  0. 
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dem  Einfluss  verschiedener  Medien  in  Wachst  hu  ru  uod  Gestaltung  in 
80  vielseitiger  Weise  ergeben,  nicht  aber  den  Ausdruck  unzureichen- 
der Saoentoflfversorgung').  Denn  diese  ist  far  die  nicht  sehr 
langen  Wurzeln  in  der  Tbonmasse,  auch  in  der  harten,  ans  den  sehen 
in  Bezog  auf  den  Gipsverband  angeführten  Gründen  (p.  245}  offen- 
bar völlig  ausreichend.  Das  bestätigte  auch  der  Zuwachs  zweier 
Wurzeln,  die  in  einem  Thoncanal  gegentlber  den  in  Wasser  gehal- 
tenen Wnrxeln  von  Faha  in  ahnlicher  Weise  auf  ihren  Zuwachs  ge- 
prüft wurden,  wie  es  für  den  Gipscanal  geschah. 

Nach  diesem  Krgebnist;  iMhult  sieh  auch  die  der  Thonflücho  an- 
gepresste  Wurzel  in  voller  Turi^escenz,  und  dementsprechend  ergab 
die  mikromf'triäche  Messung  an  dem  wachsenden  Spitzenlheil  keine 
Verlängerung,  wenn  die  dem  consislenteren  Thon  entnommenen 
Wurzeln  in  Wasser  gebracht  wurden^). 

Wir  haben  demgemSss  allen  Grund,  die  Verlangsamung  des 
Wachsens  allein  auF  die  mechanische  Hemmung  durch  die  Thonmasse 
zu  schieben.  Sollte  aber  an  dem  Resultate  irgend  ein  anderer  Factor 
betheiligt  sein,  so  wttrde  die  reale  Arbeitsleistung  in  dem  consistenten 
Thone  relativ  noch  grösser  ausfallen,  als  sie  nach  den  empirisch  ge- 
fundenen Zuwachswerthen  erscheint.  Dieserbalb  ist  es  auch  nicht 
nötbig,  die  Frage  hier  weiter  zu  discutiren,  ob  ausser  dem  mecha- 
nischen Widerstand  noch  anderweitig  eine  gewisse  Wachsthumsver> 
langsamong  veranlasst  wird. 

Bei  einem  zu  liohcn  Gegendruck  ist  eine  VerlJlngerung  durch 
Wachsen  überhaupt  unniüglich, und  ebenso  wie  mitzunehmender  Gegen- 
wirkung die  zeitliche  Druckzunahme  mehr  und  mehr  vermindert  wird 
(Kap.  IV},  nimmt  zweifellos  aucli  die  \Vach8thuau>gchnelligkeit  mit 


t)  Zu  solchen  Eirecten  zShIt  u.  a.  auch  die  stark  verUnderte  Wachslhums- 
thUligkeit  in  einem  mit  NUhrsalzen  rcictilich  oder  unzureichend  versorgten  Boden  und 
der  Einfluss  des  Mediums  auf  die  l'rodiictioii  von  WurzellKiaren.  Audererscils  ist 
durch  Arbeiten  von  Wibleb,  Sticu  u.  s.  w.  bekannt,  dda:>  eine  Verlaagsamuiig  des 
Wachsens  eral  durch  eiaa  sehr  wcil^hand«  Herabsetzung  der  Futätrpressung  des 
Ssnerslollto  ▼ennlasst  wird. 

s)  Unsere  Thomiiasse  enthielt  48 — tl  Proc.  Wasser.  Bin  nur  8  Free.  Wasser 
enthaltender  Lehmboden  vermag  nber  eine  Pflanze  noch  mit  Wasser  zu  versorgen 
(Ppepfbh,  Ph\«*io!(>pie  I,  p.  76).  In  unseren  Versuchen  ist  die  i,'fniigende  Versor- 
gung schon  gedeckt,  wenn  der  üodcu  nur  in  keiner  Weise  der  PÜanze  Wasser 
entzieht. 
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dem  Widerstände  mehr  und  mehr  ab.  Gegenuber  einem  MHderfitande 

von  200 — i50  g  wird  sich  die  Wurzel  von  Faha  sicheriich  nur  i^anz 
lungsam  verlüngeni,  800  bis  tOO  g  ;üic;r  vermag  .sie  nicht  mehr 
zu  bewUltigen').  Doch  ist  es  zweifelijall,  ob  ein  jeder  Widerstand 
eine  gcnvisse  Wachsihnm>liemnmng  veranlass!.  Ja  eine  solche  scheinl 
nach  ilen  Versuchen  in  (lehitine  durcii  einen  Widerstand  von  iö  g 
in  dei  Wurzel  von  Faha  niclit  erzielt  zu  wcMclen,  wUhrend  die  Hem- 
inuDg  in  den  Thonversuchen  (Wideislaiul  100  bis  liO  g)  sclton 
liervorlriU,  jedoch  tbalsächlich  (nach  W  iederaid'nahme  des  Wachsens) 
geringer  ist,  als  es  nach  den  gefundenen  Zahlenvveiiben  scheint. 

Es  ist  nttffliich  zu  bedenken,  dass  die  Verlängerung  so  lange 
gttnzlich  slitle  steht»  bis  die  Wurzel  eine  dem  Widerstand  gleiche 
Energie  nach  aussen  entwickelt  hat.  Erst  dann  b^nnt  das  Fort^ 
schieben  der  Last  und  das  Langeawachsthum,  das  nun,  wie  wir 
noch  hOren  werden,  mit  annähernd  gleicher  Schnelligikeit  fortgesetzt 
wird.  Fdr  den  Zuwachs  ist  also  nicht  die  ganze,  sondern  die  um 
die  HemmuDgsphase  verkürzte  Versuchszeit  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Nach  Versuchen,  in  welchen  die  Wurzel  von  Faha  sich  hinter 
einer  Glasscheibe  in  Thon  (Resistenz  100  g)  befand,  dauerte  es 
4  bis  5  StundoD,  ehe  die  Wurzel  ihr  lüngeawachsthum  begaan^). 

4]  Di«  Dnickintanstttt,  weldie  Wnndn  noob  lu  überiHiiiMi  vennögeu, 
liegt  nach  anaeraa  VerBucb«n  in  der  Wand  von  Faba  und  Hais  etwa  zwiwbeB 
8  und  4  0  Ahnoqdiirai.   Das  Didcamraobsthum  dar  BSume  vermag  noch  httheren 

Widerstand  zu  überwinden.  Denn  Khabbe  (Wachslhuni  des  VerdickunL.'-rinf.'os  nnd 
der  Hol/.zclleti  t  884}  fand,  dass  Nadeltiölzor  fn'gm  einen  consianl  bltnljt'mleii 
Druck  von  iO  Alinosphären ,  LaubliOlzer  ({Cgen  einen  .suiclicii  von  12  bis  4  5 
Atmosphären  ein  wenn  aucli  sehr  stark  vermindertes  Dickenwachsthum  ausführten. 

S)  Inzwischen  spielt  och  freilich  das  zur  Entspannung  führende  Uognai- 
wacbsthum  der  Zdlhaut  ab,  wdches  verunacht)  dass  die  Wnnel  von  Faba,  nach 
voIlstriniJigcm  I^nl.spannen,  beim  Isulircn  sich  um  0,1 — 0,9  mm  vcrilttgert  (p.  311]. 
Beim  lleniusDchiiioii  der  Wurzeln  wird  also  diese  I.  ini;enzunahmc  mitgemessen, 
die  indcis  bei  fiiieiii  Widersland  von  100  g,  al.so  bei  unvollkommener  Knlspannun^;, 
walirscbeintich  nicht  die  Hälfte  des  obigen  Eadwerthes  erreicht.  Die  so  ia  uoscrco 
ThonTersoehen  erreichte  VerlSngenuig  dfirfle  etwa  dem  halbstündigen  normalen  Zu- 
wachs entspredien,  der  sich  auf  0,37  mm  sldlt,  wenn  die  Wnrsd  in  14  Standen 
um  18  mm  an  LSnge  gewinnt.  In  unseren  Belrachtangea  darf  ich  indess  von 
einer  solchen  Corroctur  Abstand  nehmen,  da  die  Hauptsache  unserer  Schlussfolge- 
rungcn  davon  niclil  betrolfcn  wird.  Ebenso  lasse  ich  hier  ausser  Acht,  dass  hei 
einer  Verkürzung  der  in  \\  achsthum  begriireuen  Strecke  die  auf  die  Lüngeueiulieil 
bezogene  Wacbstbum^chnelligkeit  sich  ralaüv  höher  stellt. 


Digitized  by  Google 


97]  DlQCK*  UND  ÄKKBtfSLBISTUNO  miRCII  WACHSBHUB  PFLAHZBN.  389 

Bis  dahin  blieb  die  Wur/elspiUo  (bcobaclilel  wiiidi!  an  einer  1  mm 
hinter  der  Spitze  aiifgesefzlcn  Tuschmaikc)  unverrlickt  oder  zeigte 
doch  nur  ganz  geringe  Verschiebungen,  die  durch  das  Ausweichen 
der  angrenzenden  Thonmasse  ermügliclU  wurden,  ein  Ausweichen, 
das  die  feste  Gipsmasse  in  dieser  Weise  nicht  gestattet.  Im  Gips- 
vei'band  verfloss  noch  längere  Zeit,  ehe  die  Wurzel  eine  Aussen- 
energie  von  400  g  enlwickeUe,  denn  diese  Zeil  wttrde  sich  auf 
6  bis  7  Stunden  stellen,  wenn  wir  die  slttndliche  Druckznnabme 
ungewöhnlich  hoch,  nSmlich  zu  15  g  in  der  Stunde  annehmen. 
Doch  sind,  wie  ich  hier  nicht  ntther  darl^en  will,  in  dem  Gips- 
verband Verhaltnisse  geboten,  welche  wenigstens  die  zeitliche  Ent- 
wicklung des  Aussendruckes  beeinflussen  können  nnd  wir  dürfen 
naturgemites  nur  die  aus  dem  Thonezperiment  geschöpften  Erfah- 
rungen unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  legen. 

Nehmen  wir  die  bis  zur  Aequilibrirung  des  Thonwiderstandes 
(—  100  g)  verflossene  Zeit  zu  4  Stunden  an,  so  würde  der  in  Ver- 
such 23  (vgl.  Belege)  notii  le  ^Islüiulige  Zuwachs  von  12,9  mm  in 
20  Stunden  reahsirl  und  der  hiiMiuieh  für  2i  Stunden  berechnete 
Zuwachs  auf  \  tum  zu  (?rhöhen  sein,  und  dieser  Werth  stellt  sich 
aiil  mm,  wenn  eine  Latenzzeit  von  6  Stunden  anjz;enouimen  wird. 

iJtese  lelzlero  Zahl  stimmt  aber  mit  dem  für  ilen  fast  widerstands- 
losen flüssigen  Thon  gefundenen  Zuwachs  (17,4  mm}  überein.  FUr 
dieses  Medium  ergab  Mais  (Ver.<^t[ch  27  in  2i  Stunden  einen  Zu- 
wachs von  21  mm,  für  den  consisleulen  Thon  von  IC  mm,  und  dieser 
Zti wachs  erhöht  sich  auf  19,2  mm,  wenn  er  statt  in  24  in  80  Stuur 
den  ausgeführt  wurde. 

In  den  Versuchsreihen  84  und  85  mit  Paba  kam  ein  consisten- 
terer  Thon  (Resistenz  =  180  g)  zur  Verwendung,  in  welchem  der 
Übrigens  nicht  ntther  ermittelte  Wachslhumsstillstand  wohl  mindestens 
die  ersten  6  Stunden  umfasst,  aber  von  der  48  stOndigen  Versuchs- 
zeit in  Abzug  'zn  bringen  ist  Auf  Grund  dieser  Daten  berechnen 
sich  dann  folgende  Zuwachse  fUr  84  Stunden:  Versuch  84  (flttssigor 
Thon  :=  48,7  mm)  14,6  mm  statt  48,7  mm;  Verench  85  (flussiger 
Thon  =  49,9  mm)  16,6  mm  statt  44,5  mm. 

In  der  consistcnten  Gelatine  (25  g  Resistenz)  dürfte  4  bis  8 
Stunden  nach  Beginn  der  Versuche  die  volle  Wach.sthumsschnelligkeit 
erreicht  worden  sein.    Ein  solcher  Auleuthall  genügt  aber,  um  den 
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an  sich  zweifelhaften  Unterschied  zwischen  weicher  und  consislenter 
Gelatine  auszugleichen.  Denn  der  für  letztere  empirisch  gefundene 
Zuwachs  von  18  nnn  stellt  sich  hei  1-  re.sp.  2  ständiger  Wachs- 
thnmsheuimung  fur  die  consistenterc  üelutiue  auf  18,8  lum  resp. 
19,<i  inm. 

Mit  llUcksichl  auf  die  individuellen  DitTerenzen,  die  Unsicherheit 
der  Latenzzeit  u.  s.  %v.  sind  unsere,  auf  eine  mftssige  Zahl  von  Einzel- 
versncben  basirten  Erfahrungen  unzureichend,  um  geringe  DifTeroozeD 
2tt  prttcisiren.  Immerhin  dürfen  wir  folgern,  dass  die  WachsthamS" 
scboelligkeit  in  der  Wurzel  von  Faha  (bei  Anrechnung  des  Latenz- 
sladiuma)  durch  einen  conslanten  Widerstand  von  25  g  nicht  oder 
kaum,  durch  einen  Widerstand  von  100  bis  120  g  zwar  merklich, 
jedoch  in  einem  geringen  Grade  verlangsamt  wird  und  dass  sich  in 
letztgenannter  Hinsicht  die  Wurzel  von  Mais  Sbntich  verhalt.  Mit 
höherem  Widersland  wird  aller  Voraussicht  nach,  sowie  (br  die 
Druckentwicklung,  auch  für  die  Wachsthumsschnelllgkeit  eine  Be- 
schleunigung der  Abnahme  eintreten. 

Unter  diesen  Umständen  steigt  die  Aussenarbeit  —  das  Product 
aus  Wegstrecke  in  den  constanten  Widerstand  —  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  proportional  /.um  Widersland,  um  dann,  mit  Yer- 
langsamung  des  Wachsens,  langsamer  zuzunehmen.  Da  wir  aber  die 
(lurve  dieser  Wachsthumsvei  Ian^^;lmlmg  nicht  genau  kennen,  so  lllsst 
sich  nicht  sicher  sagen,  hei  welchem  Widersland  die  Arbeitsleistung 
ein  Maximum  erreicht,  das  nothwondiLj  cxistirt,  weil  ebenso  bei 
fehlendem  als  auch  bei  unüberwindlichem  Widerstand  das  Arbeils- 
producl  Null  wird.  Nach  einer  Calculation,  die  ich  indess  bei  ihrer 
Unsicherheit  hier  nicht  nHher  begrtlnde.  dürfte  die  Aussenarbeit  fort- 
während dem  Maximalwerlh  nahezu  gleichkommen,  wenn  zur  Aequi- 
librirung  des  zu  besiegenden  Widerstandes  die  Aussenenergie  auf 
4-  bis  f  ihres  höchsten  Werlhes  anschwellen  resp.  sich  erhalten  muss. 

Unsere  Versuche  zeigen  aber  evident,  in  wie  holiem  Grade  die 
Aussenarbeit  mit  dem  Widerstand  steigt.  Im  Versuch  83  stellt  sich  die 
in  24  Stunden  durch  diß  Wurzel  von  Faha  geleistete  Aussenarbeit  fUr 
den  flüssigen  Thon  (Resistenz  i  g)  auf  n,i  Grammmillimeter,  fOr  den 
härteren  Thon  (Resistenz  100  g)  auf  1290  gmm,  wenn  nicht  einmal 
die  aus  dem  Lalonzstadium  sich  eiigebende  Correctur  angebracht  ist. 
Das  VcrhHilnisB,  welches  in  diesem  Falle  4  : 74,2  ist,  berechnet  sich 
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ia  den  Versuchen  24  und  25  fttr  Faba  zu  1  : 81,5  rasp.  1 : 87,4. 
Fttr  Mais  (Versuch  S7)  ei'scheinl  diese  Rehition  nur  deshalb  geringer 
(1  : 53,3),  weil  für  den  Widerstand  des  weichen  Thons  der  Wider- 
sland =  1  g  beibehalten  ist,  obgleich  derselbe  mit  dem  Durchmesser 
der  Wurzel  thalsAchlich  einen  geringeren  Werth  annahm. 

Die  Pflanze  vernuig  also  ihre  ArbettsthAtigkeit  zu  steigern,  denn 
eine  solche  Steigerung  ist  nolliwenilij,',  um  nehen  der  forldauernden 
Wachstlumisarbcil  einen  enlgegenli elenden  Widerstund  vor  .sicli  her 
zu  schieljen.  Dem  Wesen  der  Sache  naeh  verhöh  es  sich  wie  mit 
einem  xMenschcn,  welcher  ausser  dem  zur  eigenen  Forlbeweguni; 
stets  nolhwendigen  Energieaufwand  seine  Arbeitsleistung  entsprechend 
sleigcrn  rouss,  um  nach  dem  Aufladen  einer  Last  auf  derselben  Weg- 
strecke in  derselben  Zeit  auf  eine  Anhöhe  zu  gelangen.  Ebenso  wie 
die  Pflanze  bat  aber  auch  der  Mensch  und  jede  Maschme  nur  eine 
endliche  Leistungsfähigkeit  und  bei  genügender  Last  (Widerstand) 
wird  ein  Fortbewegen  ganz  unmöglich.  Bei  etwas  geringerem  Wider- 
stand aber  muss  der  Gang  verlangsamt,  d.  h.  die  fUr  eine  Wegstrecke 
ntflhige  Zeit  verlttngeii  werden,  um  mit  der  zur  Verfügung  stehenden 
Energie  vorwilrts  kommen  zu  können,  und  in  diesem  Sinne  ist  auch 
die  Abnahme  der  Wachsthumsschnelligkeit  der  Pflanze  bei  Zunahme 
des  Widerslandes  zu  betrachten.  Und  wie  der  Mensch  ükunümischer- 
weise  den  be(jueiiislen  Weg  einschlügt,  so  kommt  es  auch  in  der 
Pflanze  nur  dann  zu  hoher  und  höchster  Ausscnleistung,  wenn  ein 
Umgehen  der  Hindernisse  durch  die  Zwangslage  unmöglich  gemacht  ist. 

In  solchem  Vergleich  mit  dem  Menschen  tritt  wohl  am  klarsten 
hervor,  wie  und  in  welchem  Sinne  es  auch  in  der  Pflanze  regula- 
torisch geleiteter  ThStigkeiten  bedarf,  damit,  wie  es  Thalsache  ist, 
gegen  Widerstünde  eine  zweckentsprechende  Reaclion  zu  Stande 
kommt.  Eine  selbstregulatorische  Thaiigkeit  beherrscht  aber  Uber- 
haupt das  ganze  Getriebe  aller  lebendigen  Organismen  und  ist  auch 
zu  bestimmten  Zwecken  sehr  vielfach  in  Apparaten  und  Maschinen 
dienstbar  gemacht.  So  in  der  Uhr,  in  dem  sich  selbst  regulirenden 
Thermostaten  und  ebenso  in  dem  Gasmotor,  der  bei  zunehmendem 
Widerstand  automatisch  den  Gasconsum  und  damit  die  Energieenl- 
wicklung  Steigort.  der  uns  also  in  principieller  Hinsicht  eine  Reaclion 
vorfuiii  l,  wu!  .sie  uns  auch  in  dem  gegen  höhere  Widerstünde  arbei- 
lenüeu  Organismus  entgegentritt. 
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Die  ulli^eiiieinsle,  in  alle  Tlieile  und  lliilligkeilen  eingreilenile 
selbstregulatorischo  TiiStigkeit  ist  ilhcrliaupt  eine  nolliwendige  Forde- 
rung für  !*]xi>tonz  und  Entwicklung  des  Organismus,  dessen  grössere 
und  kleinste  Glieder  und  Organe  in  gegenseitiger  Abhtingigkeit  und 
Unterstützung  heslehen  lind  arbeiten ').  Üieses  gilt  ehcnso  für  Spross 
und  Wurzel  wie  für  die  einzelnen  Glieder  des  Protoplasraaorgauismus. 
lud  wie  der  Organismus  ein  Ganzes  ist,  werden  auch  die  zur  regil- 
lulorischen  Thaiigkeit  nöthigea  Beeinflussungen  durch  das  Ganze,  also 
bei  einem  Baume  auf  sehr  weite  Strecken  fortgepflanzt.  Das  fint- 
blättern  z.  B.  hat  nicht  nur  das  Austreiben  von  Reserveknospen  zur 
Folge,  sondern  Hand  in  Hand  mit  dieser  veranlassten  neuen  ThttUg- 
keil  macht  sich  auch  eine  vorttbei^^ende  Wachsthumshemmang  im 
Wurzelsystem  geltend.  In  der  Wurzel  aber  —  um  bei  dieser  zu 
bleiben  —  wird  sowohl  durch  Wegschneiden  als  durch  Umgipsen 
des  Spilzentheiis  beschleunigtes  Produciren  und  Heranwachsen  von 
Nebenwurzeln  veranlasst  (Kap.  VII).  Wird  aber  durch  entsprechende 
mechanische  Widerslttnde  dafUr  gesorgt,  dass  nur  der  llusserste 
Spiizentheil  der  Wurzel  sich  fortentwidceln  kann,  so  gibt  die  ge- 
waltige Beschleunigung  des  Wachsens  in  diesem  Spitzentheil  von  einer 
energischen  correlativen  Ueaclion  Kunde  (Al)lli.  H  dieses  Ka{)itels). 

Die  \Vaili>tliunisvorgiinge  sind  aber  stets  mit  StoHwecliselpro- 
cessen  verkettet  und  die  regulat()ri>clie  üelierrsclumg  des  Getriebes 
erstieckl  sich  iialililicli  auf  die  (iesammllieit  der  Tlililigkeiten,  also 
sowohl  auf  den  Siotlwt'clisel  als  auf  den  Kraflwcclisel.  Diese  Uegu- 
lationsverketliing  ist  soiiiil  auch  ebenso  bei  der  normalen  Entwick- 
lung im  Spiele,  wie  in  der  Ueaclion  gegen  irgendwelche  besondere 
Verhältnisse  und  Eingriffe.  Dieser  Uegulation  btMlarf  es  u.  a*,  um 
den  SlolTumsatz  so  zu  lenken,  dasa  die  osmotische  Energie  in  einer 
Zelle  bei  langsamer  und  schneller  GrOssenzunahme  conslant  bleibt 
und  in  richtigem  Verhaltniss  zu  dieser  und  zum  Wachsen  muss  auch 
die  Production  von  Gcllulose  und  das  Fittchenwachsthum  der  ZeUhaut 
ger^t  werden. 

Es  entspricht  dem  allgemeinen  Charakter  der  automatischen 


()  Dil-  ;ilI;;omoine  Beiloutuiip  <lor  St'Il)strci,«ii!  itii n  i>l  /  Ii.  Iiorvfiri^'cliohi'ti  l>ei 
PrBTFKH,  t'iiy.siolo(sie  lid.  I,  p.  3lü;  Zur  kunnlui».s  liur  Oyxilaliuasvurgüuge  (88^, 
p.  46t. 
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Regulation,  sowohl  in  Organismen  wie  in  Mechanismen,  class  in 
gegenMMtii;er  Abhiüitjigkeil  ThStigkeitcn  (nüliiigenfiilKs  also  auch  Ar- 
beitsleistungen) beschleunigt  oder  verlangsamt  werden.  Diesem  Prin- 
cipe schliessl  sich  auch  der  Spccialfall  an,  dass  eine  bis  dahin 
schlummernde  FfUiiü;kcit  in  Aclion  gesetzt  und  somit  in  Dienst  ge- 
stellt wird  oder  dass  die  bis  dahin  activen  Mittel  zur  Erreichung 
anderer  Ziele  in  neue  Bahnen  gelenkt  oder  sistirt  werden. 

Den  endlichen  Erfolgen  kann  man  schlechterdings  nicht  ansehen, 
welche  Kette  von  Processen  zwischen  einem  Anstoss  und  den  lote- 
ten, die  mechanische  ÄusfÜhrang  besorgenden  Gliedern  einer  Reaction 
eingeschaltel  sind.  So  viel  ist  aber  gewiss,  dass  es  sich  in  den 
Regniations-  und  Reizvoi^ngen  sehr  oft  um  verwickelte  ReacUons- 
ketten  bandelt,  in  denen  Auslösungen  nnd  mechanische  Uehertragungen 
in  mannigfachster  Weise  die  Verbindung  herstellen,  um  Reactionen, 
die  zudem  häufig  nach  fernen  Punkten  direct  oder  indirect  aus- 
strahlen. 

Wie  dem  aber  auch  sei,  sobald  die  veranlasste  Thätigkeit  mit 
den  in  der  Pllanze  disponiblen  Mitteln  betrieben  wird,  sobald  also 
die  äussere  Yeranlassun;^  nur  ih  n  Anstoss  dafür  abgiebt,  dass  die 
Tliiiliijkeit  der  Pflanze  in  be.stimmte  Bahnen  irü;endwio  und  irgendwo 
einlenkt,  haben  wir  mit  vollem  Rechte  von  einem  Au.sIüsuiil:>\ organg 
zu  reden,  gleichviel  welche.«,  ('n('!l;eli^che  Verhaltniss  zwischen  dem 
Anstoss  und  der  ausgelösten  Ueaclion  besieht.  Die  Auslö.sungsvor- 
^nge  im  lebendigen  Organismus  aber  nennen  wir  Ueizvorglinge') 
und  in  diese  Kategorie  zahlen  auch  die  gewiss  nicht  einfachen  Reac- 
tionsketlen,  welche  zu  Druckleislungen  ei^gen  eine  mechanische  Wider- 
lage fuhren.  Es  verschlugt  nichts,  da.>s  hierbei,  wie  gar  nicht  anders 
möglich,  Druck-  und  Gegendruck  äquivalent  sind.  Denn  Ihatsache 
bleibt  in  jedem  Falle,  dass  der  Anstoss  nur  die  Veranlassung  daftir 
war,  dass  der  Organismus  mit  den  ihm  zu  Gebote  stehenden  Mitteln 
und  Kräften  die  Reacliooskette  ausfuhrt,  deren  letzte  mechanische 
Glieder  —  die  Hautentspannung  und  nOthigenfalls  die  Turgorschwel- 

I)  Als  Refsvon^nge  sind  eben  die  Audafiongsvorgiiige  im  lebaadigen  Or^ 

gaofaUilttB  zu  beMiehnea.    In  dleseni  Sinne  wurde  /uorsl  von  mir  die  Sache  auf- 

gafassl  und  es  ist  in  der  That  ganz  unmöglich,  irgend  eine  anilcro  Dennition  /u 
geben,  welche  die  Gesammllicil  der  Krsclieinungen  umfassle.  Vgl.  Pkbkkkw,  Physio- 
logie Bd.  l,  p.  4  uad:  Unters,  a.  d.  bot.  luslitul  zu  Tübingen  1884,  Bd.  I,  p.  473. 
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lung  —  allein  uius  bekannl  sind.  Oboe  jeden  Zweifel  wird  es  Jeder- 
mann einen  Retzvorgang  nennen,  wenn  ein  HIensch  veranlasst  wird, 
seine  Krftfte  zur  UeberwüUiguDg  von  Widerstunden  anzuspannen;  dem 
Wesen  der  Sache  nach  verhillt  es  sich  aber  analt^  bei  einer  Pflanze, 
die  mit  Aufbielung  ihrer  Kraftmittel  gegen  eine  Widerlage  arbeitet. 
Aiirh  darf  man  sich  diese  Ueactionskctle,  die  auf  kleinem  Uaiirne 
iiiul  «loch  wieder  nur  bedingungsweise  sich  abspielt,  die  aber  aueli 
fei  iilieiieiidc  Cljcdcr  des  Körpers  in  Mitleidenschaft  zieht,  keincswot^s 
einfach  nüisIcIIimi  und  nuiss  sich,  wie  stets,  hüten,  die  letzten  Acte 
als  d«jn  ü;an/eii  Inliall  der  Reaction  zu  nehmen.  Dass  es  Zeit  zur 
Knl  Wicklung  In  »heu  n  Aussendruckes  bedarf,  ist  eine  Eigenschaft  sehr 
vieler  Ueizreaclionen,  von  denen  nur  gewisse  sich  plötzlich  abspielen. 
Ucbrigeos  erreicht  unsere  Druckrcactiun  schnell  ihr  Endziel,  wenn 
ihr  nur  ein  geringer  Widerstand  entgegentnlt. 

Diese  allgemeinen  Auseinandersetzungen  schienen  mir  geboten, 
um  das  Wesen  der  gegen  einen  Widerstand  gerichteten  Reaction  ins 
richtige  Licht  ztf  setzen.  Es  mag  noch  daran  erinnert  werden,  dass 
wie  üblich,  nur  der  Wechsel  des  Widerstandes  zu  einer  Vertlnderung 
der  Tbtttigkeit  fUhrl,  die,  wie  in  gar  vielen  Reizreactionen,  nach  der 
Uebergangsreaction  bei  Constanz  der  YerhUltnisse  auf  dem  nun  ei^ 
worbenen  Niveau  sich  erbllltO'  Analog  verhillt  sich  z.  B.  der  Muskel, 
welcher  durch  dauernde  Reizung  im  Tetanus  erhalten  wird,  und  wie 
bei  dem  Muskel  eine  intermittirende  elektrische  Reizung,  so  würde  bei 
der  Wurzel  ein  discontinuirlicher  Widerstand  zur  Folge  haben,  dass 


f)  So  ist  es  nalürliöh  in  alteD  Bdsongen,  welche  den  Uebcrgaiig  zu  einem 
neuen  Gleicbgewicbtssusland  versnlassen.  In  gleichem  Sinne  fUhrt  auch  die  dnrdi 
den  Wechsel  der  Licbtrichtang  erzielte  iielioiropische  Reizung  dca  Uebei^ang  auf 

eine  bestimmte  Stellung,  d.  Ii.  einen  fileicligcwichlszuslanti  tierbei,  der  bei  Con- 
sUmz  der  Verlr;illiii>se  und  durch  diese  Consliinz  erliallcn  wird.  Analog  ist  aber 
auch  ein  \Väruio\vccbi>eI  eine  Veranlassung,  dass  die  mit  den  eigenen  Hnergic- 
mittcla  betriebenen  TbSligkeiten  erst  beginnen  oder  beschleunigt  resp.  verlangsamt 
werden.  Dieser  Wechsel  wiritt  also  jedenCalls  nur  ausUSsend,  d.  h.  als  Reit,  der 
eben  die  Thlllgkeit  aur  den  neoen  Gleichgewbditssustand  QberfBhrt,  deasra  Br^ 
baliun^  von  der  Con^lan/  der  Tempemtur  (ceteris  paribus)  abblngig  ist.  So  gut 
wie  t'iiK;  jede  durch  die  Bedingungen  c(m>1.mt  (>•  hnltcne  licliolropisciie  oder  '.m'o- 
lrojii><  iic  Krümmung  Ivunii  man  also  aucii  jede  durcii  den  ilatigel  des  Tempcrulur- 
\vechsel>  constant  erhaltene  Ihätigkeit  als  den  jeweilig  besiehonden  Heizzusland 
bezeichnen.  AusfQhrlicher  werde  ich  diese  und  anschliessende  Fragen  in  emem 
demnSchst  su  publieirenden  Vortrag  über  die  Reizbarkeit  der  Pflanzen  behandeln. 
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die  gruphi.sclie  Dar\slelluiii,'  der  Bewegung  niclil  eine  gerade,  sondern 
eine  abwechselnd  fallende  und  sleigende  Curve  liefert.  L'ebrigens 
ötrelil  auch  die  pholotactischc  Schwüniisporc  so  lange  nach  der- 
selben Kichtung,  als  derselbe  Keiz  anhält  und  so  laoge  es  die  mecha- 
nischen Yerhttllnisse  erlauben. 

Wie  allgemein  muss  auch  hier  das  Streben  dahin  gehen,  den 
ReactionsprocesB  in  allen  seinen  Phasen  nnd  Beziehungen  zu  er- 
leuchteii.  Indess  dieses  endliche  Ziel  ist  noch  ftlr  keinen  vitalen 
Voigaog  in  aller  Vollständigkeit  erreicht  ond  so  mttssen  wir  uns 
schon  glocklich  schlitzen,  wenigstens  die  zur  unmittelbaren  Ausftlh- 
rung  benutzten  Factoren  pricisiren  zu  können.  In  diesen,  dem 
Flachenwachsthnm  der  Haut  und  der  TurgorspannuDg,  begegnen  wir 
den  auch  im  Wachsthum  dienstbaren  Mitteln,  die  hier  zu  dem  be- 
sagten Ueactionszwecke  nutzbai'  gemacht  werden. 

Auch  der  Mensch,  welcher  durch  Aufladen  einer  I.asl  zu  höherer 
Arbeilisleislung  veranlasfvl  wiid,  macht  für  die  erhöhte  Leistung  nur 
die  üblichen  Energiequellen  nutzbar.  Andere  als  die  im  Organismus 
gebotenen  uod  zu  Arbeitszwecken  disponiblen  Hnergiemiltel  können 
überhaupt  nie  in  Betracht  kommen.  Auch  ist  die  Sachlage  keines- 
wegs principiell  verschieden,  wenn  in  einer  Ueizreaction  eine  schon 
vorhandene  Bewegungiithtttigkeit,  resp.  die  sie  vermittelnden  Processe 
nur  in  quantitativer  Hinsicht  in  andere  Bahnen  gelenkt  werden, 
oder  wenn,  wie  z.  B.  bei  Mimosa,  ein  bestimmter  Bewegungsvoigaog 
nur  so  oft  und  so  weit  zur  Ausführung  kommt,  als  es  Reize  veranlassen, 
wodurch  zugleich  verursacht  wird,  dass  die  Pflanze  einen  grösseren 
Betrag  von  Arbeit  zu  leisten  hat.  Uebrigens  tritt  im  Grasknoten  die 
zur  Krümmung  führende  Wachsthumsthtitigkeit  erst  mit  dem  geo- 
tropischen  Reize  in  Aclion  und  erst  durch  Entfesselung  dieser  .\ction 
werden  Energiemillel  fiir  diese  Bewegung  in  Anspruch  gcuounuen, 
die  ebenfalls  zur  Vollbringung  hoher  Aussenarbcil  bcIlUiigt  ist. 

Kommt  zu  dem  forldauernden  Wachsen  noch  Aussenarbeit.  so 
fordert  die  so  vermehrte  Leistung  einen  höheren  Gesammtaufwand 
an  Energie,  es  sei  denn,  dass  die  Pflanze  bis  dahin  im  Wachsen 
unnöthigen  Eneigieaufwand  trieb  und  ökonomischeres  Arbeiten  erst 
mit  dem  Entgegentreten  des  Süsseren  Widerstandes  begann.  Letzteres 
ist  weder  nach  teleologischen  Gesichtspunkten,  noch  nach  Analogien 
wahrscheinlich,  und  so  ist  aller  Grund  zu  der  Annahme,  dass  die 
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erhöhte  mechanische  laanspruchnahnie  in  der  Pflanze,  analog  wie  im 
Menschen,  einen  energischeren  Cnergieumsatz  veranlasste.  Wahr- 
scheinlich wird  Hand  in  Hand  damit,  wie  im  Thiere,  so  aaoh  in  der 
Pflanze  eine  Steigerung  der  Athmungsthatigkeit  eintreten,  eine  Steige- 
rang, welche  z.  B.  auch  die  Reaction  der  Pflanze  gegen  Verletzun- 
gen begleitet*). 

Nimmt  der  Turgor  in  der  Reaction  gegen  die  Widerli^  zu, 

so  ist  damit  eine  gesleigeite  Productionsthatigkcit  osmotisch  wir- 
kender Substanz  clirect  gekennzeichnet.  Denn  eine  entsprechende 
Mehri»rüdu(tion  ist  iiothwcndig,  um  bei  gleichem  Ziiwacli.s  (also  bei 
gleicher  Volumzuiwihme)  den  auf  höheres  Niveau  gehobenen  Turgor 
conslant  zu  erhalten.  Die  Eiliolnmir  wie  das  Unterbleiben  der  l'ur- 
gor.schvvellung  erfordert  übriucns  («bcn.so  gut  eine  specitische  regula- 
torische Thlitigkeit.  wie  die  Erhaltung  der  Turgorconstanz  in  der 
wachsenden  Pflanze  und  es  ist  also  keineswegs  notliwendig,  dass  in 
derselben  Pflanze  aut  jedweiche  Wachsthumsverlangsamung  eine  Tur- 
gorsteigerung  folgen  muss  (vgl.  p.  303). 

Die  r^ulatorischc  Steigerung  der  Arbeitskraft  kann  aber,  in 
Organismen  wie  in  Mechanismen,  immer  nur  bis  zu  einem  endlich  be- 
grenzten Werthe  steigen  und  so  ist  es  mit  zunehmendem  Widerstand 
schliesslich  nur  durch  Verlangsamung  der  Bewegung  möglich,  dass 
die  in  der  Zeiteinheit  disponible  Energie  die  Summe  der  zu  leisten- 
den Arbeit  zu  bewältigen  vermag.  Dem  entsprechend  wird  mit  zu- 
nehmender Aussenarbeit  ebensowohl  das  Wachsen  (das  Fortbewegen) 
der  Pflanze,  wie  der  Gang  des  Menschen  oder  des  best  röhrenden 
Gasmotors  verlangsamt.  Hit  dem  merklichen  beginn  solcher  Verlang- 
samung  inuss  natürlich  die  höchste  mögliche  Energieentwicklung 
nicht  erreicht  sein  und  dieses  inuss  auch  ftlr  die  Pflanzen  beachtet 
werden,  (hu  nach  unseren  Versuchen  augenöclieinlii. Ii  —  und  man 
niu.ss  .sagen  in  ökonomischer  Weise  —  die  Verlangsamung  des  Wachs- 
tliuni>  beginnen,  bevor  die  Production  der  Arbeitskraft  auf  den  müg- 
licheu  Maximalwerth  augolaiigl  i.sl. 

In  diesen  und  Uhnlichcn  Kr\v;igung«»n  ist  es  einleuchtend,  dass 
die  Aussenarbeit  kein  Maass  lur  die  unbekannte  Energiesumme  sein 
kann,  weiche  durch  Yerlangsamung  det>  Wacbsenä  in  der  InncDarbvil 


I)  Tgl.  PnrriB,  EnerBeUk  4 «91,  p.  SOI. 


Digitized  by  Google 


105] 


Druck-  und  Arbeitsleistung  durcu  wachsende  Pflakzen. 


337 


erspart  wonle*).  Schon  die  bis  zu  einer  bestimmten  Aussenleistung 
constante  Wachfithomsschnelligkeit  spricht  entschieden  gegen  eine 

solche  Auffassung,  die  such  ganz  und  gar  nicht  in  Einklang  mit  der 
Fifalirun«?  steht,  dass  die  Pflanzen  in  trefflicher  Weise  rogulalorisch 
urbcilcn  und  den  IkMlurfiiissen  enisprccliond  die  Ausgiebigiieit  des 
Stoffwechsels  und  Kraft  Wechsels  modificiien. 

Neben  solcher  regulatorisch  gcleitelcn  Energieentuickliiug  kann 
und  wird  auch  der  auf  der  einen  Seite  ersparte  Arbeitsaufwand  in 
dem  angedeuteten  Sinne  zu  Gunsten  der  Aussenarbcit  oder  irgend 
einer  anderen  Function  Verwendung  finden.  Dem  Wesen  der  Saclio 
oach  liegt  in  dieser  wechselseitigen  Uebert ragung  und  Concession 
ein  Fall  von  Correlation  vor,  der  in  so  einfacher,  durch  nichts  ge- 
trübter Weise  im  Organismus  wohl  kaum  jemals  realisirt  sein  durfte. 
Doch  tragen  wenigstens  den  allgemeinen  Stempel  der  wechselseitigen 
Uebertragangen  und  CSoncessionen  mehr  oder  weniger  die  ans  ent- 
gegentretenden Effecte  der  Correlationserscheinüngen,  wie  verwickelt 
immerhin  ihre  Verkettung '  und  ihr  Betrieb  sein  mag.  Denn  im  Wesen 
laufen  alle  die  mannigfachen  Correlattonen  darauf  hinaus,  dass  die 
UnterdrUckung  oder  Hemmung  eines  Geschehens  auf  der  einen  Seite, 
auf  der  anderen  Seite  mit  dem  Erwachen  oder  Beschleunigen  einer 
Function  verknüpft  ist,  resp.  dass  die  umgekehrte  Beeinflussung  uus 
eotgegcntritt^). 

Speciell  in  der  Wurzel  beij;egnen  wir  n.  a.  in  der  beschleunig- 
ten Nebenwurzelbildiing  bei  IKunmuni^  des  \Na(lisens,  sowie  in  dvv 
ungemein  ansehnlichen  Wachsthundiesehleunigung  der  allein  in  Frei- 
heil  gelassenen  Wnrzelspitze,  aufTülligen  C.urrelationen,  die.  wie  ebenso 
andere  (>ürrelationsvürglinge,  sofort  erkennen  lassen,  dass  es  sieh 
nicht  um  einfache  Energieübertragungen  handelt.  Denn  die  beschleu- 
nigten und  niodiücirten  Thätigkeilen  werden  durch  die  in  den  acliv 
werdenden  Partien  selbst  entwickelten  Mittel  betrieben  und  nicht  die 


I)  V^.  Pfbpfbr,  Energetik  I89t>  p.  S8t. 

t)  Eine  bestiminte  BegrifTsbestiinmuDg  für  «Gorrelalion«  ist  meines  Wissens 
iiisber  nirlit  gegeben.  Wenn  man  <lio  Bozoichiiung  bisher  wolil  zumeist  für  ;iii<vscr- 
lich  siebtbar  werdende  Gesliilliingeii  .uiw  itHltc ,  so  i'^l  ddcli  kein  (Jrund,  \v;iruin 
man  nicbt  aucb  die  cntsprccticndcn  phy^iologiscbun  Wccbsetbcziclmogou  in  gleicher 
Weise  als  Correlationeo  bczeiclincn  soll,  wenn  es  sich  auch  um  lasserlicb  nicht 
bervortrelende  Processe  bandelt. 
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Betriebseoergie,  sondeni  nur  der  auslösende  Änsloss  ging  von  dem 

correlativen  Theile  aus.     Aber  gerade  in  Hinsicht  aof  die  uns 

i^iinzlich  iinbokanntcn  auslösenden  Koizverkellungen  niUssen  diese 
und  andere  Ertulge  uucii  in  energetischer  Uinsicht  sleU  beurlbeilt 
werden. 

liei  einer  solchen  verwickeilen  Sachhigc  lässl  sich  auch  niclil 
voraussagen,  was  sich  in  dem  durch  nieclianischen  Widerstand  im 
Waciisthum  geiiemmlen  Theile  abspiell.  Denn  wenn  auf  der  einen 
Seite  niil  dem  Wachslhuni  die  ProducUon  von  Baunialerial,  osmotisch 
wirkenden  Stoffen  u.  s.  w.  sistirt  werden,  so  kann  man  doch  nicht 
wissen»  in  welcher  Weise  durch  die  auf  Ueberwindung  der  Wider- 
läge  strebenden  Reactionen  die  Thatigkeiten  der  Pflanze  gelenkt  wer- 
den und  in  welchem  Yerb&ltniss  demgemHss  der  gesammte  Bneiigie- 
Umsatz  bei  sislulem  und  freiem  Wachsthum  sich  gestaltet. 

Eine  weiterstrebende  causale  Zeiigliederaog  hat  die  entscheid 
denden  und  mitwirkenden  Factoren  zu  pritoisiren.  In  Bezug  auf 
die  mechanische  Vermittlung  wurde  aber  gezeigt,  dass  die  gesammte 
Energie  fUr  die  Aussenleislung  durch  die  Turgorkraft  geliefert 
wird,  wahrend  das  FIftchenwachsthum  der  Zellwand  nur  dazu 
dient,  die  Baut  zu  entspannen  und  auf  diese  Weise  die  Turgorkraft 
ganz  oder  Iheiiweise  gegen  die  gebotene  Widerlage  zu  lenken. 
Natürlich  ist  ein  entsprecliend  geregeltes  rUichenwachsthum  für  das 
Gcsammlwachslhuin  und  somit  für  die  äussere  Arbeitsleistung  der 
Pflaii/.e  ebenso  nolhwcndig,  wie  die  Hegulalion  lies  rnrgors  in  den  an 
Volumen  /unelunenden  Zellen.  Üoch  spielt  das  Flüchenwachsthum  in 
Bezug  aut  die  Aiissenleistung  in  analogem  Sinne  eine  nur  auslosende 
Holle,  wie  ilie  Drehung  eines  Hahnes,  durch  welche  das  bis  dahin 
/iirdckgehallene  Wasser  zur  Vollbringung  von  Leistungen  gegen  äussere 
VViilerstUnde  gebracht  wird.  Demgemftss  sind  die  auf  das  Haut- 
wacbsihum  (resp.  Drehung  des  Hahnes)  verwandte  und  die  in  der 
Aussenarbeit  reprSsentirle  Energie  ganz  incommensurabel,  denn  fitr 
letztere  ist  es  ganz  gleich,  ob  für  einen  bestimmten  Zuwachs 
(resp.  eine  gewisse  Hahndrehung)  eine  sehr  geringe  oder  eine  sehr 
hohe  Eneiigie  aufgewandt  wurde.  Auch  ist  es  (ttr  das  Wesen  der 
Aussenleistung  einerlei,  mit  welchen  Betriebskrftflen  die  Hautent- 
Spannung  oder  die  Drehung  des  Wasserhahnes  ausgeführt  wird. 

Auf  die  an  sich  bedeutungsvolle  Mechanik  des  Wachsthums  der 
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Zc'llliaul  waren  unsero  L'iiU  rsiiclningen  zwar  in  or.ster  Linit>  nicht 
ijericlitot,  doch  geslalten  sie  in  dicstM-  Hinsicht  eine  wichtige  Schluss- 
IVilgerung,  wie  in  Kap.  MII  jjjezeigl  weiden  soll.  Hier  sei  nur  darauf 
liini^ewiescn,  ilass  die  zum  Flüclienwachslhiini  nothwerifhge  Belriebs- 
krall  nicht  der  osmotischen  Euergie  entstammen  kann,  da  die  Zeil- 
haut bei  der  mehr  und  mehr  oachlasseoden  TurgordehDung  und  bis 
xur  gUoziichen  Elimmirang  dieser  nur  durch  eine  eigene  Aclivil^il 
wachsen  kann.  Denn  die  so  endhch  auf  Null  reducirte  Turgorkraft 
kaOD  nicht  die  plastische  Dehnung  in  Zellwttnden  bewirken,  welche 
wehrend  der  ganzen  Reaction  mindestens  ihre  volle  Elasücitflt  be- 
wahren, eine  BlasticiUlt,  welche  nicht  einmal  bei  voller  Turgor- 
dehnung  tiberscbritten  wird.  Dieserhalb  aber  sind,  wie  es  noth- 
wendig  ist,  die  Zellhitate  befähigt,  jederzeit  der  vollen  Turgoreneiigie 
entgegenwirken  zu  können,  wenn  diese,  bei  plötzlicher  Hinwegnabme 
der  Susseren  Widerlage,  gegen  sie  gelenkt  wird,  und  dieses  auch 
dann,  wenn  die  Turgorkraft  durch  Anschwellung  der  osmotischen 
Energie  sehr  gesteigert  wurde. 

DemgemSss  muss  die  Zeilbaut  aeliv  wachsen,  d.  h.  die  Arbeits- 
kraft für  das  Flüchenwachsthum  niuss  aul  dem  Wei:e  der  Inliissus- 
ception,  durch  Ausscheidungsenergie  (Volumenergie)  {.-(»wonnen  wer- 
den*). Mit  Constatirung  dieser  FlUiigkeit  ist  aber  nicht  gesagt,  dass 
das  Flachcnwachsthum  stets  mil  (irni^cllicii  Energiemitlel  betrieben 
werden  muss.  Es  muss  vielmehr  die  MögHchkeit  zugegeben  werden, 
dass  in  anderen  Fallen  die  Turgorenergie  entscheidend  oder  unter- 
siiitxend  eingreift,  ja,  bei  den  correlativen  Belobigungen  wäre  es 
denkbar,  dass  unter  Umständen  eine  gewisse  gegenseitige  Yci  tretung 
dieser  Energiequellen  im  Dienste  der  Pflanzen  ausgenutzt  wird. 

Abgesehen  davon,  dass  das  Flüchenwachsthum  der  Zellwand 
erst  nach  gewisser  Abnahme  der  Turgordehnung  langsamer  zu  werden 
beginnt,  ist  doch  allein  aus  solcher  Yerlangsamung  Oberhaupt  nicht 
zu  schliessen,  dass  die  Turgorkraft  die  Arbeil  im  Flachenwachs* 
Ihum  leistet.  Denn  Yerlangsamung  wird  auch  durch  Abnahme  der 
Temperatur  erzielt,  obgleich  die  Wirme  nicht  die  Energiequelle  für 
das  Waohsthum  ist.  Und  wie  die  Wflrme,  so  ist  eben  auch  die  Turges- 
cenz,  resp.  die  richtige  Turgorspannung  der  Bant  in  gewisser  Hin- 


I)  l'FBFFEH,  i^iUTgetik  1892,  11.21b. 
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sieht  und  so  auch  in  Hdrksiohf  auf  das  bosprochcne  Klachenwachs- 
Ihum  nur  eine  AllgemeinbtMlinL:iiiig  ftir  HerstclIuiiL;  des  thiitigCQ 
Zusliuuios.  Auch  lehrt  diti  Verlani:>anaing  dos  Wachsens  l)ei  Steigerung 
ilci  mechanischen  Spannung,  dass  (he  (Irösse  der  mechanischen 
Üehnkraft  keineswegs  für  das  Flllchenwachslhum  entscheidend  ist'). 

Wenn  also  das  Fiachenwachsthum  der  Zellwand  nicht  durch 
osmotische,  sondern  durch  AusscheiduDgs-Eoergie  betrieben  wird,  so 
kommt  doch  der  Turgorkrafl  eine  andere  mechanische  Bedeutung 
darin  zu,  dass  erst  durch  sie  in  zartwandigen  Geweben  die  SirafTheit 
uod  Tragf^igkeii  hergestellt  wird,  eio  Zustand,  der  natürlich  bei 
Anschmiegen  der  Zellen  an  eine  resistente  Widerlage  nicht  verloren 
geht  Doch  darf  die  Turgescenz  überhaupt  nicht  auBschliesslioh  nach 
rein  mechanischen  Gesichtspunkten  beurtheilt  werden,  denn  thatsttcb* 
lieh  geben  von  jener  auch  regutatorische  Beeinflussungen  anderer 
Actionen  aus.  In  welcher  Weise  diese  in  der  Reaction  gegen  eine 
Widerlage  im  Näheren  eine  Rolle  spielen,  das  ist  zur  Zeit  nicht  za 
sagen.  Nur  soviel  ist,  wie  auch  schon  betont  wurde,  in  diesen  und 
anderen  Erwägungen  gewiss,  dass  aus  der  äusseren  Arbeilsletstung 
kein  sicherer  Maassstab  für  die  Innenarbeit  zu  entnehmen  ist,  und 
spociell  die  im  Flüchenwachstlnirn  der  Zellhaut  aufgewandte  Arbeit 
wird  in  concreten  Fidlen  gar  nicht  von  der  Turgorkrafl  bclriebeu, 
welche  grade  die  nach  aussen  gerichtete  Energie  liefert'). 

Der  Rilckvcrfolg  aller  Thiiligkeit  im  Organi>inus  führt  unvor- 
iiH'idlich  zuletzt  auf  chemische  Umsetzungen  ').  Gleichzeitig  luerrnil 
habe  ich  auch  betont,  dass  die  in  den  chemischen  Processen  um- 
gesetzte und  disponibel  gemaclile  Energie  u.  a.  keinen  Maassslab  für 
diejenigen  Leistungen  im  Organismus  geben  kann,  welche  zunächst 
nur  an  die  Existenz  eines  Stoffes  und  dessen  richtige  AogrifTs weise 
und  Wirkung  gekcltcl  sind.  Denn  davon  hüngt  es  schon  ab,  ob  z.  B. 
Uberhaupt  mechanische  Leistungen  durch  osmotische  oder  Ausschei- 


Ij  Vgl.  PFEfFBB,  Bnergelik  IS9S,  p.  145  und  Kap.  XIQ  dieser  ArbtltL 
%)  D»  maa  vntor  «Wachsthuinsenergiet  die  im  Wachsen  aafgewandle  oder 
geleistete  Arbeil  tu  verslebeii  hat,  so  ist  es,  wie  loh  schon  in  der  Boeigetllc  p.  131 

Ijeincrklo,  ni'clit  zwcckeiitsprechond,  die  »ZuwachsgrOssc«  als  »Waclislhumsencrgicf 
7.11  lie/.oiclinrn.    Dcnti  lu  idc  siml  kt'iii(»i\vo!>s  proportional  und  bei  hoher  Ausscn- 
arbcil  kann  z.  H.  «lio  ZiiwacliJ-i^rosse  ininiiiKil  seiu. 
;t)  l'KEFFEK,  iiiiergelik  «892,  p.  209. 
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dunj^s-Eneigie  vollbijiclit  worden,  und  für  das  Aiismaass  dieser  ist 
es  ohae  joden  Holang,  ob  die  l'tlunze  für  Produclion  und  Gewinnung 
der  ivirkenden  Stoffe  eine  mügiichsl  geringe  oder  eine  tausendmal 
gr<te8ere  Enei^ie  aufzuwenden  halle.  So  ist  es  —  um  nur  ein  Bei- 
spiel anzufllhren  —  fttr  das  nur  durch  seine  Fallhöhe  Arbeit  voll- 
bringende Wasser  einerlei,  ob  Dampfkraft  oder  Menschenkraft  die 
Hebung  zum  Bassin  besorgt,  oder  ob  die  in  dieser  Hebung  aufge- 
wandte Energie  dem  theoretischen  Minimum  gleichkam,  oder  ein  be- 
liebiges Multiplum  dieses  Slinimalwerthes  war. 

In  diesen  und  Ähnlichen  Erw&gungen  ergibt  sich  auch  die  in 
der  Knergctik  nUlicr  erläuterte  völlige  Ii n bestimmt)) eil  der  Ucziehun- 
gen  zwischen  der  in  der  Atliiiiuiig  di>[>()nibel  gewordenen  und  der 
zu  .Arbeitsleistungen  in  und  durch  die  Pflanze  vt  iwandten  Fnerii;i(\ 
In  .\n.st  hlu.ss  an  das  soeben  Besprocliene  leuchlel  ilie.ses  .solorl  ein. 
sobald  man  bedenkt,  dass  die  Aufgabe  der  Athmungsthadgkeil  viel- 
fach in  der  Ermöglichung  dei  Production  bestimmter  Sloife  gipfelt, 
deren  fernere  Leistung  im  Dienste  des  Organismus  von  der  Enlr 
stehungsweise  ganz  unabh&ngig  ist').  Und  wenn  u.  a.  die  regula- 
torisch geleitete  vermehrte  Production  eines  Kttrpers  im  Allgemeinen 
von  einer  Steigerung  der  Athmung  begleitet  sein  wird,  so  ist  doch 
einmal  eine  Proportionalitat  zwischen  beiden  Grossen  nicht  nolh- 
wendig  und  zudem  pflegen  vitale  Vorgänge  gleichzeitig  verschiedene 
Thaiigkeitcn  und  Bahnen  in  Mitleidenschaft  zu  ziehen.  Deshalb  schon 
kann  die  Beziehung  zwischen  Athmungsgrössc  und  Ausscnarbeit  nicht 
cindeiitii:  sein,  jedoch  hat  ein  aui  diese  Uelalion  gerichtetes  Studium 
ein  vielfaciies  lultnesse. 

Uebrigens  ist  die  durch  die  Athmung  di.sponibel  werdende  Energie 
.sehr  gross  gegenüber  der  maximalen  .Ausscnarbeit.  Denn  da  die 
VtMbrennung  von  0,242  mg  Starke  1  Calorie  liefert,  eine  solche 
Calorie  aber  einem  Arbeitsäquivalent  von  4^1350  gmm  ent&pricbl,  so 
geniigi  für  eine  Arbeit  von  13()()  gmm,  wie  sie  unsere  Wurzel- 
versuche in  24  Stunden  eiigaben  (p.  330),  die  Verbrennung  eines 
kleinen  Bruchtheils  von  einem  mg  Stllrke^. 

I)  PriFTBR»  Energetik  I89S,  p.  SlO. 
S)  Vgl.  PnFFKR,  1.  c.  p.  SOS. 
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B.  Gorrelatiye  Vereehiebiuig  der  WBcMhimisth&tigkeit 

Durften  wir  in  den  auf  Arbeitsleistung  bezüglichen  Versuclien 
unerörtert  lassen,  ob  die  wacksthumslhatige  Strecke  die  normale  Lttnge 
bewahrt,  so  knUpft  sieb  doch  anderweitig  ein  hohes  Interesse  an 
die  Frage:  wie  gestaltet  sich  die  Zuwachsgrüsse,  wenn  allein  der 
ttusseralen  Wurzeispitze  die  Möglichkeit  der  Verlttngerung  gewShrl 
ist?  Derartige  Yerhttitnisse  worden  durch  entsprechendes  Eingipsen 
durchführbar  sein,  doch  konnte  ich  mich  auf  Versuche  in  Gelatine 
beschrünken,  da  schon  diese  in  sehr  klarer  Weise  das  Resultat 
lieferten,  dass  in  der  Wurzeispitze  eine  ungemein  beschleunigte  Zu- 
wachsthlltigkeit  entwickelt  wird,  wenn  die  anderweitige  Verlüngerung 
der  Wurzel  mechanisch  gehemmt  wird. 

Zur  AusßlhruDg  der  Versuche  kamen  die  Keimwurzeln  von  Faha 
in  die  bei  3S°CL  verflossigte  43proc.  Gelatine >),  welche  dann  durch 
Einstellen  der  kleinen  Cuvelle  in  Wasser  thunlichst  schnell  zum  Er- 
.slan  tn  und  auf  die  gewünschte  Temperatur  gebracht  wurde.  An  den 
zuvor  an  der  Wurzel  angebrachten  Tuschmarken  wurde  darauf  der 
Ziiwat  hs  lesp.  die  Constanz  der  Länge  ermittelt.  Die  Gelatine  war 
durch  liehandehi  mit  Iproc.  SalzsUure  und  Auswasclion  mit  Wa.sser  ge- 
ri'inigt.  Die.^e  Gelatine  reagirte  nur  sehr  wenig  sauer  und  nach 
kurzem  ErwUrmen  auf  iOO"  C.  kamen  in  ihr  während  der  24slttQ- 
digeo  Versuche  Bakterien  nicht  in  störender  Weise  zum  Vorschein. 

Die  mit  fünf  Keimwurzeln  von  Vicia  faba  ausgeführten  Experi- 
mente sind  in  den  Belegen  Abtb.  III,  Versuch  28-^32  tabellarisch 
zusammengestellt.  Die  erste  Verticah^ihe  gibt  Lage  und  Lttnge  der 
markirten  Zone  zu  Beginn  des  Versuchs  an  und  zeigt,  dass  die  ge- 
sammte  normale  Zuwachsstrecke  oontrolirt  wurde.  In  den  folgenden 
Verticalreihen  ist  für  jede  Zone  die  Ablesung  in  Theilslrichen  des 
Mikrometers  (1  Strich  =  0,045  mm)  nolirt,  welche  sich  zu  der  am 
Kopf  der  Reihe  notirten  Zeit  eiigab.  In  der  ersten  Horizontal- 
reihe  ist  zugleich  die  diesen  Ablesungen  entsprechende  Lttnge  in 

1)  Im  Wasser  quillt  liifttrock«iie  Gelalloe  80  Unge,  bis  eine  circa  fiproe. 

Gelatine  vorliegt  (Pfeffer,  Unlers.  a.  d.  bot.  InsUtOt  lu  Tübingen,  Bd.  I,  p.  489). 

I)i>mgotir.is>  wirkt  unsere  Gelatine  nirht  nielir  wasserentziehend.  Dieses  wird  niirli 
d;idurcli  erwic-fii .  «l.iss  d.is  Kinbeld'n  in  Gelatine  l)ei  Spirogyr.i  crassa  und  beili> 
den  zu  eben  nieilliciicr  l'iasnioiyse  nolbweiidigeu  Salpulcrwortb  nicbl  boeintlusst. 
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mm  hinzugefügt.  Nur  diesen  Spitzcnthcil  haben  wir  hier  in  Betracht 
zu  ziehen,  deoo  die  verschwindenden  Dimensionsänderungen  in  den 
übrigen  gemesBenen  Strecken  kommen  fUr  unsere  Hauptfrage  nicht 
in  Betracht  und  eine  kurze  Besprechung  derselben  kann  auf  spHler 
verschoben  werden. 

Das  Verhalten  dieses  Spitzentheils  ist  am  besten  aus  der  gra- 
phischen Darstellung  in  Fig.  9  zu  ersehen,  welche  sich  auf  die  Ver- 
suche 89,  30,  31  und  32  bezieht,  wahrend  der  zu  ganz  gleichem 


Fig.  9.  üraphiscbe  Darstellung  dur  VVuchälbumsüclinelligkeil  in  der  ilius!>eri)teii  SpiUe  von 
vi«r  ia  GelaHoe  eiogolMtleteo  Wimmln  dar  Vlci«  febt.  Vwtuob  SB»  %9,  84,  U  d«r  Mes«> 

Resultat  führende  Versuch  26  nicht  mit  aufjgenommen  ist.  Durch 

die  Ordinaten  wird  die  L&nge  in  mm  angezeigt,  welche  der  Spitzen- 
Iheil  in  den  als  Absci-ssen  angegebenen  Zeilen  besass.  Der  zwi- 
schen der  Spitze  der  Wurzelhaube  und  der  nikh^len  aufgesct/.lcn 
Marke  eingeschlos.sene  Spilzenlheil  war  zu  Beginn  nur  Ü,4Ö  bis  l,03iiiia 
lang.  Diese  I.Uiige  wurde,  wie  ihn  hoiizontale  Verlauf  der  Curve 
ergibt,  wührend  der  ersten  zwei  bis  vier  Stunden  beibehalten,  oder 
richligor  ungefähr  wülirend       bis  4|  Stunden,  da  die  Ablesung 
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erst  t>cgaun,  nacluleiii  sich  die  Wurzelu  uugeßihi'  }  Stunde  iu  der 
erstarrton  Gclatino  befanden. 

Dann  begann  der  ZuNNadis.  wtdchor  mit  ungeflilir  gleiclicr 
Schnelligkeit  bis  zum  Sclduss  des  Veisuchs  torlgesetzt  wurde.  Krei- 
hch  ist  für  die  letzten  \'3  bis  15  Stunden  die  Curve  durch  Yer- 
bioduDg  der  am  Abend  und  der  am  nächsten  Morgen  vorgcnomnienen 
Messung  oonstniirt.  Doch  genügt  der  iibii;:;e  Iheil  der  (lurvc  voll- 
sUindig,  um  zu  beweisen,  dass  das  Wachstbum  sogleich  zu  Beginn 
mit  voller  Schnelligkeit  einseizi  und  dann  nur  Schwankungen  bietet, 
wie  sie  auch  stets  an  den  unter  normalen  Verfattitnissen  wachsenden 
Wurzeln  gefunden  werden.  Auch  wurde  noch  constatirl,  dass  am 
folgenden  Morgen  dieselbe  Wachslhumsschnelligkeit  fortdauerte,  doch 
Ist  nur  in  der  tabellarischen  Zusammenstellung  der  Versuche  34  und 
32  je  eine  dieser  Messungen  aufgenommen  worden.  Natürlich  muss 
der  stündliche  Zuwachs  geringer,  die  Curve  also  zu  B^inn  des 
Wachsthums  weniger  steil  erscheinen,  wenn  das  WachsUium  erst 
gegen  Schluss  des  zeillichen  Ablesungsinlervallcs  seinen  Anfang  nahm 
(vgl.  z.  U,  Hi'legc  Versuch  30). 

Aus  der  nnlllcren  \Varhsthum>schneIli£j;keit  bereclinet  sich  ftir 
ii  Stunden  (vgl.  die  tal>ellarisclH'  Zii.>aiiini<'nslelliing  der  Versuche 
28—31)  ein  Zuwachs  von  13,3;  11,4;  11. G;  IH.S  und  16,5  mm  :  also 
im  Milte!  1  nun.  Detngemass  ist  eine  i;L'\vl^.^e  Verlangsaniung 
gegenüber  denjenigen  Versuchen  in  derselben  (lelatine  (Widerstand 
25  g)  erreicht,  in  welchen  das  Wachstbum  nicht  auf  die  Üusscrste 
Spitze  eingeengt  wai-,  sondern  sich  in  dem  10  bis  12  mm  langen 
Spitzenlbeil  in  der  üblichen  Verthciluug  und  zwar  ohne  eine  merk- 
liche Verzögerung  vollzog  (p.  32U).  Eine  solche  Wachsthumsschnellig- 
keit von  ungefähr  A  8  mm  in  24  Stunden  wird  indess  (bei  annähernd 
derselben  Temperatur)  in  einzelnen  unserer  Versuche  (Nr.  2S — 31} 
annähernd  erreicht  und  so  ist  mOgiichemeise  die  Wachsthumsvei'- 
langsamung  in  unseren  Experimenten  in  Wirklichkeit  geringer,  als  es 
nach  dem  Mittelwerlh  einer  beschrankten  Anzahl  von  Experimenten 
der  Fall  zu  sehi  scheint*). 

i)  Für  vergleichende  Versuclio  falU-n  iindcrweiligc  Einniis.sc  des  Mediums 
iiiis.  L'fhriijcns  war,  wie  M-Iinii  p.  .lä"  l)f>prorlicn ,  die  S;«ucr.stüir\ or.>;orj,'ung 
otleiibar  genügend.  Zur  Siciierlieil  wur  die  bei  .'i2"  C.  verllü.ssiglc  Uclaline  durch 
Scbiilteln  mit  Lull  gesStUgt  wordm. 
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Die  Einengung  des  Wacliscns  auf  den  Spitzentheil  wird  aber 
izanz  allein  durch  den  mechanischen  Widerstand  erzeugt,  wciclien 
die  durch  das  Einschmelzen  der  Wurzel  adhUrirende  Gelatine  bewirkt, 
da  alle  (d)rigen  Verhältnisse  dieselben  bleiben,  wenn  die  Wurzel  in  die 
schon  erstarrte  Gelatine  cingefiihrl  ^^ird.  Eine  solclif  Wurzel  gleitet 
bei  mechanischem  Zug  leicht  aus  dem  gebohrten  Caual,  wUhrend  es 
einer  sehr  viel  höheren  Energie  bedarf,  um  die  eingeschmolzene 
Wurzel  aus  der  Gelatine  zu  ziehen.  Dabei  pflegt  die  Gelalioe  der 
Wurzel  zu  adbttriren,  das  Zerreissen  also  in  der  Gelaiinemasse  eiV 
zutreten. 

Dieses  enge  Anschmiegen  und  Ausfüllen  aller  Unebenheiten  ver- 
mag also  die  subapicalen  Wurzeltheile  genugsam  zu  fixiren,  wahrend 
die  glattere  Spitze  aus  leicht  begreiflichen  Grttnden,  ohne  eine  höhere 
mechanische  Intensität  entwickeln  zu  müssen,  sich  leiditer  den  Weg 
in  die  Gelatine  bahnt.  In  dem  so  gebohrten  Ganal  fehlt  aber  die 
höhere  Adhttsion,  der  nicht  adharirende  Spitzentheil  der  Wurzel  wird 
also  verlängert  und  Hand  in  Hand  mit  der  Verlängerung  der  wachs- 
thumsthittigen  Strecke  wird  allmählich  die  normale  Wachsthomsver- 
Iheilung  wieder  hergestellt. 

Ein  solches  Verhalten  folgt  schon  mit  Nolhweudi^kcit  aus  den 
Erfahrungen  an  den  ii;e\\altsam  in  die  erslarrte  Gelatine  eingesetzten 
Wurzeln.  Von  drei  solchen  Versuchen  ist  einer  unter  Nr.  33  der 
Belege  mitgcthcill.  Aus  den  stundigen  Zuwachsen  (letzte  Vcrtical- 
reihe)  ist  zu  ersehen,  dass  die  Ges-ammlverlangerung  für  den  zu 
B^nn  1,16  mm  langen  Spitzentheil  nur  0,39  mm  beträgt,  während 
sie  sich  für  die  anschliessende  Zone  1,46 — 5,16  mm  auf  13,29  mm 
Stellt,  d.  h.  den  grösslen  Iheil  des  1 6,52  mm  betragenden  Gesammt- 
znwachses  ausmacht.  Diese  Vertheilung  entspricht  der  in  Erde 
oder  in  Wasser  wachsenden  Wurzel  von  Faha,  in  welcher  die 
S4stOndige  Messung  für  eine  2—4  mm  von  der  Spitze  entfernte  Zone 
die  grösste  Zuwachsschnelligkeit  ergibt^. 

Die  directe  empirische  Bestätigung  bringt  ausserdem  Versuch  32  B 
(Bel^e).  In  dies^  wurde  der  Spilzentheil  vor  dem  Binschmelzen 
in  Gelatine  mit  zahlreichen  dichtstehenden  Marken  versehen,  die 


i)  Sachs,  Arboilcu  dos  bol.in.  In.sliluls  in  Würxburg  1873,  Dd.  I,  p.  422; 
Vmwm,  PflanamphytiiolOBie  Bd.  II,  p.  77. 

AMbmN.  a.  K  6.  OtMUMb.  A.  WiMauoh.  ZXXm.  14 
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zur  Messung  der  Wachsthumsverlheilung  in  dem  SpitEentheil  dieatra, 

nachdem  dieser  zwischen  Mo  und  9I|-  Na  von  0,45  mm  auf 
3,01  mm  herangewachsen  war').  Nach  zwei  Stunden  waren  die 
Marken  des  1,30  nnn  langen  Husserslcn  Spilzentheils  gar  nicht  ;ius-  . 
einander  gerückt,  wUhrend  sich  inzwischen  die  Lünge  der  ursprüng- 
lich 7Avisciien  1,39  und  3,01  miu  hegenden  Strecke  etwas  mehr  aU 
verdoppcll  hatte  (von  30  auf  75  Theilslriche). 

Wir  begegnen  also  liier  einer  ausgezeichneten  correlativen  Wachs- 
tbumsverschiebung,  durch  welche  crreiclit  wird,  dass  der  Gesammt- 
zuwacbs  nur  massig  verringert  wird,  wenn  auch  der  Zuwachs  in 
der  normal  wac  hsihumsthaiigsien  Hegion  mechanisch  voUkommen 
gehemmt  wird.  Denn  nun  erflihrt  der  sonst  sehr  langsam  sich  yef- 
Ittngemde  ttosserste  Spiuentheil  eine  solche  Beschleunigung,  dass  er 
den  ausfallenden  Zuwachs  beinahe  compensirt  Eine  solche  regnla- 
torlsche  Thatigkeit  vermag  schon  der  Susserste  SpitzeoUieil  allein  ni 
vollbringen.  Denn  als  (Versuch  32)  der  markirte  Spitzentbeil  nur 
0,45  mm  lang  vrar,  erfuhr  die  unmittelbar  anschliessende  Zone  keinen 
Zuwachs.  Da  aber  von  der  Spitze  der  Haube  ab  gemesaen  wurde, 
die  bei  Faba  0,4  bis  0,8  mm  lang  ist,  und  in  unserem  Falle 
0,55  mm  lang  war,  so  muss  die  compensiiende  Wachsthumslhatig- 
keit  wesentlich  von  dem  urmeristematischen  Theile  der  Wurzel- 
spitze übernommen  worden  sein  und  jedenfalls  wird  es  wahrschein- 
lich, ilass  schon  das  Lrmeriätem  allein  iu  diesem  Sinne  eiozutrulen 
vermag'). 

Sobald  indess  die  Zwangslage  aufhört,  rUckt  die  Zone  lebliaf- 

I)  Durch  di«  R^vng  an  der  Gelatine  komnit  häufig  ein  Terwischen  der 
au(  einer  fortgleilenden  Strecke  beflndiicben  Marken  zuwege.   Indem  man  gleich- 

zciiig  an  verschiedenen  Harki>ii  Mosungen  vornimmt,  steigert  man  die  Wahrsehein- 

Ucbkcit  des  Gcün.üciis  cini'-;  Veri-uchs. 

8)  Eine  ganz  gonaue  Ikstiiiuming  ist  so  nirhl  möglich,  da  zunaclist  nur  die 
VVurzelliaubc,  die  etwa  1,7  lum  weil  vom  Scitcilolpunkt  aus  sich  erstreckt,  tixirt 
ist  und  ein  gewiasee  Gleiten  des  Wurzelkfirpers  innerhalb  dieser  denkbar  ist. 
Allerdings  deutet  die  Gewebeanordnung  in  Schnitten,  die  bald  nach  Beginn  des 
Wachadiums  In  Gelatine  angefertigt  wurden,  auf  sotohes  Gl^ea  nicbl  bin.  Zn- 
dem  war  in  Versuch  3i  die  Haube  sorgrällig  so  weil  abgeschabt,  dass  sie  nur 
noch  O.C  mm  von  der  Spitze  ab  reichti;  und  also  auf  ihr  noch  die  rr>li'.  nicht 
aber  die  zweite  Tuschmarkc  sa.s.s.  Schon  die  zweite  Zone  {0,45 — (,l2inm, 
ergab  aber  keinen  Zuwachs,  während  anderseits  der  ansehtilicbe  Gesammtzuwachä 
zeigt,  dass  die  Wurzel  durch  besagten  EingrilT  nicht  gelitten  halte. 
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fester  Streclning  vom  Scheitel  hinweg  und  dieser  tritt  nach  den 

milgelheilten  Erfahrungen  (Versuch  32  B)  so  schnell  als  Ihunlich  in 
den  üblichen  VVachslhunisziistand  zurück,  wahrend  zugleich  die  maxi- 
male Streckungsthätigkeil  sich  offenbar  so  lange  basipetal  verschiebt, 
bis  dieselbe  die  Ubliciie  Lage  erreicht  hat. 

Wie  ansehnlich  diese  apicale  Wachthumsbeschleunigung  ist,  mag 
daraus  erhellen,  dass  z.  B.  in  Versuch  32  der  0,45  mm  lange 
Spitzeatheil  in  24  Stunden  um  10,5  mm,  also  um  das  36,3 fache 
zuwuchs,  wahrend  in  normalen  Verhältnissen  der  4  mm  lange  Spitzen- 
theii  in  24  Stunden  Zuwachse  von  1  bis  1,8  mm  ergab*). 

Da  in  normalen  Verhältnissen  das  Wacbsthum  auf  eine  grössere 
Strecke  vertheilt  ist,  wird  nirgends  eine  solche  Wachsthumsschnellig- 
keit wie  in  dem  künstlich  beschleunigten  Spitzentheil  erreicht,  denn 
in  der  Streckungszone  normaler  Wurzeln  kommt  es  in  24  Stunden 
höchstens  zu  einer  4-  bis  9  fachen  Verlängerung  einer  markirten 
Strecke  (Sachs,  1.  c). 

Diese  Beschleunigung  führt  zunächst  allein  die  Wur/elspitze  aus, 
da  erst  mit  der  Verlängerung  der  mechanisch  nicht  fixirten  Region 
das  Wachslhum  auch  andere  Strecken  in  Mitleidenschaft  zieht.  Dieser- 
halb  ist  aber  aus  unseren  Versuchen  nicht  zu  entnehmen,  ob  etwa 
der  Uusserste  Spitzenlheii  allein  dauernd  eine  solche  Beschleunigung 
aufrecht  zu  erhalten  vermag,  wenn  fortwährend  dafür  gesorgt  ist, 
dass  nur  ihm  die  Freiheit  zum  Wachsen  gewllhrt  wird.  Die  Beftthigung 
zu  solcher  continuirlich  gesteigerten  Acti?itnt  darf  wohl  als  wahr> 
scheinlich  angesehen,  kann  aber  nur  empirisch  festgestellt  werden. 
Jedenfolls  kann  aber  die  Sireckungszone  weitgehend  verschoben  wer- 
den und  so  ist  es  kein  Wunder,  wenn  dieselbe  schon  unter  nor- 
malen Verhttltnissen  nicht  immer  genau  dieselbe  Lage  einhsit. 

Wenn  in  Folge  der  Hemmung  oder  Unterdrückung  eines  Strebens 
eine  correlulive  Ihaugkeit  erweckt  wird,  luuss  der  Erfolg  mehr  oder 
weniger  den  Anschein  erwecken,  als  ob  das  Quantum  der  dispo- 
niblen Energie  nunmehr  zur  Arbeitsleistung  an  anderer  Stelle  oder 
in  anderer  Weise  käme.  So  ist  es  wenn  z.  B,  austreibende  Ueservc- 
knospen  Ersatz  für  die  verlorenen  Triebe  liefern,  oder  wenn  die 
Wachsthumshemmung  der  Wurzelspitze  veranlasst,  dass  Seilenwurzeln 


4)  Sagbs,  1.  c,  p.  Ut  ff. 
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bescbiennigt  gebildet  werden  und  dass  sogleich,  wo  es  angeht,  die 
WacbstbumstblUigkeit  Lttcken  in  einer  umbollenden  Form  ausRiUt. 
Dieser  Stempel  wird  in  onserm  Falle  den  Brscheinangen  in  erhöhtem 
Grade  aurgedrttckt,  weil  es  sich  einfach  um  Terlegung  der  Wachs- 
thumsschnelligkeit in  demselben  Organe  handelt. 

Wird  uingekelirt  das  Wachslhuin  der  Wurzelspitze  mechanisch 
gehemmt,  so  ist  ein  vullig  gleicher  Reactiüiiserfuig  ausgeschlossen,  weil 
die  subapicalcn  Tlicilc  allmählich  in  Dauergewebe  td)ergehen,  unter 
diesen  Umstünden  iilso  ein  Lüngenwachsthnm  der  Wur/el  nur  bis  zu 
einem  gewi.ssen  Grade  niöglich  i:^t.  Dafür  wird  jel/t  durch  die  ;uis  loca- 
len  Produclionsheiden  entspringenden  Nebenwurzeln  für  einen  passen- 
den Ersatz  der  in  der  Fortbildung  gehemmten  Uauptwarzel  gesorgt. 

Der  Anstoss  für  solchen  Ersatz  ist  nur  in  der  Hemmung  der  an- 
gestrebten Bildungsthtttigkeit  gegeben.  Denn  die  beschleunigte  Pro- 
duction  von  Nebenwurseln  wird  ebensowohl  durch  Eingipsen  als  durdi 
Abschneiden  der  Wurzelspitze  veranlasst  und  die  Gelatine  wirkt  in  den 
soeben  besprochenen  Versuchen  auch  nm:  durch  die  meehanisdie  Hem- 
mung, denn  ohne  solche  (so  nicht  bei  dem  Einstossen  m  die  erstarrte  Ge- 
latine) kommt  das  beschleunigte  Wachsthum  der  Wuizelspitze  nicht 
zu  Stande. 

Nach  den  früher  gewonnenen  Erfahrungen  wird  un  ganzen 
Spilzentbeil  der  in  Gelatine  eingeschmolzenen  Wurzel  in  Folge  des 
mechanischen  Widerstandes  die  auf  Aussenleistang  hinarbeitende 

Thatigkeit  sogleich  beginnen  und  so  lange  fortschreiten,  bis  der 
Druck  zum  l'ortschiebcn  der  Spitze,  alüo  zum  Durchbrechen  der 
Gelatine,  ausreielit.  Da  hierzu  ein  Druck  von  25  bis  30  g  genügt 
(p.  ;^26),  so  würde  bei  einer  Druckzunahme  von  10  g  in  der  Stunde 
(vgl.  Kap.  IV)  in  2]  bis  3  Siundt'n  die  nOthige  Energie  erreicht  sein  und 
gtlnstigen  Falles  kam  in  unseren  >'ersiirhen  nach  dieser  Zeit  das  Fort- 
wachsen der  Spitze  zu  Stande.  Die  Uealisiruug  dieses  Wachsens  wird 
vcrnmthlich  die  subapicalen  Theile  der  Wurzel  derart  beeinflussen, 
dass  in  ihnen  die  Aussenleistung  nicht  oder  doch  nicht  in  solchem 
Riaasse  zunimmt,  wie  es  bei  einer  allseitig  unverrückbaren  Widerlage 
der  Fall  sein  würde.  Dafür  spricht  die  Fixirung  der  subapicalen 
Partie  der  Wurzel,  welche  lbei  weiterer  Zunahme  der  Aussenenergie 
zweifellos  die  Gelatine  durchbrechen  wOrde,  deren  Widerstand, 
gegenüber  der  maximalen  Drlickleistung,  doch  immerhin  nur  gering 
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ist.  Zudem  gehi  diese  Partie  mit  dem  FortwachBea  des  Spitzestbeils 
bald  in  Dauei^gewebe  Uber  und  mit  dem  Wachstbum  in  die  Lange 
endet  auch  die  Druckzunahme  in  der  Längsrichtung.  Uebrigens  kann 
bei  der'  allseitigen  Correlation  ein  derartiges  Verhalten  nicht  Über- 
raschen. Auch  ist  bereits  frtther  (p.  302)  luitgeiheilt,  dass  die  Tur<- 
gorregulation  in  der  Wurzel  von  Faha  sich  von  den  wachsenden 
auf  die  nicht  mehr  wachsenden  Strecken  ausbreitet. 

Mag  nun  auch  die  Aussenenergie  in  allen  wachsenden  Wurzclparlien 
zuerst  gleichmässig  zunelirnen  und  der  erste  Durchl)rucli  und  Waclis- 
tbumsbeginn  der  Spitze  dureh  den  an  diesem  Punkte  relativ  geringsten 
Widerstand  bedingt  sein,  jedenfalls  ist  doch  in  der  nun  folgenden 
Wachstbumsbescbleunigung  der  VVurzclspitze  eine  besondere  Reizreac- 
tion  ausgesprochen.  Diese  ist  als  ein  Con  elationserfolg  in  den  inneren 
Wechselbeziehungen  begrOndet,  durch  welche,  in  Folge  des  rca- 
lisirten  localen  Wachsthums,  die  Ihtttigkeiten  in  Bahnen  gelenkt 
werden,  die  zu  einer  Wachsthumsbeschleunigung  in  analogem  Sinne 
Alhren,  wie  in  anderen  Füllen  Wachslhumshemmungen  correlative 
Beschleunigung  gewisser  Thaiigkeiten  veranlassen.  Und  es  ist  wieder 
eine  Folge  dieser  inneren  Verkettungen,  dass  die  Wachsthumsbe> 
schleunigung  in  der  Spitze  aufhört,  sobald  eine  subapicale  Streckungs- 
zone sich  ausbilden  kann.  Es  ist  dabei  nicht  zu  vergessen,  dass 
das  Wachsen  die  Resultante  einer  coniplexen  Thatigkeit  ist,  also 
keineswegs  allein  von  Turgorhöhe  oder  Turgorsciiwellung  abliiingt, 
welche  letztere  ohnehin  wohl  bei  Faha,  jedoch  nicht  in  anderen 
Pflanzen  eintritt,  die  sicherlich  in  analogem  Sinne  reagiren. 

Die  biologische  Zweckmässigkeit  einer  solchen  ReactionsiUhigkeit 
ist  übrigens  einleuchtend.  Denn  wenn  z.  B.  eine  Wurzel  in  einem 
engen  Steinloch  festgehalten  wird,  so  wird  sie  durch  beschleunigtes 
Spitzenwachsthum  in  ahnlicher  Weise  ins  Freie  gelangen,  wie  eine 
Wurzel,  die  bis  auf  den  ttussersteo  Spilzentheil  in  Gips  fixirt  ist. 
Und  wenn  in  einem  widerstandsfähigen  Boden  ähnliche  Bedingungen 
wie  in  der  Gelatine  geschaffen  werden,  so  ist  in  der  Wachsthums- 
beschleunigung der  Spitze  das  Mittd  geboten,  um  mit  mOgUchst  ge- 
ringem Energieaufwand  den  Weg  sich  zu  bahnen. 

In  Thon  werden  unter  IJinslündeu  ahnliche  Verhältnisse  geboten 
sein  wie  in  der  Gelatine,  und  falls  sich  in  dem  Zuwachs  immer  wie- 
der die  genügende  Adhäsion  herstellt,  wird  die  VYachsthumsthatigkeit 
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nichl  nur  vorübergehend,  wie  bei  unserer  Gelatine,  sondern  dauernd 
auf  den  Spitzentheil  eingeengt  bleiben.  Wie  weit  solche  Verlitdinisso 
in  unseren  Experimenten  mit  plastischem  Thon  eintraten,  habe  ich 
nicht  naher  gepritft,  doch  durfte,  nach  beiläufigen  Beobachtungen, 
nicht  allein  die  ausserste  Spitze,  vielmehr  eine  grossere  Strecke,  den 
Zuwachs  vermittelt  haben.  Ftlr  die  Beurtheilnng  der  Arbeitsleistung 
sind  diese  Fragen  deshalb  von  Interesse,  weil  fUr  einen  gegebenen 
Zuwachs  mit  der  VerkQrzung  der  wachsenden  Strecke  die  Wachs- 
thumsschnelligkeit und  also  auch  die  auf  die  Lüngcneinheit  bezogene 
Au^enarbeit  zunimmt.  Bin  näheres  Eingehen  auf  diesen  Punkt  darf 
indess  an  dieser  Stelle  unterbleiben,  da  von  einer  näheren  Prücision 
(Ilm  Ai  i)L'itsgiüsse  unsere  allgemeinen  Schlussfolgerungon  nicht  be- 
rührt werden. 


Wahrend  des  rorn  liitivon  Wachsüumis  der  Wiirzelspitze  nimmt 
<lic  gesammto  siiba|>ic<ilc  Strecke  (bis  I  3  nun)  in  unseren  Vcr^uchen 
wahrend  >ii  Stunden  nur  um  0,2  bis  1,i  inni  an  LJingc  zu  (vgl.  die 
Belege  .\blh.  III,  Nr.  28 — 32).  Diese  verbal Inissmässig  geringen  und 
fUr  die  Wachsthumsbeschleunigimg  in  der  Wurzelspitze  bedeutungs- 
losen Dimensionsiindcrungen  durften  wir  um  so  mehr  vemachittsstgen, 
als  sie  ganz  unterbleiben  würden,  wenn  die  Gelatine  ein  genügend 
starrer  KOrper  wttra.  Factisch  ist  aber  die  Gelatine  in  gewissen 
Grenzen  elastisch  und  beim  Ziehen  an  der  Keimpflanze  kann  man 
leicht  sehen,  wie  die  Wurzel,  mitsammt  der  adhttrirenden  Gelatine, 
gewisse  elastische  Nachgiebigkeit  bietet.  In  Folge  dessen  muss  auch 
die  in  der  Wurzel  entwickelte  Zug-  und  Druckwirkung  eine  gewisse 
Verschiebung  erzielen.  Wenn  z.  B.  eine  einige  Millimeter  hinter  der 
Spitze  gelegene  Zone  eine  relativ  höhere  Auosenenergie  entwickdt, 
so  muss  eine  Verengerung  derselben  erfolgen,  bis  die  Elasticitttt  der 
mit  ihr  verketteten  Gelatine,  sowie  die  Gegenwirkung  der  beiderseits 
angren/enden  (mit  Gelatine  umhüllten)  Wurzelpartien  den  Gleichge» 
wiclilszu.>laiui  lierst eilen. 

In  dieser  Weise  siml  auch  die  thals9chlich  gefundenen  Verlänge- 
rungen <ler  subapiealen  Zonen  zu  erklären,  die  (Hters,  jedoch  aus 
naheliegenden  (irUnden  nicht  immer,  von  einer  gewissen  Verkürzung 
in  anderen  Zonen  begleitet  sind  (vgl.  die  Tabellen),  wahrend  die 
Wurzel  in  festem  Verbando  mit  der  angeschmolzenen  Gelatine  blieb. 
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Mit  der  Entwicklung  von  Aussenencrgie  in  den  siibapicaltn  Thoilon 
muss  es  in  denselhen,  der  elaslischeii  Nachgiebigkeit  der  Golaliue 
halber,  stets  zu  oinor  i^ewit;sen  Vorl;inij:erung  kommen.  Und  diese 
wird  nicht  überall  dieselbe  sein,  wenn  lür  die  verschiedenen  Zonen 
das  Producl  aus  Intensität  dos  Druckes;  und  wirksamem  Querschnitt 
^nen  verschiedenea  Werth  hat  (vgl.  p.  3i9).  Umgekehrt  wttrde 
also  auf  Differeozen  dieses  Werthes  aus  der  ungleichen  Langen- 
ittiiahme  geschlossen  werden  können,  wenn  allen  in  Betracht  kom- 
menden Factoren  Rechnung  getragen  wird.  Dieses  ist  indess  in 
manen  zu  anderen  Zwecken  angestellten  Versuchen  nicht  geschehen 
und  so  unterlasse  ich  auch  ein  Eingehen  auf  diese  und  die  sich  an- 
schliessenden Fragen. 

0.  Waehfitkam  nftch  längerem  £mgipseiL 

In  früheren  Kapiteln  wurde  gezeigt,  dass  gegenOber  einer  starren 

Widerlage  durch  Entspannen  der  Haut,  eventuell  unter  gleichzeitiger 
Turgorschvveiluny,  der  Aussendnak  allmählich  bis  zu  einem  endlichen 
Grenzwerthe  ansteigt.  Mit  Erreichung  des  slationlSren  Zustandes  hihi 
das  FlUchenwachsthum  der  Zellhaut  auf  und  die  Wurzel  befindet  sich 
nunmehr  in  einer  anderen  Lage,  als  eine  unter  Arbeitsleistung 
dauernd,  wenn  auch  verlangsamt  fortwachsende  Wurzel.  DemgcniUss 
kann  nur  empirisch  entschieden  werdeu.  wie  sich  nach  spaterer  Ent- 
fernung der  starren  Widerlage  die  VVachsthumsthUtigkeit  gestaltet. 

Zunächst  verlängert  sich  die  Wurzel  nach  d^  Befreien  aus 
dem  Gipsverband  so  lange,  bis  die  Hautspannung  der  Turgorkraft 
Äquivalent  ist  (p.  311).  Darauf  wird  das  zwangsweise  unterbrochene 
Wacbsthum  wieder  aufgenommen  und  somit  die  wichtige  Thatsache 
festgestellt,  dass  die  Gewebe  der  Wnrzelspitze  in  wacbsthums-  und 
bOdungsCUiigem  Zustand  verharrten.  Dieser  war  noch  vollständig 
conservirt,  nachdem  die  Wurzeln  von  Faha,  resp.  Mais  28,  resp. 
25  Tage  im  Gipsverband  zugebracht  hatten^. 

Diese  Erhaltung  der  Wachsthomsfilhigkeit  erstreckt  sich  aller- 
dings nur  auf  das  Urmeristem  und  das  zunächst  angrenzende  Ge- 


Auch  iiH  I  kommt  in  Fr  ige,  in  wie  weil  correlaUve  WirkUDgeo  eioe  Yer- 
iaogeruug  oder  \  crkür/ung  der  Lebensdauer  veranlassen. 
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Nvebe  (vgl.  Kap.  VII).  so  dass  in  enlgip.slen  Wurzeln  eine  kürzere 
Strecke  das  Längciiw  aclislhum  aufniminl,  als  in  den  normal  in  Krde 
oder  Wasser  grhalleiu'u  Wurzeln.  Letztere  ergaben  bei  Kaba  für 
die  vvaclisllisunifahige  Zone  eine  Lange  von  10 — 13  nun,  wiilirend 
diese  Zone  nach  i — 3(iigi,2;em  Kingipscn  auf  ö — 6  lum.  nach  25  Ta- 
gen auf  3  miu  zurückgegangen  war.  .Analog  war  nach  i  — 3liigigem 
Eingipsen  die  Zuwachszone  annähernd  auf  die  halbe  normale  Länge 
reducirl  bei  den  Keimwurzeln  von  Mais  (normale  Lange  6 — 7  nun), 
Pisum  sativum  (Donnal  7 — 0  inn))  und  Vicia  saliva  (normal  7 — 8  mm) 
ond  es  ist  anzunebmen,  dass  bei  verlängertem  Eingipsen  die  Ver> 
kttrzuDg  ebenfalls  etwas  ansehnlicher  ausfoUen  wird*). 

Diese  Yerkttrzung  der  wacbfllhumsftihigen  Strecke  beraht  auf  der 
acropetal,  jedoch  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  fortschreitenden 
Ausbildung  von  Dauergewebe.  Naturgemäss  wird  mit  der  Zuwachs- 
ihsUgkeit  in  der  freien  Wurzel  die  normale  Länge  der  Zuwachs- 
zone bald  wieder  bei^gestellt.  Uebrigens  ist  —  was  hier  nicht 
weiter  behandelt  zu  werden  braucht  —  an  freien  Wurzeln  die  Länge 
der  Zuwachszone  individuell  und  nach  äusseren  Verhältnissen  in 
gewissen  engeren  Grenzen  veränderltch^  und  wir  haben  schon  ge- 
hört (p.  342),  wie  durcli  mechanische  iloramung  die  ZuwachslhUtig- 
keit  auf  eine  sehr  kurze  Strecke  eingeengt  werden  kann. 

In  der  wachslhumftlhigen  Strecke  wird  das  Llingenwachsthuuj 
oll'enbar  sogleich  wieder  aufgenommen,  uarlideni  die  Wuizeln  enl- 
gipst  >ind  und  der  noniiale  Turgescenzzusland  wieder  hergestellt  ist. 
Denn  an  die  Wiederherstellung  der  normalen  Hautspannung  muss 
unmittelbar  das  Wachslhum  ansclilicssen,  da  die  mikrometrische 
Messung  zu  keiner  Zeit  einen  Stillsland  in  der  Verlängerung  zu  er- 
kennen vermag.  Doch  Hlllt  nach  Versuchen  mit  Keimwurzeln  von 
Vicia  faba  der  Gesammtzuwachs  der  ersten  24  Stunden  geringe  aus, 
als  der  der  folgenden  24  Stunden,  in  welchen  die  normale  Wachs- 

i)  Id  allen  Fällen  wurden  die  aus  dein  Gips  befreiten  Wurzeln  }^  .Sliinde 
in  Wuser  gebracht,  danuf  mit  Tuschniarkcn  von  i  mm  Abstand  verstellen  und 
ia  feacbten  Sägespänen  cuIUvIrt.  Die  Hesning  geschah  direot  mit  Haenslab,  was 
fOr  unsereo  Zweelc  snsreieheDd  war. 

f)  Nach  Suns  (Arbeil.  d.  bol.  In>(itu«s  in  Würzbiirg  1873,  Bd.  I  p.  418) 
i-t  hei  Faha  die  Länge  der  Zuwadiszone  in  feuchter  Lufl  elwas  geringer  als  in 
Wasser  oder  Erde.  Nach  AskknA'^y  (Berichled.  bol.  Gesellschaft  1890,  p.8i  wird 
in  dor  Wurzel  von  Mai.s  die  Zuwach-szune  in  niedriger  Temperatur  etwas  verlängert. 
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Ihumstliütigkcit  wieder  erreicht  war.  Aus  der  labellarischon  Zusaiii- 
menstellung  (Belege  Abth.  IV,  Versuch  34  B)  ist  zu  erseiien,  dass  nach 
48stttDdigem  Eingipsen  der  Zuwachs  in  den  ersten  24  Stunden  im 
Mittel  für  eine  Wurzel  11,2  mm,  in  deo  folgenden  24  Stunden  aber 
23,2  mm  betrug.  Aehnliche  Wertho,  nämlich  23,9  und  22,3  mm 
(Versuch  34A)  ergaben  die  nach  einstUndigem  Eingipsen  befreiten 
und  nun  bei  gleicher  Temperatur  in  Sügespilnen  gehaltenen  Wurzeln, 
und  ebenso  Wurzeln,  die  ohne  die  Operation  des  Bingipsens  in  sonst 
gleicher  Weise  behandelt  worden  waren. 

Nach  den  eben  mitgetheilten  Erfahrungen  wird  die  Wachs- 
thum^emmung  nicht  etwa  durch  die  mit  dem  Eingipsen  und  En^ 
gipsen  verknttpften  Eingriffe  herbeigeftthrt,  sondern  httngt  mit  der 
Reaction  gegen  die  mechanische  Widerlage  zusammen.  Diese  Reac- 
tion  ist  aber  ein  verwickelter  Vorgang  und  so  lUsst  sich  nicht  ohne 
weiteres  sagen,  welche  näheren  Factoren  für  den  Erful:^  entscheidend 
waren.  Auf  die  Verkürzung  der  wachsthuinsfühigen  Strecke  kann 
aber  nicht  wohl  allein  der  Effect  geschoben  werden,  da  bei  einer 
viel  weitergehenden  Einengung  die  Zuwachseinbussc  geringer  ausüei 
(p.  344).  Ein  mit  in  Betracht  zu  ziehenden  Factor  ist  ferner  die 
früher  (p.  309)  besprochene  Veränderung  der  ElasticitatsveihiiUnisse 
der  Zellb&ute,  die  iadess  sicherlich  nicht  allein  entscheidend  ist.  Hier 
können  und  mUssen  wir  uns  mit  den  Thalsaclien  begnügen,  zu  denen 
auch  die  Hand  in  Uand  mit  dem  realisirten  Zustand  erstrebte  und 
erreichte  Rttckregulation  auf  die  normale  Wacbstbumsvertheilung  zfthlt. 
Demselben  Streben  begegneten  wir  übrigens  schon  in  den  Versuchen, 
in  wetehen  die  WachsthumsthttUgkeit  durch  mechanische  Mittel  auf 
die  Wurzelspitze  eingeengt  war  und  ebenso  ist  schon  früher  der 
Rttckregulation  der  in  der  Wurzel  von  Faha  gesteigerten  Turgorkraft 
gedacht  worden. 

Die  nach  24  Stunden  vorgenommene  Messung  Iftsst  natürlich 
den  näheren  Gang  der  Zuwachscurve  unbestimmt  und  wenn  wahr- 
scheinlich zu  Ende  der  Versucliszeit  die  mittlere  Wachsthumsschnellig- 
keil  uberschritten  wurde,  so  ist  doch  nicht  ausgesciilossen,  dass  zuerst 
eine  gewiss«;  Beschleunigung  staltfand.  Insbesondere  muss  es  mög- 
lich erscheinen,  dass  die  gewaltige  Steigerung  der  Turgorkraft,  wie 
sie  u.  a.  die  Wurzel  von  Faha  im  Gipsverband  erführt,  in  der 
isolirten  Wurzel  eine  gewisse  plaj>liäülie  Verlängerung  der  ^ellwdnde 
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ei'zielt.  Einige  mehr  beiläuOgc  Versuche  führten  zu  keinem  ganz 
entscheidenden  Resultate.  Denn  es  ist  eben  schwer  zu  sagen,  wann 
in  dor  befreiten  Wm/ol  rlic  einrachc  elastische  Dehnung  aufhört ') 
und  wann  wirkUches  Wachsen  beginnt.  Leteteres  wird  allerdings 
durch  Einbringen  in  Wasser  von  0,5"  C.  in  normalen  Wurzeln  ganz 
aomerkUcb^),  wahrend  die  48  Stunden  lang  eingegipsten  Waraeln 
noch  nach  ^  und  selbst  I  Stunde  fortrahren  sich  etwas  zu  Ter- 
Ittngem  um  dann  bald  stationttr  su  werden.  Aber  diese  gesammte 
Verltingerung  ist  so  gering  —  sie  betrug  nach  mikrometrischen 
Bestimmungen  höchstens  0,2  mm  —  dass  sie  sehr  wohl  aus  einer 
gewissen,  nur  allmählichen  Ausgleichung  in  dem  zuvor  in  einer 
Zwangslage  gehaltenen  Gewebeverband  entspringen  kann.  Demnach 
ist  die  in  der  Wurzel  von  Faha  sehr  gesteigerte  Turgorkiaft  nicht 
oder  doch  nicht  in  nennenswertfaer  Weise  im  Stande,  ein  Wachsthum 
durch  plastische  Dehnung  der  Zellwände  zu  erzielen  und  biologisch 
ist  es  bedeutungsvoll,  dass  die  Wurzel  nach  der  Isolaiion  nicht 
urplötzlich  durch  die  hohe  Turi;or(MHM7;ie  im  Uebermaass  verUing»  i  t 
wird.  Mit  Rücksicht  auf  die  Wachstliunisiiicchanik  winde  übrigens 
aus  einer  plaslisciHMi  Vorliin^orung  nur  tulf^en,  dass,  wie  os  bekannt 
ist,  eine  ü;enügend  gcsleigcrlc  mechanische  Eneri^'ic  die  Zellwandua- 
geu  Uber  die  Eiasticilftlsgrenze  hinaus  zu  dehnen  vermag. 


YU.  Anderweitige  Eeactionserfolge  in  der  Wurzel« 

Durch  einen  äusseren  Widerstand  wird  die  Pflanze  nicht  allein 
zu  Druck-  und  Arbeitsleistungen  veranlasst,  vielmehr  spielen  sich 
theils  nn  Verband  mit  diesen,  theils  unabhängig  von  diesen  mannig- 
fache Beactionen  ab,  welche  wir  nur  deshalb  nicht  nSher  zu  ver- 
folgen haben,  weil  sich  unsere;  Aufgabe  auf  die  Aufhellung  der 
mechauischen  Au&seuleistungen  beschrünkt.     Im  Verfolg  dieser  Auf- 

<)  Ueber  elastische  Nachwirkung  vgl.  u.  a.  Pfbffeii,  Pbysiolog.  Bd.  II,  p.  <3. 
%)  Wurden  die  Wunein  nadb  einem  1tslihidi§en  Aufenthalt  in  WaMer  von 
0,S*  in  ein  wUraieres  Medium  gebraclit,  so  wuchsen  sie  snniclut  fast  gar  nldit 

und  begannen  t;rsl  allmählich  sich  wieder  zu  erholen.  Achnliches  wurde  auch 
schon  .-in  Maiswurxeln  von  AsiSNAsy  (Berichte  d.  i>ol.  Gesellsdiafl  1890,  p.  S5) 
beobachtet. 
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gäbe  worden  iodess  eine  Anzahl  von  Erfohrungen  gewonnen,  aaf 
die  hier  in  Kürze  aufmerksam  gemacht  werden  soll.  Damit  ist  natttr« 
lieh  nicht  gesagt,  dass  diese  hier  nebenbei  behandelten  Erfolge  für 
das  Gesammtgetriebe  der  Pflanze  minder  wichtig  smd  und  es  ist 
klar,  dass  das  was  hier  nebensttchlich  erscheint,  bei  anderer  Frage- 
stellung in  den  Vordergrund  treten  wird. 

Fiir  (las  Wesen  der  Aussenloistung  ist  z.  B.  die  hesclilcuniglc 
Produclion  von  Nebenwuizoln ,  sowie  diii  Vorkürzunt;  der  Waclis- 
thum:^/ono  nicht  von  principicller  Bedeutung,  und  flu  nso  bedarf  es 
keiner  weiteren  Discussion,  in  wie  weit  vermöge  des  plaslisehen 
Wachsens  verschieden  geformte  Gebilde  zu  erzielen  sind  (vgl. p. 267). 
Auch  ist  es  nicht  nüthig,  die  analoniischen  Differenzen  näher  zu  verfol« 
gen,  die  sich  in  Folge  mechanischer  Hemmung  einstellen,  da  es  (Ur  das 
Wesen  der  Sache  einerlei  ist,  ob  die  Zelle  etwas  kleiner  oder  grosser, 
die  Zelihaut  dicker  oder  dttnner  ausfallt.  Denn  entscheidend  für 
den  Erfolg  ist  die  Wachsthumsftlhigkeit,  welche  durch  die  Gestalt 
der  Zelle  allein  nicht  verrathen  wird  und  so  wenig  wie  das  Wachsen 
der  Zelihaut  vermögen  wir  auch  diejenigen  Processe  in  die  Kette 
der  maassgebenden  unmittelbaren  und  vorausgegangenen  Thiltig- 
keilen  aufzulösen,  welche  durch  Production  geeigneter  Stoffe  fUr  die 
Hegulaliüii  des  Turgors  zu  sorgen  haben. 

Uebrigens  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  in  Folge  der  allgemeinen 
und  notliwendigen  Wechselwirkungen  eine  mechauixhe  Hemmung 
nicht  nur  das  unmiüelbar  betroffene  Organ,  sondern  vermöge  corrc- 
laliver  Beziehungen  auch  die  Thutigkeit  anderer  Organe  mannigfach 
in  Mitleidenschaft  zieht  (vgl.  p.  346). 

Im  starten  Gipsverbande  rückt,  wie  schon  erwähnt,  die  Aus- 
bildung von  Danergewebe  allmählich  acroi>6tal  vor  und  Zellen  gehen 
dabei  ohne  Verlüngernng  in  den  Dauerzustand  Uber,  welche  ohne 
diese  mechanische  Hemmung  auf  die  doppelte  Liinge  herangewachsen 
wUren.  Das  Urmeristem  aber  und  das  diesem  zunitchst  sich  an-* 
scbliessende  Gewebe  bewahrt  die  Wachthumsföhigkeit,  so  dass  beim 
Befreien  durch  den  stark  verkürzten  wachsthumsftlhigen  Spitzentheil 
die  Weitcrverlangerung  der  Wurzel  und  damit  die  Wiederherstellung 
der  normalen  Wachstlmmsverlheilimg  erreicht  wird  (vgl.  p.  352). 

Ein  analoges  Verhalten,  das  auch  tür  ilie  Sprosse  von  Keim- 
pflanzen conslalirt  wurde  (Kap.  JX),  dilrile  wohl  aJlgemein  da  zu- 
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IrefTon,  wo  eine  Scheidung  in  Uaucrgewebe  und  liildungsgewche 
cintriU,  und  nach  unseren  Erfahrungen  isl  wahrsch(Miilich,  dafis  alle 
diejcnigeo  Zellen  eodlicb  in  den  Dauerzustand  ubergehen,  welche 
gich  bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  dem  embryonalen  Gewebe- 
zusland entfernten.  Dem  entsprechend  dtirfle  z.  B.  in  eioem  begrenzt 
wachsenden  Blatte  alle  Wacbstbumsnihigkeit  erloschen,  wenn  das 
Eingipsen  in  einem  geeigneten  Enlwiddungsstadium  vorgenooinien 
wird,  wahrend  sich  in  Spirogyra  nach  zweimonatlichem  Eingipsen  die 
gleichwerthigen  Zellen  des  Fadens  sUmmtlioh  wachsthumsflihig  er- 
wiesen. Dem  Gesagten  entsprechend  wurde  aoch  das  Dickenwachs- 
thum  der  Wurzeln  nach  dreiwöchentlichem  Eingipsen  wieder  au%e- 
nommen  und  sicherlich  bewahrt  aach  der  CambiumriDg  seine 
BildungsPahigkeii,  wenn  das  Dickenwachsthum  eines  Baumes  meeha- 
nisch  gehemmt  wird'). 

Uebrigens  wird  der  einl)ryonalo  Zustand  auch  dann  couservirt, 
wenn  die  Wachsthumsthatigkeil  durch  niedere  Temperatur,  durch 
Austrocknen  (wo  5olchüs  zulUssig)  etc.  oder  auch  durch  autonome 
Uuheperioden  sistirt  wird.  Diese  wichlii^e  und  nolhwendige  Eigen- 
schaft  tindet  natUrUcli  eine  zeilliche  Grenze  durch  das  endhche  Ab- 
sterben, welches  sowohl  bei  niederer  Temperatur  als  auch  im  trock- 
nen Samen  und  schliesslich  auch  im  Gipsverband  eintritt.  In  diesem 
erwiesen  sich  Wurzeln  von  Faha  noch  nach  fünf  Wochen  vollständig 
lebendig  und  wachsthumsHUiig,  wahrend  nach  zehn  Wochen  das  Ab- 
sterben der  Wurzelspttze  begonnen  hatte. 

Gleichzeitig  mit  der  Ausbildung  von  Dauergewebe  rOckt  die 
Bildung  von  Nebenwurzeln  acropetal  vor,  so  dass  diese  in  der  Wur- 
zel von  Faha  schliesslich  nur  4  mm  von  der  Wurzelspitze  entfernt 
sind,  während  sie  bei  nonoalem  Wachsthum  in  Erde  einen  Abstand 
von  ungeflihr  50  bis  70  mm  einzuhalten  pflegen.  Dieses  Vorrttcken 
vollzieht  sich  ziemlich  schnell,  denn  schon  nach  zweitllgigem  Ein- 
gipsen waren  Worzelanlagen  6  mm  von  der  Spitze  entfeml  zu 
finden  und  nach  6  Tagen  war  die  höchste  mögliche  AmiiheruQg 
erreicht. 


1)  So  fand  Ksabib  (Wachslhum  des  Verdickungrioges  1881,  p.  58)  C«m- 
biumzellcn  noch  lebenJ,  dio  wiilirond  längerer  Zeit  ein  nur  geringes  Dickenwachs- 
thum, gegenüber  deui  hemoieadeD  mecbantscbea  Widerstand,  ausfübren  koootea. 
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Ganz  analoge  Resultate  ergaben  die  Wurzeln  von  Zea  mais, 
Pisum  sativum,  Vicia  sativa,  Phaseolus  inullilloius,  lleliunllms  uiuuius 
uud  ich  halle  es  deshalb  nicht  für  nölhig,  die  Zahlenwerthc  initzu- 
tlicilen,  welche  Übrigens  fui  den  Abstand  von  Wur/.elspitze  und 
nächster  Wurzelanlage  zwischen  3 — 6  uim  sich  bewegen. 

In  dem  starren  Gipsverband  ist  natürlich  ein  Weiterwachsen 
der  Wurzelanlagen  unmöglich,  welche  aber  durch  Compression  des 
bedeckenden  Rindenparenchyms  erzielen,  daes  an  den  befreiten 
Wurzeln  entsprechende  Hervorwölbungen  erscheinen,  aus  denen  die 
sich  nun  fort  entwickelnden  Wurzeln  bald  hervorbrechen.  Bei  An- 
wendung eines  weichen  Gipses  kommt  ein  Hervorbrechen  schon 
innerhalb  des  Verbandes  vor,  indem  sich  die  Wurzefai  etwas  in  den 
Gips  einbohren  oder  auch  zuweilen  zwischen  Gipshtllle  und  Wurzel- 
kOrper  sich  einen  Weg  bahnen. 

In  Folge  der  dauernden  Verlängerung  und  der  nachrückenden 
Nebeuwurzclbildung  ist  an  freien  Wurzeln  nach  einiger  Zeil  eine 
längere  Strecke  mit  Nebenwurzeln  versehen,  als  an  den  eingegipsten 
oder  an  solchen  Wurzeln,  deren  Spitze  decapilirl.  oder  durch  allei- 
niges Umiiüllen  mit  Gips  an  der  Fortbildung  verhindert  war.  Doch 
wird  durch  alle  diese  Wacbsthumshenimungen  die  Nebenwurzel- 
biiduog  beschleunigt,  wie  man  am  besten  sieht,  wenn  man  ungefähr 
80  mm  lange  Keiinwurzeln  von  Yicia  faba  zu  vergleichenden  Versuchen 
verwendet.  Nach  36  Stunden  findet  man  dann  in  den  inzwischen 
auf  etwa  50  ram  herangewachsenen  freien  Wurzeln  keine  oder  doch 
nur  am  basalen  Theile  Nebenwurzelanlagen,  wahrend  sich  solche  in 
Folge  der  Wacbsthumshemmung  auf  einer  Strecke  von  etwa  12  mm, 
also  bis  etwa  8  mm  von  der  Spitze  einstellten. 

Analog  wie  nach  dem  Decapitiren  wird  auch  durch  ümholtung 
eines  1  ((  mm  langen  Spitzentheils  der  Wurzel  von  Faha  niil  Gips 
tiine  kralligere  Ausbildung  der  heranwachsenden  Nebenwurzeln  und 
ein  verstärkter  (.(Mjirojiismus  dieser  veranlasst').  Ebenso  wird  tiurch 
Wegsei) neiden  des  Epicotyls,  sowie  durch  Lmgipsen  dieses,  das  Her- 
vortreiben  von  Sprossen  aus  dem  Winkel  der  Cotyledonen  verursacht. 
Demgemüss  wirkt  das  Decapitiren  zunächst  durch  die  mit  der  Enir 
femung  der  Sprossspitze  herbeigeführte  Hemmung  oder  Sistirung 


I)  Vgl.  Jhmm%,  Physiologie  Bd.  II,  p.  338. 
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des  Wachsens*).  Daneben  mag  aber  immerhin  begünstigend  ein 
traumatischer  Reiz  mitwirken,  welcher  auch  die  Veranlassung  der 
auf  die  Vernarbang  berechneten  Thtttigiceiten  ist. 

Durch  die  mechanische  Hemmung  ist  den  einzelnen  Zellen  die 
M(fglichkeit  geraubt  sich  zu  vergrOssern  und  in  Zeilen,  die  normatei^ 
weise  noch  gewachsen  waren,  muss  sich  eine  fernere  Fortbildung 
und  L'mbildung  bei  Coii.slanz  des  äusseren  Urnfangs  vollziehen^). 
Unter  diesen  abiionuen  YcrliaUciissen  hat  sich  also  das  Vorrücken 
des  Dauergevvebes  gegen  den  Spit/,eulheil  di'r  Wurzel  abzuspielen. 
Die  Hemmung  des  Dickenwachsthuins  aber  bringt  es  mit  sich,  dass 
die  ('onstiluirung  des  Cambiumrinircs,  und  Hand  in  Hand  damit  das 
Abslerben  der  Aussenrinde  unterbleiben.  Durch  die  Zwangshemraung 
wird  also  die  so  angestrebte  ProductioaslhUtigkeil  unterdrückt  und 
potentielle  Fähigkeiten  schlummern,  bis  sie  mit  Wegräumen  des  Hemm- 
nisses in  Action  zu  treten  vermögen.  So  kann,  ähnlich  wie  durch 
andere  Ruhezeiten,  auch  das  Leben  von  solchen  Zellen  verlängert 
werden,  die  bei  normaler  Fortentwicklung  ein  baldiges  Absterben 
erfahren  hatten. 

Die  Zellen  des  Urmeristems  der  Wurzel  bleiben  im  Gipsverband 
dauernd  in  formeller  Hinsicht  unverändert,  wahrend  sich  in  den  an- 
schliessenden Partien  anatomische  Differenzen  einstellen.  So  rucken, 
mit  der  Ausbildung  von  Dauergewebe,  auch  die  GefassbQndel  bis 
nahe  an  die  Spitze  vor  und  nach  der  zwangsweisen  Hemmung  wer- 
den endlich  4  bis  8  mm  von  der  Spilze  entfernt  ausgebildete  Ge- 
fösse  gefunden,  die  normalerweise  erst  in  gleicher  Ausbildung  20 
bis  40  inni  hinler  der  Spitze  auftreten. 

Dazu  koninit,  dass  in  der  Hegion,  weiche  durch  die  Gipsaiu- 
hillluug  an  dem  ange.^t^ebten  Längcnwachslhum  verhindert  wurde, 
die  fusionireodco  GefässzelleD,  sowie  auch  die  Zellen  von  Rinde  und 

i)  Auch  DraAHii.  (Naturgeschichte  d.  BKume  I76i,  Bd.  I.  p.  (06)  beobach- 
tote  Schoo,  dass  es  eiaea  Bhnltdien  Effect  wie  das  DecapiUrea  hatte,  wenn  das  Fort- 
wacbsen  derWuRdfl|>itce  durch  zuHilliges  Einklemmen  zwisehim  Steine  gehemmt  war. 

S)  Ich  gehe  hier  nicht  auf  die  anatonn'sichen  Abweichunsen  ein,  weiche  die 
durch  plastisches  Wachsen  erzielten  abnormen  GeslalUingen  be£;Iciteii.  —  Auch 
soll  io  Folgendem  nur  ein  lliuweiü  auf  die  zunüclisl  in  die  Augen  fallenden  aua- 
(omischen  Yerhältnisäe  gegeben  werden.  Weitere  Studien  über  die  in  mancher 
Hinsicht  interessante  Frage:  welchen  Einfluss  bat  mechanische  Hemmung  auf  die 
Gewebebildung  a«  s.  w.?  sind  bereits  im  hiesigen  botanischen  Institut  im  Gange. 
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Fallgewebe  kttnser  sind,  als  in  tlquidislanten  Zonen  normal  wacbsen- 
der  Waneln.  Ein  solcher  Unterschied  besteht  noch  nicht  in  der  NVhe 

des  Urmeristems,  wo  die  Zellen  mehr  oder  weniger  quadratisch  sind, 
wiiti  aher  bei  basipelalem  Foi tsclircilen  üilIu  und  mehr  bemerklich, 
OKciclU  ungeftihr  in  der  Zone  schnellster  Slreckun:,'  .sein  Maximum,  um 
mit  der  Streckungszone  wieder  aulzuhoren.  Ausserdem  sind  im  Gips- 
verband, wie  als  Folge  der  mechanischen  Hemmung  leicht  verstUnd- 
lich  ist,  die  Intercellularen  etwas  ongiM-,  ohne  indess  zu  fehlen. 

Da  die  Zeilen  der  Streckungszone  wesentlich  kürzere  Maasse 
aufweisen,  als  äe  zur  Zeit  des  Kingipsens  in  demselben  Gewebe 
besassen,  so  ist  erwiesen,  dass  nach  dem  Eingipsen  die  Zelltheilung 
in  den  am  Wachsen  verhinderten  Zellen  fortscbritt.  Demgemäss 
kann  die  Tbeüung  noch  in  Zellen  eintreten,  deren  Lttngendimension 
nnter  das  normal  vorkommende  Maaas  gesanken  ist,  d.  h.  die  Zellen 
mttssen  nicht,  damit  eine  Theilung  eintritt,  bis  auf  diejenige  Grosse 
heranwachsen,  die  sie  in  normalen  Wurzebi  erreichen.  Doch  wird 
auch  m  den  eingegipsten  Wurzeln  die  Lttoge  der  Zellen  nur  auf 
eine  gewisse,  fUr  ein  jedes  Gewebe  specifische  Grosse  reducirt  und 
damit  im  Zusammenhang  steht,  dass  die  Zellen  des  Urmeristems  und 
ebenso  die  anschliessenden  noch  wenig  gestreckten  Zellen  in  fireien 
und  eingegipsten  Wnrzehi  dieselbe  Grösse  besitzen.  Uebereinstim- 
mend  fand  auch  Krabbe'),  dass,  als  in  Bäumen  der  Dickenzuwachs 
durch  mechanischen  Widerstand  sehr  weitgehend  reducirt  war,  die 
Cambiumzellcn  ihre  Form  bewahrten,  wüiiieud  die  unter  diesen  l  lu- 
ständen  pioducirlen  Folgezellen  in  radialer  Richtung  verkürzt  waren. 
Uebrigons  sind  Abweichungen  von  dieser  Hegel  zu  erwarten  und  ich 
will  z.  B.  beiläufig  erwülinen,  dass  in  einer  eingegipsten  Spirogyra 
die  Zellen  durch  Theilung  unter  die  normale  Minimalgrösse  gebracht 
wurden,  obgleich  sie  im  Gipse  ihre  Wachslbumsl^ilugkeit,  also  ihren 
embryonalen  Charakter  bewahrten. 

Nach  dieser  Orientirung  mügen  etwas  näher  die  anatomischen 
Differenzen  geschildert  werden,  die  endlich,  d.  h.  nach  15-  bis  äl7tflgi- 
gern  Eingipsen  in  einer  Keimwuizel  von  Vicia  faba  erreicht  wurden. 
In  einer  solchen  waren  ausgebildete  Tttpfel-  und  SpiralgefUsse  nur 
1,4  mm  von  dem  Scheitelpunkt  des  WurzelkOrpers  entfernt  (der  von 


<)  Wachstbam  de«  Yerdickuogsringes  1884,  p.  58. 
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einer  0,6  mm.  mttcbtigen  Wurzelbaube  bedeckt  war),  wttbrend  in 
normalen  Wurzeln  diese  Geßtese  erst  S5  bis  35  mm  von  der  Spitze 
entfernt  eine  gleicbe  Ausbildung  erreicben.  Zwischen  dieser  deBni- 
tiven  Verdickung  und  Verholzung  und  dem  Entwicklungsbegion,  der 

6  l)i.s  H  mm  hinler  der  Spitze  liegt,  ist  also  in  normalen  Verhält- 
nissen eine  ansehnliciie  Wegstrecke  eingeschaltet,  wührend  diese 
minimal  in  den  eingegipsten  Winzeln  ist,  in  welchen  die  endgillig 
ausgebildeten  Gofiissc  und  GefiSssbtindel  fast  unvermilloll  abbrechen, 
jedoch  mit  ihrem  apicalen  Theile  in  die  wachslhumsfähig  bleibende 
Zone  ragen. 

Die  fusionirten  Zellen  der  Gefössc  sind  am  Spilzentheil  des 
BttndeU  etwa  1  ^  mal  so  breit  als  lang  (Lange  0,02 — 0,04  mm)  und 
nehmen  9 — iO  mm  rUckwftrts  von  der  Wurzelspilze  (d.  h.  in  der 
beim  Eingipsen  nabeza  aua^wacbsenen  Strecke)  die  übliche  Lttnge 
an,  in  welcher  eine  Gliedzelle  0,3 — 0,6  mm  lang  ist.  Grosse  und 
Distanz  der  Tüpfel  bietet  keinen  außttlligen  Unterschied,  ebenso  sind 
die  Spiralverdickungen  in  den  eingegipsten  Wurzehi  nur  unbedeutend 
flacher  gewunden,  was  daher  kommt,  dass  die  Ausbildung  dieser 
Verdickung  erst  in  einer  Region  erfolgt,  welche  den  grOssten  Theil 
ihrer  Streckung  bereits  durchgemacht  hat. 

Die  Zellen  des  Rindenparenchyros  besitzen  normalerweise  4 — 5mro 
von  der  Wurzelspitze  entfernt  noch  quadratische  Form,  werden  von 
da  ab  längsgestreckl  und  sind  gegen  das  Ende  der  Streckun!j:szone 
und  im  ausgewachsenen  Theil  »'twa  i'!  iiieil  so  lani?  als  breit  gewor- 
den. In  dem  au^l^ewacll^('llc^  Theile  liiuki  num  diese  Form  auch 
nach  dem  Eingipsen,  während  in  der  beim  Eingipsen  noch  streckungs- 
llilüigeii  Partie  die  Zellen  kürzer  werden  und  schon  (i — 8  mm  von 
der  WurzelspiUe  entfernt  (|uadratische  Form  annehmen.  Aehnliche 
Relationen  bieten  die  übrigens  absolut  Uingeren  Fullzellen  des  Cen- 
tralcylinders.  Beilüuüg  sei  noch  bemerkt,  dass  in  den  eingegipsten 
Wurzeln  die  Zellen  der  findodermis  vielfach  eine  tangentiale  Theiluog 
erfahren  halten. 

Nach  korzerem  Eingipsen  ist  natorlich  die  DilTerenz  noch  nicht 
zu  dem  eben  geschilderten  Extrem  fortgeschritten.  Nach  dreitägigem 
Aufenthalt  in  Gips  waren  übrigens  schon  3  mm  vom  Vegetationt- 
punkt  entfernt  Tapfelgedlsse  zu  erkennen,  die  ihre  volle  Wandver- 
dickung freilich  erst  7  mm  weiter  rOckwUrts  erreichten. 
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Aelinlichc  VerlUiltnisse  wurden  fUr  die  Koinuvurzeln  von  Zea  mais 
und  Pisuni  siUiMitn  iicruiulen.  Ich  beschränke  mich  (h'>lialb  auf  die 
Bemerkung,  dass  Lei  >Iais  nach  IltUgiueni  Eint^ipscn  die  Gefüsse 
bis  auf  0,i  mm  gegen  den  Scheitelpunkt  vorgerückt  waren,  während 
sie  normalerweise  erst  30 — 40  mm  von  diesem  entfernt  die  gleiche 
Augbildung  erreichen.  Auch  im  Stengel  der  Keimpflanzen  wurden 
in  principieller  Hinsicht  uhnlicbe  Yeranderangen  durch  das  Eingipsen 
erzielt,  deren  nUhere  Schilderung  ich  aber  an  dieser  Stelle  unter- 
lassen will. 

Nach  dem  Aufenthalt  im  Gipsverband  bietet  also  ein  Querschnitt 
einige  flüllimeter  hmter  der  Wurzelspitze  im  wesentlichen  den  Bau, 
welcher  in  normalen  Wurzeln  erst  30  bis  50  mm  weiter  rtlclcwarts 
erreicht  wird  und  diese  Ähnlichkeit  erstreckt  sich  auch  darauf,  dass 
in  beiden  Schnitten  gleichartige  Elementarorgane  dieselbe  Ausbildung 
der  Zettwand  besitzen^.  Zur  Erreichung  dieses  Zieles  genügt  die 
acropetale  Verschiebung  der  Gewebediflhrenzirung  und  auf  aufßillige 
anderweitige  Effecte  durch  die  mechanische  Hemmung  ist  in  diesem 
Falle  in  Bezug  auf  die  Ausbildung  der  Zellwilnde  nicht  zu  .schlies.scn. 
Diese  Erfahrung  darf  jedocli  nicht  geiioralisirt  werden,  da  es  sehr 
wohl  möglich  ist,  dass  andere  Objecto  ein  abweichendes  llesultat 
orgeb(*n.  Denn  ^ü  gut  wie  ein  gesteigerter  Zug  eine  Verdickung 
gewisser  l<]lementc  zu  veranlassen  vermag,  ist  es  auch  möglich,  dass 
die  nachlassende  Gewebespannung  oder  der  gesteigerte  Druck  die 
Veranlassung  für  Ausbildung  dünnerer  oder  dickerer  Wände  werden. 


«)  Aneh  Kbabib  (Wachstham  d.  Yerdiekaogsriogm  ISSi,  p.  BS)  fand  in 

den  gegen  hohen  Drin  k  m  i« -cImI  Ii  ti^n  Wandungen  der  Holzzellcn  in  Büumcn  keine 
veränderte  Wnmldirkr.  Dagegen  hcrichlel  Wohtmaxn  (Hot.  ZtMliing  I  879.  p.  286) 
von  Yerilickungcn,  iJie  sich  in  verschiedenen  l'11au/cn  finsiollleii,  als  der  Stengel 
durch  Umwickeln  mit  Bindfaden  am  Wachsthum  gehemmt  war.  Ob  eü  sich  hier^ 
bei  mir  um  ein  acropetales  Vorrücken  der  Gewebediffereniirni^{  liandelt«  ist  ans 
WMfiURif*s  MiltheUttDgen  nidit  m  erseh».  Geringe  DidcendilTerenzen  sind 
natürlich  in  meinen  Beobachtungen  nicht  niisgcschlossen  und  dieses  gilt  nnch  hin- 
sichtlich des  Urmeristi'iii-; ,  das  miigliclicrwci^Jc  in  Iliilic/^usianden  zuweilen  etwa-J 
sUlrkere  W^andungen  bekoluaieu  luu^.  lieber  das  Cumbium  vgl.  Krvueh,  Bot.  Zui- 
tuug  1892,  p.  706. 


AttMiil.a.K.&0«MllMk.AWiMmwkmnL 
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Ym.  AuBbliek  auf  die  mechanische  Aetton  der  Wvnel 

In  der  Natnr. 

Die  Kenntniss  der  Fähigkeiten  und  Thätigkeiten  bildet  die  Grund- 
lage für  das  Verstlindniss  lier  Wirkungsweise  der  Wurzeln,  doch 
konnte  in  den  bislierigcn,  auf  tiic  causale  Aufhellung  dieser  Funda- 
mente gerichteten  Studien  nicht  im  Zusammenhang  dargestellt  werden, 
\vie  sich  das  Verhallen  und  die  Action  der  Wurzel  unter  den  in  der 
Natur  gebotenen  Verhältnissen  gcstallet.  Auf  diese  Vorgänge  wollen 
wir  hier  eiaea  orienUreDdcn  Blick  werfen,  wobei  wir  uns  indess  auf 
die  mechanischen  Actionen  beschränken,  also  z.  B.  die  eine  bestiminte 
WachslhumsrichtuDg  inducirenden  Reizreactionen  ausser  Acht  laaaeii, 
da  Uiatsachlicb  far  das  Arbeileo  gegen  WidersUlade  nur  das  ent- 
sprechende Entgegentreten  dieser  massgebend  ist.  Ebenso  ist  die 
morphologische  Dignitat  der  Wurzel  ohne  Bedeutung,  so  dass  die 
Berücksichtigung  der  flaoptwurzel  genügt. 

Wie  schon  wiederholt  betont  wurde  arbeitet  die  Wurzel  in  dem 
Sinne  regulatorisch  und  zweckentsprechend,  dass  sie  nur  dann  höhere 
Ausseneneigie  entwickelt,  wenn  ein  Ausbi^en,  resp.  ein  Umgdien  des 
Widerstandes  unmöglich  ist.  DemgemHss  kommt  es  in  Luft,  im  Wasser 
oder  im  Boden  zumeist  nur  zu  geringfügiger  Aussenarbeil  (vgl.  p.323). 
Denn  trilFl  die  in  hekannter  Weise  fortwachsende  Wurzel  auf  irgend 
einen  festen  Gegenstand,  so  biegt  sie  schon  nach  Erreichung  geringer 
Aussenenergie  vermöge  ihrer  biegsamen  und  plastischen  Eigenschaften 
au.s,  und  der  wachsthumsfähige  Spitzentheil  gleitet  lllngs  der  Widerlage 
so  lange  weiter,  bis  er  an  deren  Ende  umzubiegen  und  seine  frUbere 
Wachslhumsrichtung  fortzusetzen  vermag. 

Hinsichtlich  der  näheren  Gestaltung  dieses  Ausbiegens,  Fort- 
wacbseos  und  Umbiegens  kann  ich  auf  die  schon  (p.  271)  cilirlen 
Abhandlungen  von  Sacbs  und  von  Dbtlbiwn  verweisen.  Auch  genügt 
es  daran  zu  erinnwn,  dass  das  umgebende  Medium  natürlich 
Einflnss  auf  den  Vorgang  hat.  Denn  ein  seitliches  Ausbiegen  der 
Bttbapicalen  Theile  ist  nur  so  weit  mOgiicfa,  als  es  der  Widerstand 
der  Erde  erlaubt,  kann  also  auch  ganz  verbindert  werden.  Das  ist 
z.  B.  erreicht,  wenn  aus  dem  Gipsverband  nur  ein  kurzer  SpitzentheU 
hervorsieht,  welcher  mit  seinem  Wachsthum  sogleich  auf  eine  widei^ 
stehende  Platte  trifll.  Aber  selbst  dann,  wenn  dieser  Zwischenraum 
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nur  gering  ist,  gelingt  es  der  jclzl  allein  zuwachseadeo  Wurzelspitze 
vermöge  ihrer  plastischen  Kigenschartcn  umzubiegen  und  so  vermag 
sogar  die  relativ  dicke  Keimwurzel  von  Faba  durch  einen  1  mm 
breiten  Spalt  sich  dm'cbzuzwttogen  und  den  Weg  in  das  lockere  Erd- 
reich zu  finden. 

Von  besagten  Verhaltnissen  hingt  auch  der  Druck  ab,  welcher 
bis  zur  Brzielung  des  Ausweichens  entwickelt  wird.  Denn  mit  der 
Rednction  des  Spaltes  auf  minimalen  Werth  kommt  die  maximale 
Druckenergie  zu  Stande,  wlihrend  die  völlige  Freiheit  eines  längeren 
Wurzeltheils  die  Leichtigkeit  des  Aasbiegens  begünstigt.  Uebrigens 
zeigen  frühei  bespimlicne  Wrsuche  i^j).  iJ7l),  tlass  ein  nur  6  mm 
langer  freier  Spitzenllieil  der  kriiftigcn  Flauptwurzel  \on  Vicia  faba, 
bei  senkrechtem  Auflrcflen,  nur  eiiuiii  luiissigeu  Druck  (etwa  10 — 15  i^) 
entsvickell,  der  nach  Kealisiriing  der  Ausbiegung,  also  nachdem  die 
Wurzel  schiefwinklig  gegen  die  Platte  gerichtet  ist,  auf  1 — 2  g  sinkt, 
ein  Druck,  der  sich  in  dieser  Hohe  erhalt,  wahrend  die  wachsende 
Wurzel  auf  der  Platte  forlgleitet<). 

Vermöge  dieser  Eigeaschaflen  kommt  es  auch  dann  nicht  zu 
höherer  Aussenleistung,  wenn  die  Wurzel  auf  ihrem  angestrebten 
Wege  vielfach  auf  Steine  trifft  und  dieserhalb  oft  genothigt  wird, 
Iflngs  des  Widerstandes  hinzuwandern  und  vielleicht  eine  Zickzack- 
förmige  Bahn  zu  durchlaufen.  Im  Allgememen  wird  dabei,  soweit 
es  mit  der  erstrebten  Wachslhumsrichtung  vertraglich  ist,  der  den 
geringsten  Widerstand  bietende  Weg  eingeschlagen.  Dieses  Ver- 
halten erklärt  sich  i;aiiz  naturgemiiss  aus  den  besprochenen  Eigen- 
schaften und  es  rnuss  dieserhalb  nicht  eine  dirigirende  Contactsensi- 
biliiat  in  der  Wur/elspilze  gefordert  werden,  welche  Üarwin  zu 
erweisen  suchte  (vgl.  den  Schluss  dieses  Kapitels).  Auch  haben  die 
an  sich  nur  schwachen  Nutationen^j  der  Wurzels[)ilze  für  besagtes  Ziel 
keine  besondere  Bedeutung,  da  schon  die  nach  Bedttrfniss  gesteigerte 
Druckwirkung  für  entsprechendes  Ausbiegen  sorgt,  dessen  zweckent^ 

i)  Wegen  des  Ausbiegens  vermag  keine  auge^l^eble  Krümmung  grössereo 
Draek  za  letalen.  Bs  ist  deshalb  ein  Irrthnm  Ca.  Dabvm's  ^eweguogsvennösen 
48SI,  p.  ISS)  ans  der  geringen  Krall,  mit  welcher  eine  nach  geotropischer  Krüm- 
mung strebende  Wnnel  gegen  den  Boden  wirkt,  anf  eine  geringe  geotropisdM 

Energie  zu  scblicsscn.  Dass  diese  sdir  hoch  sein  kann,  werden  wir  lur  Gras- 
knoten [Kap.  XI)  kennen  lernen. 

%)  Dabwin,  Beweguugbv  urwuguu  der  Ptlauzeu  1881,  p.  469. 
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sprechende  Wiederholung  auf  den  Beschauer  wobl  den  Bindrudc 
luacheii  kann,  als  ob  die  WiiizolspiUe  taslend  und  suchend  fortschrille. 

Uti  solcher  geringen  DruckenUvicklung  geoUgt  eine  massige 
Befestigung  der  ausgewachsenen  Wurzellheilc  im  Boden,  um  ein 
Herausschieben  zu  verhindern,  das  bei  höherer  Encrgieenlvvicklung 
erreicht  werden  kann.  Im  Gipsverband  z.  B.  (vgl.  Fig.  3  p.  iSl) 
suciil  die  durch  die  Feder  bemessene  Kraft  den  Topf  zu  heben, 
resp.  die  Wurzel  und  den  anschliessenden  Keinislengel  nach  oben 
zu  Ireiben.  Dieser  vollen  Energie  ibi  aber  die  Befesiigung 
einer  Eeimwurzel  im  Boden  nichl  gewachsen  und  wenn  beispiels- 
weise nur  die  Wurzelspitze  in  einem  lixirten  Gipsklotz  steckt,  kommt 
solches  Herausschieben  aus  dem  Boden  in  schöner  und  ooniinuirlicher 
Weise  zu  Stande,  weil  das  Gleiten  der  Wurzetepitze  in  der  GipshüUe 
(p.  249)  eine  dauernde  Rttckwartsschiebung  durch  die  neu  hinzu- 
wacbsenden  Partien  gestattet.  Uebrigens  Ist  seit  alter  Zeit  bekannt*), 
dasa  unter  gee^eten  Yerbttltnissen  Keimatengel,  Zwiebebi  und  aelbat 
schwerere  Pflanzentheile  durch  die  ActiviUlt  der  Wurzeln  emporge- 
hoben und  eventuell  aus  dem  Boden  hervorgeschoben  werden  können. 
Ebenso  ist  ohne  weiteres  klar,  warum  es  zu  Ausbiegungen  und 
schliesslich  zu  eigenlhumlichen  Schleifenbildungen  kommt,  wenn  die 
äussere  Wurzelspilze  und  der  Samen  fixirl,  der  zwischenliegendc 
Wurzelllieil  aber  ohne  genügende  Wideriage  ist. 

Zur  Veranschaulichung  der  Befestigung  in  einem  uiUssig  lockeren 
Gartenboden  niügen  hier  zwei  Versuche  mit  Keiujpllanzen  von  Vicia 
faba  Plalz  finden,  in  welchen  der  Zug  beslimml  wurde,  der  auf  das 
Kpicolyl  ausgeübt  werden  musste,  um  das  Wurzcisyslem  nebsl  dem 
von  einer  ti)  mm  hohen  Bodenschicht  bedeckten  grossen  Samen  aus 
dem  Boden  hervorzuziehen.  In  dem  einen  Fall,  in  welchem  die 
Keimwurzel  30  mm  lang,  also  frei  von  Nebenwurzeln  war,  erfolgte 
ein  allmUhliches  Herausziehen  durch  150  g,  aber  nichl  durch  100  g. 
Zu  dem  anderen  Versuch  diente  eine  ISO  mm  lange  Wurzel,  welche 
zehn  Seitenwurzeln  zwischen  8 — 2S  mm  Lange  trug  und  demgemass 
viel  ansehnlicher  fixirt  war.  Denn  es  wurden  jetzt  320  g  getragen, 
wahrend  380  g  allmählich  ein  Herausziehen  bewirkten.  Eine  solche 
Befestigung  ist  also  der  maxunalen  Bnei^gieentwicklung  gleich,  reap. 
gewachsen,  die  bei  Faba  zwischen  220 — 350  g  gefunden  wurde. 

I)  Vgl.  1bbvm.\<(U^  Physiologie  d.  Gewäclise  1838,  Bd.  U,  p.  167. 
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Doch  ist  nicht  ta  vergessen,  dass  eine  noch  so  gute  Verankerung 
des  filteren  Wurzelsystems  das  Ausbiegen  der  jungen  Theile  einer 
Wurzel  nicht  hindern  kann,  wenn  der  Hangel  geeigneter  seitlichen 
Widerlagen  ein  solches  Ausbiegen  gestattet. 

Uebrigens  ist  es  hier  nicht  meme  Absicht,  die  Verankerung 
grosser  und  kleiner  Pflanzen  zu  besprechen,  oder  speciell  die  Ein- 
richtungen fnr  Befestigung  von  Samen  und  keimenden  Pflanzen,  resp. 
die  Bedeutung  dieser  Einrichtungen  fOr  Eindringen  der  Wurzel  in 
den  Boden  zu  beleuchten'). 

Das  Ausweichen  der  Wurzel  bringt  es  mit  sich,  dass  sie  in  den 
natürlichen  Verhüllnissen  in  der  Regel  nicht  zu  hoher  Druckentwick- 
liinp;  veranlasst  wird.  Ja  selbst  dann,  wenn  die  bisher  in  lockerer 
Erde  wachsende  Wurzelspitze  auf  resistenten  Thon  trifft,  wie  wir 
ihn  in  unseren  Versuchen  (Kap.  VI)  anwandten,  erfolgt  oft  ein 
Ausweichen  und  Hinwachsen  längs  der  Thonfliichc.  Indess  ge- 
lingt unter  solchen  Umstunden  sehr  häufig  der  Uebeiigang  in  einen 
Thon-  und  Lehmboden,  wie  er  in  der  Natur  gewöhnlich  geboten 
wird  und  nach  dem  Eindringen  wachst,  ebenso  wie  in  unseren  Ver- 
suchen, die  Wurzel  unter  erhöhter  Aibeitsleislung  weiter^.  Doch  ist 
die  Aussenarbeit  —  des  geringeren  Widerstandes  im  Boden  halber  — 
zumeist  weniger  ansehnlich  als  in  den  frtther  (Kap.  VI)  mitgetheilten 
Experimenten,  in  welchen  weniger  als  die  Hfilfle  der  potentiellen 
Aussenenergie  genügte,  um  den  Thon  zu  durchwandern.  Dieses  ge- 
schieht in  dem  ziemlich  homogenen  Medium  naturgemüss  in  grad- 
liniger Richtung,  wahrend  z.  B.  i)eini  .\ufstossen  auf  einen  Stein  die 
Wurzelspitze  in  scharfer  Krümmung  sich  .seitlich  wendet  (vgl.  p.  270). 

Aendert  sich  mit  dem  Uebergang  von  einer  zu  einer  anderen 
Bodenart  der  Widerstand  im  positiven  oder  negativen  Sinne,  so  spielt 
sich  die  Thtttigkelt  der  Wurzel  nach  den  Kap.  VI  behandelten  Prin- 
cipien  ab.  Bei  zunehmendem  Widerstand  erfolgt  also  eine  Hemmung 
des  Wachsens,  bis  die  Aussenenergie  auf  die  genOgende  Höhe  an- 
geschwollen ist,  bei  abnehmendem  Widerstand  wird  die  bis  dabin 
nach  aussen  gewandte  Tuigorkraft  durch  entsprechende  Spannung 

4)  T|^.  hierüber  z.  B.  Dakwin,  Bewegungsvamiögen  d.  Pflanzea  I88l,]>»i7l; 

Klkbs,  Unlcrs.  a.  d.  bot.  In.stitut  zu  Tübingen  1885,  Bd.  I,  p.  r.SG. 

21  Ks  ist  tiainit  iiichl  ausgescblosscii,  dass  andere  Ursachen,  insbesondere 
Heizwirkuogen,  ein  Veruioiden  oder  Verlassen  des  Thoas  veraalassea  kooneo. 
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der  Zollhaul  Juiuilibiirl.  Damit  ist  eine  gewisse  elastische  Ver- 
lUngorung  verknüpft,  dann  aber  schlligt  das  VVachslluim  das  übliche 
Tempo  ein.  Dieses  ist  nur  wenig,  vielleicht  auch  gar  nicht 
schneller  als  in  dem  resistenteren  Medium,  da  erst  höhere  Widcr- 
sUnde  ansehnliclie  Verlangsamung  des  Wachsens  veranlassen.  Die 
Wurzel  arbeitet  eben,  wie  früher  betont,  in  der  Weise  regulatorisch, 
dass  sie  bei  höherem  Widerstand  eine  grossere  Gesammtenergie  cnir 
wickell  ond  also  trotz  höherer  Arbeitsleistung  mit  annShernd  gleicher 
Schnelligkeil  vorrttckt.  In  principieller  HioBicht  ist  das  dieselbe  Regula- 
tioD,  wetcbe  es  einem  Menschen  ennfiglicht,  auch  dann  noch  einen 
Beiig  mit  gleicher  SchneUigIceit  wie  zuvor  hinaufzuwandem»  wenn 
ihm  eine  mSasige  Last  aufgeladen  wird. 

Gelegentlich  gelangt  auch  emmal  eine  Wurzel  in  einen  engen 
cylindrischen  Ganal  oder  in  einen  Spalt,  den  Steine  oder  Holzmasaen 
darbieten,  und  wenn  dann  durch  Didcenzunahme  der  subapicalen 
Theile  Anpressung  und  genügende  Fixining  erzielt  werden,  so  sind 
Shnliche  Verhftltnisse  hergestellt,  wie  in  einem  entsprechend  gerormten, 
eine  resistente  Widerlage  bildenden  Gipsverband.  Am  hUufigsten 
wird  wohl  in  der  Natur  das  Hindrini^'en  in  einen  engeren  Sleinspalt 
und  damit  Entwicklung  von  Querdruck  vorkommen,  während  die 
Wurzelspitze  selbst  gewöhnlich  im  Stande  sein  wird,  den  Spalt  zu 
durchwandern  oder  seitlich  ausznbiegcn. 

Vermöge  der  plastischen  lügen  sc  haften  kann  eine  Wurzel  sogar 
durch  einen  recht  engen  (^.anal  oder  Spalt  den  Weg  linden  und 
dieses  auch  dann,  wenn  allein  die  iUisserste  Spitze  vorzudringen  ver- 
mag, wahrend  die  rückwärts  anschliessenden  Partien  an  die  Wider- 
lage fixirt  werden.  Unter  solchen  Umstttnden  beginnt,  in  Folge  einer 
zweckentsprechenden  Gorrelationswirkung,  ein  sehr  beschleunigtes 
Wachsen  der  ttusserstoi,  unter  normalen  Verhaltnmsen  sidi  sehr  lang- 
sam verlängernden  Wurzelspitze,  so  dass  ziemlich  schnell  das  Fort- 
rücken in  einer  so  eingeengten  Zwangslage  gelingt  (p.  349). 

Mit  Herstellung  geeigneter  Fohrung  vermag  die  Wurzel  einen 
hohen  Spitzendruck  ebenso  gut  in  der  Natur  zu  entwickeln,  wie 
in  unseren  Versuchen,  in  welchen  die  im  Gipscanal  geleitete  Wur- 
zel gegen  die  Messfeder  traf*).    Es  ist  deshalb  nicht  wunderbar, 

{)  Vgl.  |).  174.  \N  i<  hti.;  ist,  dass  auch  die  Spitze  für  sich  alleio  schon  eine 
so  hohe  DruciÜLnifl  enlwickcll. 
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dass  eine  Warsel  ooter  geeigneten  VerhKltnisgen  in  der  Natur  hohe 
Widerstande  ttberwindet  und  z.  B.  gelegentiich,  wie  es  u.  a.  Dsbaiiel*) 
beobachtete,  m  weichen  Tuff  eindringt,  der  wohl  keinen  höheren 
Widerstand  bot  als  ein  weicher  Gipsguss,  in  welchen  sich  eine  Keim- 
wurzcl  rein  mechanisch,  d.  h.  ohne  irgend  eine  iüsende  Wirkung, 
den  Weg  zu  bahnen  vermag. 

Bildet  ein  lockerer  Erdboden  die  Führung  und  Wideilagc,  so 
vermag,  wie  schon  besprochen,  die  senkrecht  auflrelTende  Wurzol- 
spitzc  zwar  nur  einen  massigen ,  jedoch  genügenden  Druck  zu  ent- 
wickeln,  um  merkliche  Leistungen  zu  vollbringen,  z.  B.  um  dünnes 
Stanniol  zu  durchbohren,  das  Übrigens  auch  von  einer  der  Wurzel- 
spitze ähnlich  geformten  Eisenspitze  durchbrochen  wird,  wenn  diese 
mit  20 — 30  g  belastet  wird.  Jedenfalls  ist  dieses  Durchbrechen  des 
Stanniols,  wie  auch  Dmurani')  hervorhebt,  leicht  zu  beobachten  und 
wenn  DAmvni^  zu  einem  negativen  Resultate  kam,  muss  der  Grand  in 
der  Dicke  des  Stanniols  oder  in  der  Versochsanstellnng  gesacht  werden. 

In  einer  für  die  Druckentwicklang  günstigen  Lage  befinden  sich 
0.  a.  die  Anlagen  der  Seitenwurzeln.  Bs  ist  deshalb  wohl  möglich, 
daas  diese  rmn  mechanisch  sich  ihren  Weg  durch  das  Rindenparen- 
chym  bahnen,  wenn  es  auch  scheint,  als  ob  ausserdem  eine  Activitat 
des  letzteren,  veranlasst  durch  eine  correlativeThfttigkeit,  eine  Rolle  mit> 
spielt.  Uebrigens  venn(%en  unter  entsprechenden  Bedingungen  dieKeim- 
wnrzeln,  allein  durch  ihre  Drackkraft,  ihren  Weg  in  das  Innere  leben- 
diger parenchymatischer  Gewebe  von  Stengeln,  Knollen  etc.  zu  finden^ 

Die  Fiiliigkcit  ziii  iMitwicklung  von  hohem  Querdiiu  k  wird  in  der 
Natur  durch  das  Aiisein.mdcrtreiben  grosser  Steine,  ja  sogar  durch  das 
Sprengen  von  Felsstücken  erwiesen,  was  dadurch  veranlasst  wird, 
dass  die  nach  Diekenwachsthum  strebende  Wurzel  ^)der  aneli  der 
Stengel)  gegen  das  mechanische  Hetninniss  Ausseuenergie  producirt. 
Durch  diese  Energie  kommt  es  auch  zur  Sprengung  von  Gipscylin- 
dern,  und  da  diese  Sprengung  oft  erst  nach  zwei  bis  drei  Wochen  er- 
folgt, so  ist  damit  daigethan,  dass  diese  Druckleistung  längere  Zeit, 

{)  Naturgeschichte  d.  Bäume  «7fii,  Hd.  I,  p.  108. 

2)  Arbeit  d.  bot.  Instituts  in  Wur/burt;  1  882,  M.  2,  p.  630. 

3)  Bewcgungsvermogcn  d.  I'Hanzen  t88l,  p.  tiu  uud  <09. 

4)  Ein  DUlieres  Sludiam  dieses  Gegeustaades  wurde  bereite  Im  bieaigeil  Id- 
atitat  begonnen. 
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weon  aach  nach  eiaigeo  Tagm  nur  laogsam  zunimmt  (p.  881).  Um 
endliche  Zerreissang  einer  cohArenten  Masse  ist  aber  fttr  die  Pflanze 
in  jedem  Falle  von  hoher  Bedeutung,  da  damit  die  Wuntel  (oder 
der  Stengel)  die  Freiheit  gewinnt  und  nun  bei  geringer  Leistung  von 
Aussenarbeit  fortzawacbsen  vermag.  Wichtig  und  entscheidend  aber 
ist,  dass  die  Pflanze  solchen  plötzlichen  Widerstandswechsel  ohne 
Schaden  ertragt  und  dieses  ist  erreicht,  indem  die  plötzliche  Ueber- 
tragung  der  vollen  Aussenenergie  auf  die  Zellwandungen  kmn  Zer* 
reissen  oder  Schädigen  veranlasst. 

Zwar  ist  die  Druckintensitat  in  radialer  Richtung  vielleicht  etwas 
geringer  als  in  der  Lllngsrichtung,  aber  bei  der  Grüsse  der  wirk- 
samen Flüche  kommen  deshalb  doch  absolut  höhere  Leistungen  zu 
Stande  (vgl  Kiip  III.  <',.).  Schon  eine  4ü  mm  lange  Keimwurzel  von 
Yicia  laba  vermag  einen  (Juerdruck  von  mehr  als  5  kg  gegen  den 
inlaclen  Gipsverband  zu  entwickeln  (p.  281).  Beüodet  sich  aber  eine 
Wurzel  (oder  ein  Stengel)  zwischen  zwei  Platten,  so  nimmt  mit  dem 
nach  zwei  Seiten  fortschreitenden  Dicken wachsth um  die  wirksame 
Fläche,  also  der  Querdruck  fortwftbrend  zu.  In  diesem  Sinne  wirken 
auch  die  mit  dem  Dickenwachsthum  sich  gteichfalls  anpressenden 
Nebenwurzeln,  so  dass  es  schliesslich  doch  zur  Sprengung  oder  all- 
gemein zur  Beseitigung  eines  Hindernisses  kommen  kann,  virelches 
lungere  Zeit  der  Aussenwirkung  der  Wurzel  oder  des  Wuizetsyslems 
zu  widerstehen  vermochte.  Steigt  die  wirksame  Fläche  auf  1000  qcm 
(was  bei  dickeren  Wurzeln  und  grosser  WiderstandsflUche  leicht 
möglich  ist),  so  genügt  eine  DrockintensiUlt  von  6  Atmosphären, 
um  einen  Gesammtdruck  von  rund  6000  kg  zu  erzielen.  Eine 
solche  Kraftentwicklung  aber  macht  die  Thatsache  wohl  versUlndlich, 
dass  selbst  gewaltige  Steinblöcke  durch  eingeklemmte  Wurzeln  (resp. 
Stamme)  gehoben  oder  bei  Seite  geschoben  werden  küuueii.  In 
Folge  des  fortschreitenden  Dickenwachsthumes  konunt  solche  Wirkung 
auch  in  solchen  Spalten  zu  Wege,  welche  deu  jungen,  in  die  Lange 
wachsenden  Pflanzenthcilen  freien  Durchtritt  gestatteten.  Da  das 
Dickenwachsthum  nach  Vollendung  des  Lüngenwachslhums  fortdauert, 
so  ist  auch  die  Möglichkeit  für  Ausübung  von  Radialdruck  noch  geboten, 
nachdem  die  ßePahigung  zur  Entwicklung  von  Längsdruck  verloren  ging. 

Dorii  durfte  (besonders  bei  jüngeren  Pflanzentheiien)  der  höchste 
Radialdruck  nur  dann  entwickelt  werden,  wenn  die  Widerlage  all- 
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seilig,  nlso  jedwelclies  Wachsen  ausgeschlossen  ist  (p.  2^2).  Übrigens 
ist  solches  nur  eine  dor  vielen  /weckintissigen  Correlalioncn,  welche 
auch  anderweitig  im  Kampfe  gegen  Hemmnisse  eine  wichtige  Rolle 
spielen.  So  ist  schon  (().  356)  der  beschleunigten  Wurzelproduction 
uud  des  kriiftigerea  üervorwachsens  von  Seitenwurzeln  gedacht, 
welche  durch  Hemmung  des  Waohslhums  der  Spitze  der  üauptwurzel 
und  gleichsinnig  dnrch  Decapitiran  hervorgerufen  werden.  In  analogem 
Sinne  whnl  bei  Umgipsen  oder  bei  Wegschneiden  der  ganzen  Wurzel 
durch  die  Prodaclion  von  Wurzeln  aus  dem  hypoeotylen  und  dem 
epicoiylen  Gliede  Ersatz  geschaffen. 

Wie  sich  die  Wurzel  durch  eine  fortschreitende  Sprengwirkung 
den  Weg  zu  bahnen  vermag,  demonstrirl  sehr  anschaulich  die  in 
Fig.  \  (p.  240)  abgebildete  Gipssprcugung.  Wird  in  der  beschriebenen 
und  aus  der  l  igur  ersichllichen  Weise  eine  Keimwurzel  von  Faha 
zwischen  zwei  Glasplatten  in  Gips  gebraclit,  so  erfolgt,  wenn  ein 
weicher  Gipsguss  gewählt  wurde,  nach  1  oder  2  Tagen  die  abge- 
bildete Sprengung,  welche  keine  sehr  hohe  Energie  erfordert,  da  die 
an  sich  dUnne  Gipsplalte  bei  Benetzung  mit  Wasser  leicht  auf  der 
Glasfläche  gleitet,  so  dass  selbst  ein  harter  Gipsguss  schliesslich  ge- 
sprengt zu  werden  pflegt*).  Wie  beim  Eintreiben  eines  Keiles  lauft 
der  Spalt  fortwahrend  der  Wurzel  voraus,  die  dauernd  nachdrangt 
und  weiter  rttckt,  so  dass  endlich  die  Gipsplatte  in  zwei  Hfllften 
zerlegt  ist  und  die  Wurzel  frei  weiter  wachsen  kann.  Die  Wurzel 
bahnt  sieh  also  durch  die  Sprengung  vermittelst  Keil-  und  Hebel- 
Wirkung  den  Weg  dnrch  ein  Medium,  das  die  Energie  des  direeten 
Spitzend ruckes  (226 — 352  g)  nicht  zu  durchbrechen  vermag,  und 
zwar  ist  der  Erfolg  bei  weielierem  Gips  .so  günstig,  ilass.  vom  Beginn 
der  Sprenguni!;  ab,  die  NN  at'lislhum.ssclmellit?keit  an>cliementl  nicht 
mehr  becintraeiitigt  wird,  als  in  unseren  flunn ersuchen  (Kap.  VI). 
In  analoger  Weise  wird  aber  auch  ein  Zerspalten  von  Steinen  erzielt 
worden,  nachdem  die  Wurzel,  resp.  ein  Wurzelsystem,  durch  Ein- 
dringen in  einen  passenden  SpaJt  den  geeigneten  Angriffspunkt  ge- 
funden hat. 

Diese  Spaltung,  welche  durch  das  Zusammenwirken  von  Querdruck 


1}  äülciie  Präparate  lassen  sich  iu  Aicoliol  als  Üciuouülraliuuäobjucle  auf- 
bewahrea. 
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(Dickenwachslhum)  und  LUngsdnirk.  rosp.  l.lingenwachslhiim,  erreicht 
wird,  kann  man  einem  Keil  vergleichen,  der  gleichzeitig  durch  eine 
vorwitrts  treibende  Kraft  und  eine,  etwa  durch  Quelluag  er/icite, 
senkt  echt  gegen  den  Spalt  gerichtete  Druckenorgie  wirksam  ist.  Der 
nach  YoUendung  des  LUngenwachsthums  foitdaaerode  Qaerdruck 
greift  in  einer  für  das  Fortechreiten  dor  Sprmgung  sehr  gttnat^en 
Weise  an.  Liegt  z,  B.  bei  der  schon  (p.  368)  erwähnten  Dmckent- 
wickIttDg  von  6  kg  durch  eine  40  mm  lange  Wurzel  yon  Faha  der 
Schwerpunkt  der  paraHelen  Krttfle  in  der  Mitte,  also  SO  mm  von 
der  Wurzelspitze  entfernt,  so  sucht  an  dieser  Stelle  ein  nach  beiden 
Seiten  wirkendes  statisches  Moment  von  100  kg  den  Gips  ausein- 
anderzureissen.  Und  wftbrend  die  Wurzel  in  dem  vorauslaufenden  Spalt 
fortschreitet,  pressen  sich  stets  neue  Partien  der  Gipswandung  an,  so 
dass  diese  Querdnickenergie  fortwährend  auch  dann  erhalten  wird, 
wenn  die  Erweiterung  des  oberen  Spaltlheils  den  Contacl  mit  den 
nicht  in  gleichem  Maasse  in  die  Dicke  wuciiscuden  Wurzelpartien 
aufheht. 

Gleichzeitig  drHngt  die  wachsende  Zoiie  nach  vorn,  und  gleichviel 
ob  der  Längenzuwachs  auf  einer  p;rc)sseren  oder  kleineren  Strecke 
gelingt,  jedenfalls  kommt  damit  eine  keilartige  Wirkung  zu  Stande. 
Beim  starren  Keil  würde,  bei  einem  Verhältniss  der  Höhe  zur  Länge 
von  1  :  5,  durch  eine  Triebkraft  von  200  g  ein  Druck  von  1  kg 
gegen  die  Spaltwand  zur  Geltung  kommen,  eine  Energie,  die  ebenfalls 
mit  dem  entsprechenden  statischen  Moment  fiir  das  fernere  Zerreissen 
des  Gipses  wirksam  wird^). 

Durch  Wachsthum,  Plasticitflt  u.  s.  w.  sind  allerdings  besondere 
Eigenheiten  geboten,  auf  deren  Erörterung  ich  indess  verzichten  darf, 
da  es  hier  nur  darauf  ankam  zu  zeigen,  in  welchem  Sinne  Keil-  und 
Hebelwirkungen  die  allerdings  mftchtige  Sprengkraft  der  Wurzel  ver- 
mitteln. Entscheidend  ist,  dass  diese  Sprengkraft  die  genügende  IntensiUlt 
erreicht  und  es  thut  nichts,  dass  mit  dem  Realisiren  des  Sprengens  der 
Widerlage  resj).  dem  Auseinanderweicben,  die  Druckeneigie  sogleich 


1}  Dien  rein  mechaDiwhe  Wiricang  ist  auch  bedeutungsvoll  ffir  die  Zer- 
IrOmmerang  von  Gesteinen  und  andere  Terilnderungen  in  der  festen  Erdrinde. 
Uebrigens  spielen  in  aolelMm  Sinne  die  Pflanien  anoh  danh  Seraetion  von  Sluren 

lind  anderweitige  Eingriffe  eine  Rolle  und  die  Bildung  von  Humosbodea  ist  eben- 
fatiä  nur  von  der  Productionslliäti^eit  von  Pflanzen  abblti^. 
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stark  sioki,  denn  nuomebr  ist  durch  die  eiomalige  intensive  Aa- 
spaiuiiiiig  der  fi^  Weg  gebahnt.  In  dem  voraoslaufenden  Spalt 
aber  hat  die  ttosserste  Warzelspitze  gar  nicht  mit  Widerstiinden 
za  kämpfen  und  ist  also,  da  wo  Sprengang  erreicht  ist,  weniger  Unbilden 
ausgesetzt  als  in  der  Erde,  wo  sie  immer  wieder  auf  feste  Partikel 
anfttOsst  und  wo  die  Wurzelbaube  eine  schfltzenswerthe  Schutzhatte 
abgibt. 

Mit  der  Thalsache  des  Querdruckes  und  des  durcli  Wachslhuin 
vermiltelten  gowaUsamen  Forlschiebens  der  conischen  Spitze  ist  die 
besprochene  Keil-  und  Ilcbolwirkung  eine  {)liysikahsche  Nolhvvendig- 
keit,  sobald  nur  das  geeignete  Substrat  und  die  geeignete  Angrids- 
weise  geboten  werden,  die  für  die  Aussenleistung  Überhaupt  eine 
Bedingung  sind. 

In  der  Erde,  in  welcher  jedes  einzelne  Theilchen  ausweicht, 
kann  mit  dem  Mangel  des  Zusammenhalles  eine  Sprengwirkung  wie 
in  einer  cohSrenlen  Masse  nicht  zu  Stande  kommen.  Immerhin  aber 
muss  das  Eintreiben  der  Wurzelspitze  zwischen  zwei  Partikel  keil- 
artig  wirken,  wenn  auch  dieser  Action  praktisch  nicht  die  Bedeutung 
zukommt,  welche  Diuivm^  ihr  beizumessen  scheint,  welcher  Obrigens 
das  Wesen  der  Sprengwirkung  nicht  richtig  erkannte.  Anderseits 
ist  ÜErLEisEN^)  im  Unrecht,  wenn  er  der  KeiUvirkung  allgemein  alle 
Berechtigung  abspricht. 

Die  Eigenschaften  des  widerstehenden  Mediums  bringen  über- 
haupt Besonderheiten  für  die  unter  Arbeitsleistung  fortwachsende 
Wurzel  mit  sich.  Während  z.  B.  die  Wurzel  in  einer  grobkörnigen 
Erde  unter  Umständen  zum  Umgehen  von  Widersländen  vielfach 
ausbiegen,  also  sich  gleichsam  schlangelnd  hindurchwinden  muss, 
flklit  eine  solche  Anforderung  in  dem  sehr  feinkörnigen  Thon  so  gut 
wie  ganz,  in  homogener  Gelatine  gttnzlich  weg.  In  diesem  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  elastischen  Medium  sind  die  Widerstandsver- 
haltnisse  wieder  verschieden,  wenn  die  Gelatine  nicht  adhttrirt  oder 
wenn  eine  starke  Adhilsion  durch  Einschmelzen  erreicht  ist  (p.  345). 
Solche  Adhftsion  kommt  ferner  beim  Thon  mehr  als  in  humöser  oder 
sandiger  lirde  in  Betracht.    In  Erde,  und  auch  in  anderen  Medien, 


()  BewegangsvermÖgen  d.  Pflanzen  1881,  p.  63. 

l)  iürbeilea  d.  bot.  Insliluts  in  Würxborg  iSSS,  6d.  U,  p.  633. 
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hängt  es  femer  von  verschiedenen  UmsfSnden  ab,  ob  mit  dem  Bei- 
seiteschieben der  Partikel  der  Widersland  schneU  steigt,  wie  es  z.  B. 
der  Fall  sein  muss,  wenn  die  Erdtheilchen  sogleich  gegen  eine 
starre  Widerlage  angepresst  werden. 

Soweit  aber  die'  potentielle  Energie  ausreicht,  findet  die  Wunsel 
ihren  Weg  ditrdi  die  vmcbiedensten  Medien  und  Hindemisse,  wenn 
sie  auch  in  mannigfacbsler  Weise  sich  durchzwängen  und  durch- 
sehtangeln  muss.  Dieserhalb  bietet  ein  grobkörniges  Medium  z.  B. 
für  die  Wurzel  nicht  den  gleichen  Widerstand  wie  Ittr  einen  starren 
Bisenstab,  den  vielleicht  ein  Steinchen  aufhält,  wührend  die  das 
Hemmniss  umgehende  Wurzel  mit  viel  geringerer  Energie  ihren  Weg 
forUu setzen  vermag.  Bei  diesem  und  anderem  Fortschreiten  ist  im 
Allgemeinen  Druck,  nicht  aber  die  lebendige  Kraft  eines  Slosscs 
wirksam.  Denn  schnelle  Bewegungen  kommen  nur  untergeordnet 
vor,  wenn  irgendwo  und  irgendwie  eine  Spannung  plötzlich  ausge- 
glichen wird  und  sind  z.  B.  auf  eine  kurze  Wegstrecke  wirksam, 
wenn  beim  plötzlichen  Durchbrechen  eines  Hinderni.s>es  die  ja  gleich- 
sam elastisch  comprimirlc  Wurzel  sich  etwas  verlUngerl  ;p.  3H). 

Für  den  endlichen  Erfolg  spielen  femer  die  specifischen  Eigen« 
heilen  der  Wurzel  eine  Rolle,  die  in  Bezug  auf  Energieentwickhing, 
Form  und  Dimension,  Verankerung  und  andere  Umstände  Verschieden- 
heiten bietet.  Auf  Einiges  in  dieser  Hinsicht  ist  früher  (p.  278)  hiur 
gewiesen,  eine  ntthere  Specialbehandlung  aber  liegt  nicht  im  Rahoien 
dieser  Studien.  Für  den  Erfolg  mögen  ausserdem  noch  besondere 
Reizwirkungen,  wie  Aerotropismus,  Gontactreiz  etc.  mit  ins  Gewicht 
jßilien,  so  dasB  in  Hinsicht  auf  alle  diese  und  andere  ümsUlnde  eine 
ungjleiche  Fllh^kmt  zum  Eindringen  in  ein  Medium  noch  kein  Ar> 
gument  für  eine  geringere  energetische  Fähigkeit  ist^.  Bis  zu  einem 
gewissen  Grade  kann  bei  den  Wurzeln  die  SHuresecretion  bei  Bahnung 
des  Weges  mitwirken,  und  z.  B.  bei  parasitischen  Pilzen  ist  das 
DurchUisen  mit  Hilfe  von  Secreten  vielfach  im  Gebrauch. 

Ferner  soll  hier  nicht  das  Durchbrechen  der  Samen  und  Friiclit- 
ächalen  beim  Keimen  behundell  werden,  wobei  (ubgesehuu  von  der 


I)  So  fand  z.  B.  Dohambl  (Natuigeschichto  d.  BKume  1764,  Bd.  I,  p.  108), 

d.iss  in  einen  w  eichen  TufT  die  Wurzeln  vom  Weinslook  und  NdMiMUm,  nicht  abw 
die  einer  daneben  befindlichen  Ulme  eingedrungen  waren. 
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Qaellung)  theitweise  vielleicht  sehr  hohe  Aoaseoleistuiigen  zur  Wirlniiig 
kommeD,  aber,  wie  bekannt,  aach  mannigfech  verschiedene  Binr 
richtungen  ootacheidend  mithelfen. 


Eine  Berttclcsichligung  der  ablenkenden  Keizbewegnngen  ist  an 
dieser  Stelle  nicht  notbwendig,  da  wir  diejenigen  Reaclionen  zn 
behandeln  haben,  welche  zn  Stande  kommen,  wenn  eine  Wurzel  in 
der  von  ihr  unter  den  gegebenen  Bedingungen  angestrebten  Wachs- 
thnmsrichtung  auf  einen  mechanischen  Widerstand  stOsst  Dieser, 
oder  prHdser  die  durch  diesen  Widerstand  hervorgebrachte  mecha- 
nische Wachsthumshemniung,  ist  dann  die  Veranlassung,  dass  die 
Pflanze  mit  den  ihr  zu  (»ebole  stehenden  Miltehi  die  auf  Überwin- 
dung des  Hemmniüses  gerichtete  Aussenenergie  enlwickolt.  Wir 
haben  es  also  mit  einer  Reizreaction  zu  thun,  welche  in  correlaliver 
Weise  auch  andere  ihäli^keilün  veranlasst  oder  in  Milleidenschafl 
zieht  (vgl.  p.  333\ 

Sobald  aber  mechanische  Energie  auf  die  Wurzel  in  hinreichender 
Weise  einwirkt,  muss  diese  bei  ihren  biegsamen  und  plastischen 
Eigenschaften  unvermeidlich  oin  entsprechendes  Ausweichen  erfahren 
und  dieser  rein  mechanische  Erfolg  ist  vollständig  ausreichend,  um 
alle  diesbezüglichen  Beobachtungen  zu  erklaren.  Docli  ist  dainit  nicht 
ausgeschlofisen,  dass  aus  dem  Contact  ausserdem  ablenkende  Reizbe- 
wegungen entspringen  und  es  ist  bekannt,  dass  die  Berührung  (Reibung) 
in  der  Streckungszone,  analog  wie  in  Ranken,  eine  schwache  Reiz- 
krllmmung  erzielt,  welche  u.  a.  beschleunigend  auf  eine  gleichsinnige 
geotropische  Krttmmung  einwirkt^. 

Ausserdem  trat  Diwwni^  für  eine  Gontactaensibilitat  der  Wurzel- 
q»itze  ein,  welche  in  der  Wurzel  enie  von  dem  berührenden  KOrper 
hinweggewandte,  active  Krammungsbewegung  veranhisse.  Doch  kann 
ich  mit  Detlefsen  ')  diese  Annahme  DAiiwn's  nicht  als  erwiesen 
ansehen  und  in  Uebereinstimraung  mit  Detlefsen  sprechen  meine 
Erfahrungen  dafür,  dass  solche  Heizbarkeit  nicht  oder  doch  nicht 
in  bedeutungsvoller  Weise  besieht. 

1)  Sachs,  Arbeilen  d,  bol.  lustiluls  in  Würzburg  1873,  Bd.  I,  \t.  437. 

t)  Beweguogsverniügen  d.  FflanzMi  1881,  p.  H9,  I6S. 

a)  Arbeilen  d.  bot.  butitols  in  WOnburg  188t,  Bd.     f.  634. 
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Dagegen  muss  ich  mit  DAKwnr  als  eine  ReizbeweguDg,  als 
Traamatropismus,  diejenigen  KrUmmongen  ansehen,  welche  oberflttch- 
liche  einseitige  Beschädigung  darcb  etwas  Höllenstein,  durch  heissen 
Draht  u.  s.  w.  in  der  Weise  veranlassen,  dass  die  in  der  Streckuui^s- 
zone  ausgeführte  Krümmung  von  der  afficirten  Flanke  hinweggewandt 
ist.  Dieser  Erfolg  ist  sicher  nicht,  wie  es  Detlefsbn  (I.  c.)  will,  ein 
mechanisch,  durch  die  localisiile  Ilemimiiiü;  des  Wach>lhiiins  der 
Wiirzclhuube  erzielter  KlTecl.  Audi  isl  die  rUiunlieiie  Trenimug  von 
Pertej)tions-  und  Aclionszone  im  Gelriebe  der  Pflanze  allgemein,  wenn 
auch  nicht  immer  in  nnmiHelbar  hcrvorlretender  Weise  im  Spiele'). 
Und  die  Waciisliium^lienitmini^en,  welche  bei  Verwundung  der  Wurzel 
sich  bis  in  den  Sleugel  erstrecken,  ferner  die  auf  Vernarbung  hin- 
arbeileaden  Ibaügkeiten,  welche  Sloffzuwanderung  von  benachbarten 
und  ferner  gelegenen  Zellen  veranlassen,  sind  auch  schon  Beispiele 
des  Ausstrahlens  eines  traumatischen  Reizes. 

Fuhren  also  Eingriffe  zu  einer  leichten  einseitigen  Verletzung 
an  der  Warzelspitze,  so  wird  eine  abgewandte  traumatische  Bewegung 
die  Folge  sein  und  solches  wird  sich  zwar  nicht  als  Regel,  doch 
dann  und  wann  beim  Wachsen  durch  den  Boden  ereignen.  Vielleicht 
ist  ein  Theil  der  Krümmungen,  welche  Daiwin  auf  Gontactsensibilitflt 
der  Spitze  schob,  dem  Traumatropismus  zuzuzahlen,  doch  ist  ein 
anderer  Theil  der  von  Dasvw  erzielten  Erfolge,  wie  hier  nicht  dis- 
cutirt  werden  kann,  offenbar  durch  andere  Ursachen  veranlasst 
worden. 

Nicht  zu  vergessen  ist  aber,  ilass  jedwelcher  Organismus  immer 
nur  nach  Maa^sgabe  der  jeweils  gegebenen  Eigenschaften  uml  L)i.s- 
poüitionen  rr;igirt,  die  von  äusseren  Bedingungen  und  Verhältnissen, 
also  auch  von  der  Inanspruchnahme  durch  andere  Reizvorgünge 
abhangig  sind.  Dieserhalb  isl  es  also  wohl  möglich,  dass  bei 
Inanspruchnahme  (Itirch  Aussenarbeit  die  Wurzel  ein  quantitativ 
oder  auch  qualitativ  verändertes  Heaclionsvermögen  gegen  Reizein- 


4)  Auf  die  Wicliiigkeil  dieser  Verbältntsse  wurde  6clion  in  meiner  Physi4>' 
logie  Bd.  II,  z.  H.  p.  251,  327  liingewicscn.  Sobald  man  übrigens  die  regula- 
torische GcsaiimiUliäligkeit  l»eachlft  ist  klar,  dass  überall  Reiztran.smis<i<>npn  im 
Spiele  siod.  Von  ErscheinuDgeo  die  oboe  üeberlegung  über/eugen,  sei  aus  neuerer 
Zeil  noch  aaf  die  Unleianchangen  ReTun^s  «ber  beliolropiscbe  Sensibilität  bin- 
gewieMD  (Beriohle  d.  bot.  GesellsebAft  1891,  p.  37i). 


Digitized  by  Google 


143] 


DlUCl'  UND  AuiKiTSUUSTini«  DIttCH  WACHSKHDE  PfLARXBN. 


375 


grilFe  bietet.  ThatsUclilich  sprechen  Erfahrungen  hitn  fili  ,  ilie  ich 
indess  Ubergehe,  da  ich  specielle  Studien  Uber  dieses  ilicuia  nichl 
anstellte. 


IX«  Stengel  Ton  Keimpflanzen. 

Bei  der  Mitlheilung  der  Versuche  mit  Kcimstcngeln  kann  ich 
mich  kara  fassen,  da  analoge  Resultate  wie  mit  Wurzeln  erhalteu 
wurden.  Nach  den  Erfabraogen  mit  dem  Epicotyl  von  Faha  vulgaris 
und  Phaaeolus  mnltiflorus,  sowie  mit  dem  Hypocotyl  von  Helianthus 
anouus  wird  die  mechanische  Reaction  gegen  eine  Widerlage  eben- 
falls erreicht  durob  eine  mehr  oder  weniger  weitgehende  Entspannung 
der  Haut  Diese  wird  bei  Faha  von  einer  ansehnlichen  Turgor- 
schwellung  begleitet,  wahrend  eine  solche,  wenn  Oberhaupt,  bei 
Helianthus  in  nur  .sehr  geringem  Grade  eintritt,  so  dass  ollenbar  alin- 
liche  specifi.sche  Differenzen  wie  bei  Wurzehi  l)e.stehcn. 

Die  Wur/.ehi  sind  übrigens,  schon  vorinöge  ihrer  Lebensweise, 
günstiger  für  unsere  Studien  als  Stengelorgane,  (he  zudem  mit  dem 
Einbetten  in  Gips  dem  Licht  ganz  oder  weitgehonil  entzogen  wer- 
den. Dieserhalb  sind  zum  Vergleiche  stets  eliolii  lt!  Pflanzen  gewühlt 
und  die  Versuche  auf  mttssig  lange  Zeit  ausgedehnt  worden.  Die 
Krümmung  der  Stengelspitzen,  die  Gliederung  in  Nodien  und  Inlei^ 
nodien  und  andere  YerbttUnisse  sind  femer  z.  B.  bei  vei^leichenden 
Versuchen  Uber  die  Turgorverhilltnisse  hinderlich  und  die  geringe 
Dimensionsänderung  durch  die  in  Betracht  kommenden  Debnkräfle 
erschwert  eine  genaue  Feststellung  der  Hautentspannung,  welche  in 
Folge  der  Hemmung  des  Wachsens  sich  einstellt. 

A.  DrnekTeiBnehe. 

Die  unislcluMule  tabellarische  Zusammenstellung  der  Versuche 
Uber  Längsdruck  (Tab.Vll),  resp.  Querdruck  (Xab.Vlll)  schliesst  sich 
ganz  der  für  Wuizein  gegebenen  Zusammenstellung  an  (Tab.  1  und  11 
p.  264  u.  S66).  Die  dort  gegebene  Erklärung  gilt  also  auch  für  unsere 
Tab.  VII  und  VIII.  Bemerkt  sei  nur,  dass  die  Lage  der  wirksamen 
Zone  (Taf.  VII  Verticalreihe  b  und  Taf.  VIR  unter  c)  bei  Helianthus 
von  der  Basis  der  Cotyledonen,  bei  Faha  und  Phaseolus  von  dem 
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Scheitelpunkt  der  Krttmmung  in  der  Sprossspitze  ab  gemessen  wurde. 
Die  wirksamen  Zonen  liegen  in  allen  Versuchen  in  einer  Region,  in 
welcher  sich  wahrend  des  Bingipsens  die  Wachslhumsfähigkeit  ei^ 
hielt,    lieber  das  Eingipsen  u.  s.  w.  vgl.  p.  249  fl'. 


Tabelle  VIL 

Lttngsdruck  von  Keimstengeln. 


Venaebs- 
d«a«r 

Will 

i-iuiiie  Zone 

Genmint- 
drnck 

Drook 
pr.  1  qmm 

Draok 
inAlmospbir. 

Nr. 

Kutferiiuag 
von  Spitze 

Uurcli- 
mfluar 

Fliehe 

II 

/■ 

d 

e 

f 

9 

t 

1  1 

Faha  vuh/aris. 

3& 

1G7  Std. 

9  iniu 

ö  lUUl 

I9,6qinm 

H90  8 

60,7  (i 

5,88  Aliu. 

Hdianthus  annuus. 

36 

91  Sid. 

3  mm 

1,6  mm|5»S  qnunj 

400  g 

76,9  g 

7,45  Alm. 

Tab^e  vm. 

Querdruck  des  Ketmslengels. 


 1 

1        Wirksame  Zone  Ij 

1 

Nr. 

Vereuclis- 
daoer 

Lage 

Median-    u  Ge!>4itiiiul- 
sehaitt    H  druck 

Üi-Uük 
pr.  4  qmm 

Druck 
in  Almoapliir. 

a 

«  . 

'    1  . 

f 

8 

Faha  vulgaris. 

37 

IltSM. 

5,5— 13  mm 

37,5  qmm  1    St54  g 

57,5  8 

3,56  Atm. 

Bei  der  geringen  Zahl  von  Versuchen  und  bei  der  nur  an- 
oilhemden  Bestimmung,  resp.  Berechnung  der  Dnickinlensitilt  muss 
es  fraglich  bleiben,  ob  die  Keimstcngel  einen  gleichen,  oder  wie  es 
nach  den  Versuchen  der  Tab.  VII  scheinen  möchte,  einen  etwas  ge- 
ringeren Lanjisclruck  entwickeln,  als  die  Wiir/eln.  Nach  dem  in 
Tab.  VIII  aiirgeführlen  Versuche  ist  die  Inlensilöt  für  I.rmgs-  und  für 
Oiicrdi  Ut  k  im  Hpicolyl  von  Faha  dieselbe.  Der  grossere  Durchmesser 
dieses  Stcn:;els  bringt  es  natürlich  mit  sich,  dass  der  absolute  Druck 
wesentlich  holu  r  ausßilll  als  in  der  Keinuvurzel  dieser  Pflanze. 

Zu  weil  ansehnlicherer  Druckentwicklung  muss  os  im  Cambium 
der  Bäume  kommen.  Denn  Krasbe^)  fand,  dass  dieses  Gewebe  einen, 

1}  WaehMhttm  d.  Verdlckungsiiiiges  1881,  p.  57  und  70. 
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wenn  auch  geringen  Zuwachs,  noch  erzielte,  als  ilim  ein  constanter 
Gegendruck  bei  Conifereo  von  1 0  Atmosphären,  bei  Laubhölzern  bis 
zu  15  Atmosphären  entgegenwirkte.  Bei  der  Zarlwandigkeit  lier 
activen  Cambiiinizellen  kann  aber  die  Aussenleislung  nur  in  analoger 
Weise,  wie  in  der  dOnnwandigen  Wurzel  entwickelt  werden  ^ 

Voraussichtlich  wird  sich  die  äussere  Arbeitsleistung  analog  wie 
bei  Wurzeb  gestalten  und  bei  relativ  mttssigem  Widersland  dürAe 
also,  trotz  der  Aussenleislung,  eine  nur  geringe  Wachsthomslieininung 
eintreten.  Damit  stehen  auch  Beobachtungen  von  Krabbe^  an  Bau- 
men im  Einklang,  Die.scr  fand  niimlich,  dass  eine  2 — 3fache  Stei- 
gerung des  Uindondrucks  (der  bei  Coniferen  0,ö,  bei  Laiil)biiuinen  0,5 
bis  I  Almusphüre  hetiiif,'!)  noch  keine,  eine  3-  bis  3,5faeh(»  Slei- 
geruDg  aber  eine  geringe  YeriniaUerung  des  Dickenzuwachses  erzielte. 

B.  TurgorverMtniflse. 

Schon  früher  (p.  308)  wurde  besprochen,  dass,  ähnlich  wie  in 
Wui-zeln,  in  Keimstengeln  der  Turgor  von  den  ausgewachsenen  Par- 
tien aus  allmiihlich  bis  zum  Crmerislem  des  Vegetalionspunklcs  steigt, 
dass  also  in  der  schnellst  wachsenden  Slreckuugszune  nicht  der 
hüch.»:te  Turgor  besieht. 

Zu  diesen  allgemeinen  Schlüssen  berechtigen  mit  Sicherheit  tlie 
vorliegenden  \ei suche,  in  wel(;hen  aber  eine  ganz  exacte  (>)nslruc- 
tion  der  Turgorcurve  nicht  beabsichtigt  war.  Nach  diesen  Experi- 
menten konunl  im  Gipsverband  im  Keimstengel  von  Faba  eine  an- 
sehnliche, in  dem  von  Phaseolus  mulliflorus  eine  schwächere,  in  dem 
von  Helianthus  annuus  eine  nur  unsichere  Turgorsleigerung  zu  Stande. 
Wo  diese  Schwellung  deutlich  ist,  also  im  Epicolyl  von  Faba,  stellt 
sich  ein  ähnliches  Verhallniss  heraus  wie  in  der  Wurzel,  d.  h.  die 
Tuigordifferenz  beginnt  schon  in  dem  normal  nicht  in  die  LSlDge 
wachsenden  Theile,  erreicht  in  einem  gewissen  Abstand  vom  Scheitel- 
punkt ein  Maximum,  ist  aber  auch  im  Urmeristem  noch  merklich. 

Von  den  {)lasmoly(isch  ausgeruhrten  Versuchen  will  ich  hier  nur 
kurz  die  Hauplre-sultale  in  der  Weise  angeben,  da.ss  der  Absland  der 

1)  HinsicliUicb  der  TurgorscUwellung  dörftcn  woiii  speciüttche  Diirerenzen 
beziehen.  « 
t)  I.  c.  p.  45. 
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bezuglichen  Zone  vom  Scheitelpunkt  in  iuhj  und  daneben  der  proccn- 
lischc  Salpelerwerlh  fiir  die  mittleren  Zeilen  (Ks  Hiiidenparenciijnis 
angeführt  wird  und  zwar  be/.ieht  s^ich  die  erste  Zahl  auf  die  frei 
erwachsene  etiollrte.  die  eingeklammerte  Zahl  auf  die  währeod  2 
bis  4  Tagen  eiogegipste  Pflanze  (Temp.  18 — 20*' C). 

Kpicotyl  von  Vicia  faba,  60 — 70  mm  lang.  0,5  mm  von  der  Spitze 
5  Proc.  (ö,öProc.);  20  mm  4  Proc.  (5,5  Proc);  40  mm  3  Proc.  (4Proc.); 
70  mm  2,5  Proc.  (2,5  Pfoc.). 

Epicotyl  von  Phaseolus  muHiflorus,  76 — 90  mm  lang.  1 — 2  mm 
vom  ScbeitelpuDkt  4  Proc.  (4,5  Proc.);  30  mm  3  Proc  (3,5  Proc); 
60  mm  2,5  Proc.  (2,5  Proc). 

Heliantbus  annuus.  Hypocotyl  50 — 60  mm  laog.  2  mm  bioter 
dem  Urmeristem  4  Proc.  (4  Proc);  10  mm  3  Proc.  (3,5  Proc.?); 
20  mm  2  Proc.  (2  Proc). 

Eine  sebr  genaue  Fostalettimg  dürfte  aus  verscbiedeneo  Gründen 
kaum  erreicbbar  sein.  Ich  erwfthne  nur,  dass  die  benacbbarlen 
Zellen  des  mittleren  llindenparenchyms  schon  unter  sieh  gewisse 
Dilfei  (Mizcn  l)icleii  und  dass  in  dem  geki  ummlen  Spitzentheil  zwischen 
CouNCX-  und  Concavseile  ein  merklicher  Turgorunterschied  besteht. 
Die  Hpidermis  pflegt  auch  an  diesen  Stengeln  vor  und  nach  dem 
Eingipsen  eiaea  etwas  geriagcrco  Turgorwerlh  zu  besitzen. 

C.  Die  Eutspamiang  der  Zellliant. 

Zur  Prüfung  der  Entspannung  wurden  die  etiolirten  Keimslengel 
in  der  p.  239  beschriebenen  Weise  eingegipst,  nachdem  sie  zuvor  durch 
Begiessen  mit  Wasser  und  AufentbaU  im  damp%esauigten  Raum  in  den 
maximalen  Tuigescenzzustand  versetzt  worden  waren.  Die  Gipsform 
selbst  diente  dann  als  Maass  lUr  die  IKmensionsttnderungen,  indem  der 
Gips,  nach  Entfernung  der  gekrümmten  Stengelspilze,  zuletzt  mit  einem 
Rasirmesser,  so  weit  abgetragen  wurde,  dass  Stengel-  und  Gipsquer- 
schnitt  genau  in  eine  Ebene  fielen.  Nachdem  Gleiches  am  Basaltbeil 
der  Gipsbolle  durchgeftthrl  war,  wurde  das  Stengelstock  in  der  froher 
(p.  24  f)  angegebenen  Weise  durch  Zerbrechen  der  Gips|)latle  befreit. 

Hatte  die  Pflanze  zwei  bis  drei  Tage  im  Gipsverband  verweilt, 
so  verlUngerle  sich  das  Stcngelstih  k  >ogleicii  beinj  Isoliren  und  war 
einige  Minuten  splHer,  nach  deui  Eintauchen  in  Wasser,  um  0,2  bis 
0,7  mm  tauger  als  die  üipsform.    Beiiu  TOdlcn  durch  Eintauchen  in 
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heisses  Wasser  oder  beim  Bebaodela  mit  40  Proc.  Salpeter  ging 
das  turgorlose  StengelstOck  auf  die  Lttnge  der  Gipsform  oder  0,1  mm 
unter  diese  LAnge  zarttck.  Geschah  aber  das  Befreien  sogleich  nach 
dem  Erstarren  des  Gipsgusses,  so  waren  die  befreiten  StengelslQcke 
höchstens  0,1  mm  Uingcr  als  die  Gipsform  und  wurden  bei  der  Auf- 
hebung des  Turgors,  durch  Abttfdien  oder  Plasmolysiren ,  1,5  bis 
S,5  mm  kOrzer  als  diese. 

Ich  beschränke  mich  hier  niif  (hose  kuize  MiüheiUmg  der  ResuUalo 
ziemlich  zahheicher  Versuche  mit  dem  eliohrten  Kpicol  v  1  \on  Vicia  faha 
und  PhaseoUis  multiflorus,  sowie  mit  dorn  Hy|Hi(ol\l  von  Hehanlhus 
annuus  und  (-uciirl)ita  pepo.  Aus  den  ilbereinsluumenden  Hcsuitalen 
folgt  aber,  dass,  analog  wie  bei  den  Wurzeln,  bei  Aufenthalt  in  Gips 
die  Zelivvande  fortPaliren  zu  wachsen,  bis  ganz  oder  nahezu  die  Lange 
der  Gipsform  erreicht  ist^ 

So  exact  wie  bei  den  Wurzeln  lllsst  sich  indess  der  Grad  der 
Entspannung  bei  diesen  viel  ungünstigeren  Versuchsobjecten  nicht 
ermitteln.  Schon  die  geringere  elastische  Amplitude  macht  die  Be- 
stimmungen um  so  mehr  ungenauer,  als  in  den  Experimenten  der 
ganze  Spitzentheil  entfeml  wurde.  Nach  dem  Aufenthalt  in  Gips 
Mit  zudem  die  DimensionsSnderung  noch  geringer  aus,  weil  einmal 
die  hier  gemessene  absolute  Verkürzung  mit  der  Verringerung  der 
\vacli>tliums.tiihigen  Zone  abgenommen  und  ferner,  analog  wie  in  den 
Wurzeln,  die  ElasticitUt  zugenommen  hat.  Auf  Gewinnung  exaclerer 
Resultate  durch  anderweitige  Versuchsanstollung  (Uu  tle  ich  aber  ver- 
zichten, nachdem  durch  die  Experimente  mit  Wurzeln  die  Hauptfrage 
in  zweifellosester  Weise  entschieden  war. 

Durch  die  Existenz  von  Gewebespannung,  die  in  den  eliolirten 
Stengeln  zwar  schwacher^)  als  in  normalen  Stengeln,  jedoch  immer 
noch  ansehnlich  ist,  wird  am  Wesen  der  Sache  nichts  geändert,  wie 
firtther  (p.  291)  auseinandergesetzt  wurde.  Doch  ist  klar,  dass  gegen 
eine  Widerlage  eine  Druckleistung  schon  durch  ein  alleiniges  Wach- 
sen, also  durch  alleinige  Activitflt  in  den  negativ  gespannten  Ge- 
weben erzielt  werden  kann.  Denn  diese  befinden  sich  gegen  die 
positiven  Gewebe  in  einer  ähnlichen  Lage  wie  der  Kantschuck- 
schlauch,    welcher  durch  die   Energie   der  umhOllten  und  sich 

\]  Vgl.  PeEVVKtt,  Pliysiuloijio  Ud.  il,  p.  33. 
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anächiuie^eiulen  Wurzel  gedehnt  wird  (vgl.  |».  2G0).  Ist  aber  hier- 
durch die  Ausseideisluni5  der  unihulUeu  Wurzel  um  einen  liqiiivalenten 
Energiewerlh  verniindeil,  so  wird  sie  natürlich  durch  Nachlassen  dei- 
negativen  Spuniuing  des  Kaulschucks  um  einen  enlj>|)rccheoden  Relrag 
venneliri  werden,  uhnc  dass  die  AusseDeneiigie  der  Wurzel  selbst 
deslialb  einen  Zuwachs  erfahren  muss. 

Die  höchste  Aussealeistung  wird  selbstverständlich  erreicht,  wenn 
die  negative  Spannang  giioz  eliminiri  wird  und  einer  pofittiven 
Spannung  in  denselben  Geweben  Platz  macht.  Ein  solches  Verhalten 
kommt  in  der  That  in  den  Grasknoten  vor  (Kap.  XI);  in  den  Keim- 
Stengeln  aber  scheint,  soweit  ich  untersuchte,  im  Gipsverband  der 
Sinn  der  Spannung  unverändert  zu  bleiben,  wenn  auch  Verschiebun- 
gen der  Spannungsinlensitttt  zwischen  der  negativen  Epidermis  nebst 
den  angrenzenden  Zelllagen  einerseits  und  den  übrigen  umschlossenen 
Geweben  andrerseits  sich  einstellen. 

Dieser  Schluss  ergiebt  sich  aus  Folgendem.  Wird  nach  dem 
Aul(  iilhalt  in  Gi|)S  an  dem  berrcilen  Stengel  die  Kpidermis  in  LJings- 
Slreiten  .ibj^i  lrennt,  so  sind  diese  ktlrzer  als  der  centrale  ll^ linder,  jeiloch 
lünger  als  die  Gipsform.  Dieser  relii(i\('  l  nteischied  aber  erhalt  sich, 
nachdem  bei  IMasmolyse  die  Epidermis  etwas  kurzer  als  die  Gipsform, 
der  Inuencylinder  aber  etwas  länger  als  diese  geworden  ist.  Erst 
dieses  Verhalten  nach  Aufheben  der  Turgordehnung  ist  entscheidend, 
da,  wie  Jedermann  weiss,  bei  Vereinigung  zweier  ungleich  elastischer 
Massen  (so  auch  von  Eisen  und  Kautschuck)  die  Spannung  bei  Deh- 
nung ihren  Sinn  sogar  umkehren  kann.  So  konnte  auch  in  dem 
Gipsverband  die  negative  Spannung  der  Epidermis  fehlen,  sich  aber 
mit  dem  VerlHogem  der  Stengel  nach  dem  Isoliren  einstellen. 

Ob  Gleiches  für  die  Lüngsspannung  von  Stengelorganen  allge- 
meinere Giitigkeit  hat,  muss  dahin  gestellt  bleiben.  Ueber  Quer- 
spannung habe  ich  keine  Versuche  angestellt.  Nach  den  Erfahrungen 
von  Krabbe  (1.  c.)  dürfte  die  Rinde  bei  mechanischer  Hemmung  des 
Dickenwachsthums  negativ  gespannt  bleiben,  wenn  auch  nicht  gerade 
erwiesen  ist,  dass  diese  negative  Spannung  wahrend  der  Wirkung 
der  mechanischen  Widerlage  bestand. 

Die  negative  Spannung  eines  Gew  ebes  fordert  noth  w  endig  eine  äqui- 
valente mechanische.\ii»eiilei>ltingdes  positiv  ges[)annlen Gewebes,  eine 
l.eisliuig.  deren  ZuslandekouuncMi  als  eine  Keacliuu  gegen  eine  {lus.sere 
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Widerlagf  nach  denselben  Gesichtspunkten  zu  hi'iirthcilen  ist.  wie 
etwa  die  lintslehung  der  negativen  S()annung  des  Kautschuck-sr  lilauches 
durch  die  Aussenicistung  der  umschlossenen  Wurzel.  Auch  ist  be- 
kaoat,  dass  in  (1(t  Gewebespannung  positive  und  negative  Inlensitttts- 
werthc  voo  ö — 7  Atmosphären  erreicht  werdeo*). 

Der  Antagonismus  von  Geweben  veranlasst  also,  analog  wio 
äussere  Widerstünde,  in  den  positiv  gespannten  Geweben  eine  regu- 
latorische Entwicklung  von  Aussenenergie,  welche  als  Debnkrafl 
auf  die  negativ  gespannten.  Geweben  wirkt.  Doch  ist  nicht  zu 
vergessen,  dass  ein  in  entsprechender  Weise  regulatorisch  geleitetes 
Wachsen  Voraussetzung  Ist,  dass  also  die  Gewebespaonangeo  nur 
secundftre  Erfolge,  nicht  die  primttren  Ursachen  des  Wachsens 
sind.  Das  Wachsthura  wird  in  den  lu  einem  organischen  Ganzen 
vereinigten  Geweben  ra  erster  Linie  durch  die  in  aller  ThiUigkoit 
sich  aussprechende  gegenseitige  regulatorischo  Beeinflussung,  in  der 
Ali  gelenkt,  dass  die  ürzieltcn  Diflerenzen  und  Anltii:()iii>nu  ii  seihst 
wieder,  wie  nolhwendig,  den  Anstoss  fUr  eine  selbslregulatorische 
Thaiigkeit  abgeben. 

In  dem  Antagonismus  poMliv  und  negativ  gespannter  (icwebe 
fallen  also  noch  andere  Momente  ins  (icwicht,  als  hei  dem  Antago- 
nismus zwischen  Kautschuckschlaucli  und  Wur/.el.  Man  darf  deshalb 
auch  nicht  fordern,  dass  da  wo  die  Befähigung  zu  einer  Turgor- 
sohwellung  gegeben  ist,  die  positiv  gespannten  Zellen  einen  höheren 
Targor  als  die  negativ  gespannten  besitzen  mlls.sen.  Thalsachlich  trifil 
solches  nicht  allgemein  im  Keimstengel  von  Faha  zu,  wenn  auch 
möglicherweise  die  negative  Spannung  der  Epidermis  fttr  die  etwas 
geringere  Turgorkraft  in  der  Epidermis  mit  verantwortlich  sein  mag. 

1).  Anderweitige  Beobaclitungen. 

Schon  früher  (p.  355)  wurde  hervoi^gehoben,  dass  sich  in  den 
unigipsten  Keimstengeln  auch  anderweitige  ahnliche  Reactionen  ein- 
stellen wie  in  den  Wurzeln.  So  wird  in  ungeftthr  gleichem  Maasse 
wie  in  den  Wurzeln  die  wachthumsfllhigß  Zone  verkflrzt.  dem 
Epicotyl  von  Vicia  &bä  war  die  Lttnge  des  waehsthumsHlhigen 


I)  Vgl.  PfBFFEa,  l'iiysiologte  lid.  U,  p.  35. 
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SpilziMUlu'ik's  nacli  3-  Iiis  .'iiiigigeiu  iMuyijJscn  \uü  30 — 40  mm  auf 
15 — iO  iiiiu  /urückiji'gaui^iin.  Achnliche  Veihülliiissc  cigalicu  sich 
für  das  Kpicolyl  von  Phaseolus  mulliflorus,  hoytiq  für  das  ily|)ocolyl 
voa  Heliantlius  annuiis. 

Im  Frincip  geslalten  sich  in  Folge  der  WaclKslhumsliümnmng  auch 
die  anntornischea  YerhUllnisse  ID  den  Keimsleogcln  Uhiiiich  wie  in  den 
Wunela,  doch  war  in  den  von  mir  untersuchten  Keinisleni,'elQ  das 
Vorrttcken  der  Gefilssbttndel  gegen  den  Vegetationspunkt  nicht  so  auf- 
nilig  als  in  den  Wurzeln.  Ich  darf  indesB  aus  den  schon  (p.  355) 
angegebenen  Grttnden  ein  weiteres  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand 
hier  unterlassen. 

Der  Allgemeinheit  und  Nothweodigkeit  anderweitiger  und  corre- 
lativer  Reactionen  in  Folge  des  Eingipsens  wurde  bereits  gedacht 
(p.  357)  und  speciell  wurde  schon  hervorgehoben,  dass  die  so  er- 
zielte Wachsthumshemmung  auf  das  Austreiben  von  Ruheknospen 
ähnlich  wirkt  wie  ein  Decapitiren  der  Sprosse.  Hier  schliesst  sich 
u.  a.  die  interessante  Frage  an,  in  wie  weit  mit  gehemmtem  Wachs- 
lliiiiii  nurmal  abstcrbeiule  Elcmentarorganc  functionstUchlig  verharren, 
(  ine  Kra.^e,  die  z.  H.  auch  für  die  Bäume  in  Betracht  kommt,  in 
vvelclicn  mit  tler  üulerdi  ückuug  des  Jahreszuwaclises  der  letzlgebildelc 
Jahresring  lu ithwendig  lUnger  riinclionstUchlig  bloibon  muss,  wenn 
der  Baum  nicht  IVühzeitig  ahstcrbon  soll. 

Jedenfalls  sind  in  Bezug  auf  die  Heaction  gegen  die  VVachsthums- 
hemmungen  noch  mancherlei  interessante  Fragen  zu  bcaniwoiten. 
So  viel  ist  aber  gewiss,  dass  allgemein  eine  specifisch  verschiedene 
DruckintensilUt  von  jeder  wachsenden  Pflanze  gegen  eine  unverrück- 
bare Widerlage  entwickelt  wird.  Die  absolute  Druckhühe  hangt 
selbstverstllndlich  von  der  Grtfsse  der  wirksamen  Flüche  ab  und  kann 
mit  dieser  ungeheure  Werthe  erreichen  (vgl.  p.281).  Bei  einer  Aussen- 
cnergie  von  10  Atmosphllren  wttrde  z.  B.  das  Stdck  eines  Baumes 
von  50  cm  Durchmesser  und  200  cm  Uinge  einen  Gesammtdruck 
von  ungefähr  100000  kg  entwickeln.  Bs  ist  also  auch  nicht 
wunderbar,  dass  in  Versuchen  Clahk's  die  wachsende  grosse  Frucht 
von  Cucurbita  maxima  ein  Gewicht  von  4000  Pfund  zu  heben  ver- 
mochte.   Denn,  wie  schon  der  Referent  dieser  kritiklosen  Arbeit*) 


Ij  l  loru  1875,  p.  äG7.  —  Mir  ist  uur  dieses  Kefcrat  bckauut. 
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hervorhebt,  bedarf  es  tla<cu  bei  der  imilliuiassbchen  Gio-ssc  de»  wirk- 
samen SlUckos  wahräclieialich  our  einer  DnickinteDsilät  von  i  Aliuo- 
spiicue. 

Es  ist  hier  nicht  Absicht  nüher,  oder  auch  nur  so  weit  als  (\s 
für  die  Wunccl  geschah,  darzulegen,  wie  die  jiütenlielle  Hnergic  iui 
Vereine  mit  den  Eigenschaften  der  Organe  im  Dienste  der  Pflanze 
zur  Erreichung  bestimmter  Ziele  in  Verwendung  liommt.  Dabei  sind 
ttbrigens  sehr  httufig  in  dei  Pdanze  selbst  die  Bedingungen  fiir  Auf- 
wand VOD  Aussenencrgic  in  bestinunten  Organen  oder  Geweben  ge- 
geben, so  z.  B.  in  der  Gewebespannvng  und  in  der  Hebung  der 
eigenen  Last,  wovon  noch  gelegenllicb  bei  Besprechung  der  geotro- 
pischen  Enei|;ie  der  Grasknoten  die  Rede  sein  wird.  Hierher  stthlen 
femer  u.  a.  die  Sprengung  der  Samenschale  oder  das  Durchbrechen 
der  Knospen,  ein  Vorgang,  in  welchem  das  beschcflnkte  Blitwachsen 
der  Knospenschuppeo  zugleich  ein  Beispiel  correlativen  Zusammen- 
wirkens ist 

Zur  richtigen  Benrtheilung  des  Verhaltens  der  Rbizome,  der  aus 
dem  Boden  hervorbrechenden  Triebe  u.  s.  w.  muss,  ebenso  wie  bei 

der  Wurzel,  noth wendig  nicht  nur  die  mechanische,  sondern  auch 
die  biologische  Seite  berücksichtigt  werden.  Die  für  das  Vordringen 
und  llcrvorbreclicii  ausreichende  Energie  wird  durch  das  Fortwachsen 
in  einem  hartem  Hoden  docuiiienürt  und  nicht  selten  sieht  man  eine 
ganze  Erdscholle  durch  einen  Spross  abgerissen  und  geiiobcn. 

Für  solches  Durchbreclien  erscheint  mechanisch  die  Spitzen lorm 
am  vorlheilhaftesten,  welche  z.  B.  die  im  Boden  fortwachseudun 
Knospen,  sowie  Crocns.  Ilyacinlhcn,  Gramineen  u.  s.  w.  beim  Hervor- 
treten aus  dem  Boden  bieten.  Die  Härte  der  schon  ziemlich  oder 
ganz  ausgewachsenen  Blattspitzen,  sowie  die  verhältnissmassig  massive 
und  nicht  so  leicht  ausblende  GonstrucUon  sind  hierbei  von  Vor- 
theil fitr  das  Durchbrechen. 

Wenn  sich  aber  bei  den  meisten  Keimpflanzen  ein  bogenförmig 
gekrümmtes  Stcngelstttck  (Hypocotyl  oder  Epicotyl)  durch  den  Boden 
drangt'),  so  müssen  hier  biologische  Motive  berttcksichtigt  werden, 
die  z.  B.  m  Schutzerzielung  oder  in  der  Aufgabe  das  Endosperm 
auszusaugen,  gegeben  sind.    Denn  im  Allgemeinen  wird  sich  bei 


1}  Nälieres  in  den  Schrirten  von  DAawi>,  UikBEHLA.NOT,  Klebs  u.  a. 
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solcher  Bogenforni  ein  ungllnsti!j;orcs  VcMliöllniss  zwischen  dem  Wklor- 
sUmd  und  der  tnMbendcn  Eiicii^ic  (res)>.  dun  wiikbiiincn  Quer- 
sclmillcm)  ergeben,  s(;lb.sl  wenn,  wie  g(;wülinlicli ,  wUhrend  <ler 
Arbeil  des  nurchbrecliens  der  Spil/entlieil  noch  im  Samen  i;esUil/,l 
ist.  Damil  kunnnen  eben  /.wei  wachsende  Säulen  für  das  Ibiiauslrei- 
ben  des  BogenslUckes  in  Betracht  oder  riclitiger  in  dem  sich  ver- 
grössernden  Ringe  ist  die  von  jedem  l'iinkt  nach  aussen  wirkende 
Kraft  beslimml,  wenn  die  der  Achse  parallel  wirkende  Kraft  und 
der  Kriimn)ungsradiiis  bekannt  sind.  Doch  wächst  eben  auch  mit 
der  Fläche  des  üogens.  selbst  wenn  diese  dachig  zugeschärft  ist, 
die  Widerstand  bielende  Fläche  in  solchem  Grade,  daag  die  Summe 
der  aufzuwendenden  Arijeit  znmeiat  wohl  mehr  als  das  zweifache 
deijenigen  Energiemenge  ist,  weldie  auf  das  Duitsbpressen  einer  ein- 
zelnen Spitze  aufzuwenden  sein  wurde.  Eine  weitere  Arbeit  ist  fUr 
das  Herausziehen  der  Samenlappen  aufzuwenden,  wobei  unter  Üoi- 
stHnden  von  Bedeutung  die  Festigkeit  des  basalen  Stockes  dos  Keim- 
Stengels  sein  kann,  welches  z.  B.  bei  Ricinus  ansehnlich  verdickt  ist. 

Schon  bei  Besprechung  der  Arbeitsweise  der  Wurzeln  wurde 
dai^ethan,  wie  Hebelwirkungen  von  Bedeutung  bei  Bahnung  des 
Wegs  werden  können.  Gelegentlich  mag  auch  wohl  das  Princip  des 
Knielu^bels  einmal  zur  Geltung  kommen,  unt  unter  enlsj)rech(Mul(*i 
Verkürzung  der  Wegstrecke  tnne  hohe  Kniftwirkung  an  einem  Punkte 
aus/uUben.  In  ziciiilicli  reiii(>r  Koi m  winde  «Km- so  idjeraus  en<M"i;isch 
wirkungslaiiige  Kniehebel,  der  bekamilln  h  in  der  Wirkungsweise  des 
Knies  realisirt  ist,  unter  folgender  Annahme  durch  einen  Grashalm 
zur  Wirkung  kommen. 

Es  sei  der  ini  Knoten  etwas  gekrümmte  Grashalm  mit  dem 
einen  Schenkel  so  auf  eine  Platte  befestigt,  dass  der  Ualm  wie  ein 
aufgerichtetes  Dreieck  auf  der  Platte  steht.  Strebt  dann,  z.  B.  durch 
geotropische  Wirkung,  der  Halm  nach  Geradestreckung,  so  wird  der 
andere  starre  Arm  gleitend  fortgeschoben  und  wirkt,  anah)g  wie 
ein  Kniehebel,  mit  grosser  Energie  gegen  eine  sich  entgegenstellende 
Widerlage.  Es  geschieht  im  Princip  dasselbe,  wenn  das  gebeugte 
Knie  des  Menschen  die  Ktfrperlast  hebt,  während  der  Erdboden  dem 
anderen  Schenkel  die  Widerlagc  gewtthrt. 

Bis  zu  einem  gewissen  Grade  können  auch  wohl  Wurzel  und  Stengel 
nach  obigem  Princip  wiriksam  wwiien,  wenn  die  nOthigen  Bedingungen 
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realisirl  sind.  Dabei  fst  aoeh  sniüssig,  dass  «wei  vereinigte  Scbenkol 
gegen  einen  Punkl  wirken,  so  dass  auf  iliost?  Weise  eventuell  der  go- 
kriiiumtc  Slcngellhcil  eine>  Keimlings  beim  Diiiclibrueli  (lurch  die 
Krdc  an  Energie  gewinnen  kann,  wenn  beiile  Schenkel  nach  An- 
nldierunij;  streben.  Man  liiUe  sich  librij^ens  die  HebcKvirkuni;  in 
ilieseni  Kalle  zu  überschauen  und  vcrj^esse  nicht,  dass  Starrheit  der 
Schenkel,  resp.  die  Verhinderung  der  Auübiegun;^  derselben  eine 
UDerlässliche  Voraussetzung  fllr  sehr  iDtcnsivo  Druckleisluugca  ist. 


X.  Algen. 

Mau  auch  mit  Hille  veründerler  Methoden  die  He>timmuni;  der 
l)ruckh'i>luiiii;  kleinerer  Objerli'  niöijlich  sein,  so  habe  ich  mieh  ihjch 
derzeit  darauf  beschrünkt,  in  einiyeu  Algen  den  hjnlluss  dc^  i;iiii;i|»>ens 
auf  die  Turgorenert;ie  und  auf  das  Wachslhuni  iler  Zcllhaut  zu  con- 
Iroliren.  Zu  diesen  Untersuchungen  dienten  Spirugyra  crassa  Kg., 
S[).  bellis  Petit  und  scliforiuls  (Botli)  *},  sowie  Ghara  fragüis  und  eine 
unbestimmte  Nilella. 

Des  Eingipsens  und  der  Erhallung  des  Lebens  dieser  Pflanzen 
bei  passender  Gullurmethode  ist  schon  frttlier  gedacht  (p.  240).  Ich 
fand  in  der  Thai  Ghara  und  Nilella  noch  vollständig  lebendig  und 
wachsthuinsf^hig,  oachdem  die  Spitzenlheile  von  Anfang  Mai  bis 
Anfang  August  im  Gipsverband  verweilt  hatten.  Auch  von  Spirogyra 
crassa  und  bellis  waren  einzelne  der  isolirt  im  Gips  liegenden  Fttdon 
nach  zwei  Monaten  noch  vollstflndig  lebend  und  im  Stande,  nach  dem 
Befreien  ihr  Wachsen  wieder  aufzunehmen  (p.  356).  Ja  Spirogyra 
crassa  hatte  sich  in  dieser  Zwangslage  besser  erhalten  als  in  Wasser, 
in  welchem  sie  inzwischen  copulirl  halle  und  dann  zu  Grunde  ge- 
gangen war. 

In  allen  diesen  l'llanzen  l)csvirkl  das  Eingipsen  keine  merkliche 
Turgorstei^erung.  Dieses  ist  besonders  scliarf  lur  Sjmdg\  t,i  zu  con- 
slatiren.  da  bei  ilieser  die  pla>iiiul\ Iim  Iich  Weillie  tiir  ZelUiu  ilessel- 
ben  Fadens  oKeis  mir  um  0.1  l'idc.  Sal|)eter  untereinander  ver- 
schieden sind  und  ganz  dieiicibea  Werlhe  auch  nach  dem  Eingipsen 


1)  Diese  fiesliminuDgen  verdiinkc  ich  llurru  I'.  Uiciiteu  ia  Leipzig. 
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forlbcslclien.  Zu  solcheiu  Vergleicho  zorsclmill  icli  einea  Faden  in 
ilrci  Stücke,  von  welchen  Nr.  I  frei,  lu  hcn  dem  einyeyipslen  Sluck 
Nr.  2,  in  demselben  Wasser  j^ohalleii  unil  isdiliesslich  (also  nach  ge- 
wissem Wachsthum)  li/-eitii;  niilNr.  2auf  denTurgorwerth  untersucht 
wurde,  der  für  Nr.  3  zu  Hc|j;inn  des  Versuches  festgestellt  worden 
war.  Mochte  nun  der  Aulenlhalt  im  Gips  2,  4,  8  oder  20  Tage 
gedauert  haben,  stets  ergab  .sich  derselbe  plasmolytische  Werth  für 
alle  drei  Stücke,  der  durchschnittlich  bei  Spirogyra  crassa  1,7  i*roc., 
bei  Sp.  bellis  2,2  Proc.  Kalisalpeter,  bei  Sp.  fietiformis  12  Proc.  Rohr- 
zucker betrug. 

Die  Bestimmung  dieses  Greuzwerthes  gelang  bei  dffli  genannteD 
Arten  ganz  gut,  wenn  sie  auch  durch  die  Plasmolyse  bald,  jedoch 
weniger  als  manche  andere  Arten  von  Spirogyra,  geschlidigt  wurden. 
Empfindlicher  und  weniger  geeignet  fttr  solche  Versuche  sind  Ohara 
und  Nitella,  bei  welchen  ich  es  vortheilhaflt  fand  Rohrzucker  anzu- 
wenden. Als  Markstein  ist  dann  ziemlich  gut  die  an  verechiedencn 
SteDen  einer  Zelle  beginnende  Abhebung  und  Einbuchtung  des  Proto- 
plasmakörpers zu  benutzen.  In  dieser  Weise  wurden  bei  Qiara 
fragilis  Bllitler  und  Berindungszollen,  bei  Nitella  spec.  Blatter  und 
Inlernudialzeilen  beobachtet.  Dabei  ergab  sich,  dass  /.ii  hr^iuiu  ii- 
der  Plasmolyse  11  bis  13  Proc.  Rohrzucker  nölhig  waieu  und  dass 
diese  Schwankungen  in  gleicher  Weise  in  glcichwerlhigen  und 
gleicliallerigen  Tiioilcn  (Mner  Pflanze  vorkameii.  Ebensolche  Ver- 
hältnisse wurden  dann  nach  3-,  8-  und  20lagigeni  Kingi[)sen  sowohl 
in  (]hara,  wie  in  Nitella  gefunden.  —  Nach  einer  mehr  beiUiußgen 
Beobachtung  schien  auch  in  einer  Cladophora  sp.  das  Eingipsen  keine 
Turgorsleigcrung  erzielt  zu  haben. 

Bei  fehlender  Tuigorsteigerung  muss  ftir  Erzielung  der  thalsSIch- 
lichen  Aussenleistung  Hautenlspannung  noihwendig  mitwirken.  Fttr 
den  Nachweis  dieses  entspannenden  Hautzuwacbses  sind  unsere  Ob- 
jecto allerdings  schon  deshalb  nicht  gunstig,  weil  sich  bei  Aufhebung 
des  Turgors  Spirogyra  crassa  circa  um  2  Proc,  Ghara  und  Nitella 
etwa  um  3 — 4  Proc.  verkürzen,  doch  gelang  es  immerhin  dieses 
Ilautwachsthum  im  Gipsverband  in  zureichender  Weise  nachzuweisen. 

An  Spirogyra  crassa  wurden  in  einem  Faden  5 -'S  Zellen 
mikrometrisch  vor  und  nach  6tiigigem  Eingipsen  gemessen.  In 
Theilslrichen  (ä  0,013  mm}  ergab  sich  dabei  für  zwei  Fttlle  a  und  b 
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Vur  EingipMo:     Nach  Ent(;i[)boa;     Nach  Plasinolyse  mii  3  Proc.  Salpeiw: 
a       05,5  97,0  95,0 

6     10M  105,5  403,5 

Das  entgipste  lurgescento  FadenstOek  ist  aho  langer  gewordeo 
und  wenn  dasselbe  bei  Piasiuolyso  ungcrähr  auf  die  vor  dem  Ein- 

i^M^)^eIl  gemessene  l.iiiigo  y.urUckgclit,  so  ist  nicht  zu  vergessen,  dass 
der  l'aden  vor  dein  Aulrntlialt  im  Gipsverband  durch  Autiieliung  des 
Turgors  ebenluUs  um  etwa  2  Proc.  verkUi*zl  worden  vvUre. 

Chara  wurde  behufs  der  Messung  auf  einen  (ilasmaassstab  ge- 
legt und  unter  Hennt/im-  von  l)estimmten  Stipularzellen  als  Marke 
konnte,  unter  Zuhilfenahme  mikroskopischer  Ablesung,  der  Messungs- 
feliler  unter  0,1  mm  horabged rückt  werden.  Von  den  vier  Überein- 
stimmenden Veräuchcn  Ibeile  ich  hier  für  einen  die  Maassc  mil, 
weiche  an  dem  der  Knospe  Dttchslen  (a)  und  an  dem  darauf  folgen- 
den Internodium  (6)  i>eslimmt  wurden.  Sie  zeigen,  dass  während 
des  5tagigea  Aufenlhalts  im  Gips  die  Wandung  einen  merklichen 
Zuwachs  erfahren  hatte.  Freie  Inlemodien  tthnlicher  GrOsse  halten 
in  dieser  Zeit  ihre  Lange  fast  verdoppelt. 

Vor  Elo^pasn:     Nach  Eatglpaen:     Nach  Binlattohan  in  beisaas  Waaiar: 

d     4,8  nun  5,0  mm  4,8  mm 

6    42,3  -  12,6  -  42,2  - 

Bei  voller  Entspannung,  die  nach  den  obigen  Versuchen  erreicht 
m  werden  scheint,  würden  unsere  Pflanzen  anmühlicli  die  volle  Tur- 
gorcnergic  gegen  den  Uusseron  VVideräland  wenden,  also  für  ein 
plasmolytisches  Aequivalenl  von  2  Proc.  Salpeter  einen  Druck  von 
ungeftdir  7,2  Atmosphären  entwickeln.  Das  durfte  also  ausreichend 
sein,  um  zur  Besiegung  der  Hindemisse  zu  fahren,  welche  diesen 
Pflanzen  in  der  Natur  der  Regel  nach  in  nicht  zu  hohem  Grade 
entgegentreten.  Spirogyra  ist  ttbrigens  ganstiger  gestellt,  als  Chara, 
deren  grosse  Knospe  relativ  ansehnlichen  Widerstand  bedmgt.  In 
wie  weit  bei  Spirogyra  der  geringe  Durchmesser  und  die  damit  ver* 
knüpfte  verhaitnissmassig  ansehnliche  Reibung  bei  Durchwanderung 
eines  widerstehenden  Mediums  ins  Gewicht  fiillt,  bleibt  hier  unerOrterl 
(vgl.  p.  278). 

Nach  einigen  Versuchen  scheinen  allerdings  Spirogyra  crassa 
und  bellis  nicht  im  blande  den  Widerstund  eines  Thones  zu  besiegen, 


388  W.  PFErm,  [i56 

(hirrh  wclrhcn  die  Wurzeln  von  Faha  loichl  ihren  Wog  finden.  Id 
Hkmi,  der  tlicscii  Wurzeln  SO  g  resp.  iO  g  Wider>l;ind  cnlgcgonfielzlc 
(().  324),  wurden  radenstiickc  von  Spirogyra  so  gchiaclil,  dass  sie 
dem  aufg(ulr(l(  lv((Mi  Dcckiilas  angepressl  und  also  dem  Lichte  und 
der  mikromelrischen  .M('>.suni^  zui;'inglich  waren.  Hoi  Aufenthalt  im 
dampfgesUttigtem  Haum  halten  nach  1 2  Tagen  die  F<iden  in  dem 
weicheren  Thon  25  I*roc.  an  I.Kiige  gewonnen,  wölnend  in  dem 
härteren  Thon  kein  Zuwachs  an  den  lübcnden  und  nach  dem  BefreieD 
wacbslbumsffthigen  Fttden  eiogolrelen  war. 


XL  Versuche  mit  Gnwknoten. 
A.  Allgemeines. 

Triffl  eine  angestrebte  KrttmmuDg  auf  eioea  WiderBtaad,  so 
kommt  es  sti  einer  erheblichen  mechanischen  Aussenleistung  nur 
(hmn,  wenn  das  Ansbiegen  genügend  vermieden  ist.  Deshalb  Üben 
die  sich  geotropisch  krinumenden  Wurzeln  einen  nur  geringen  Druck 
aus  fp.  363),  während  die  biegungsfestoren  Stengel  schon  dun  Ii  (he 
ilehung  der  eigenen  Last  die  Uofähigung  zu  hüiierer  mechanischer 
Arbeitsleistung  demonstrireu. 

Wie  hoch  aber  bei  voller  Vermeidung  der  Ausbiegung  die  Aussen- 
energie  zu  steigen  vermag,  habe  ich  nur  für  die  geotropische  Krümmung 
der  Grasknolen  sludirt,  welche  in  der  Thal  besondern  Yorlheil  gewähren. 
Denn  indem  die  geotropische  Heizung  nur  das  zur  Krümmung  nolbwen- 
dige  Wachsen  veranlasst,  schliesst  sich  diese  Mechanik  enger  an  die 
Variationsbewegung  ausgewachsener  Gelenke  an.  In  anderen  Pflansen 
dagegen  schreitet  das  Lllngeowachsthum  wllhread  und  nach  der  Krttro- 
mung  fort  und  wenn  man  auch  durch  geeignete  Anbringung  eines 
Gipsverbandes  die  Ausführung  der  Krtlromung  auf  eine  kurze  Strecke 
einschrtnken  könnte,  v^rde  diese  doch  weiterhin  so  lange  an  Lange  zu- 
nehmen, bis  sie  ausgewachsen  isL  Wurde  man  aber  zwm  aneinander- 
stossende  Gipshttllen  einseitig  durch  ein  Gelenk  verbinden,  so  wSre 
eine  nach  der  Verbindungsstelle  concave  Krümmung  die  nothwendige 
Folge  des  nach  Möglichkeit  fortschreitenden  Lllngenwachsthoms  und 


Digitized  by  Google 


151] 


Dmck-  vnd  AuBiTSLBiiTima  omat  wacbbbndb  Pfunzbh. 


389 


bei  Hemiiiung  dieser  Krüimming  würde  die  entsprechend  umgesetzte 
Energie  des  Lüngenvvaclisllninis  zur  Wirkung  kommen.  Diircli  solche 
Kinengung  der  acliven  Strecke  kann  also  bei  fortwachsenden  Plliin/rn 
z.  B.  die  Eneiigie  dor  geolropischen  KrUmmuDg^kiafl  oiclit  ermiUell 
werden. 

Diese  Bemerkungen  soUtea  einerseits 
den  Yortbeil  der  nur  zum  Krtlmmungs- 
zweck  wachsenden  Grasknoten  hervorheben 
und  zugleich  daran  erinnern,  dass  jede 
entsprechende  angleiche  Venheilung  des 
Wachsens  zur  Krümmung  führen  muss, 
gleichviel  ob  diese  Differenz  durch  ein- 
seitige mechanische  Hemmung  oder  durch 
aciive  Thaiigkeit  der  Pflanze  herbeige- 
führt wird.  Fflr  die  mechanische  Leistung 
ist  wieder  nur  die  reale  Existenz  eines  KrUra- 
mungsslrebens  entscheidend  und  dvv  gcolro- 
pische  Kelz  vertung  also  allein  durch  das  aus- 
gelöste NVacliseii  Aussenleistungen  zu  ver- 
anlassen.  Doch  ist  es  erlaubt  ebensowohl 
von  geolropischer  Aussenleislung,  wie  von 
gcotro|>iächer  Krümmung  zu  reden,  da  beide 
nur  die  sichtbar  werdenden  Erfolge  der  He- 
acUon  sind. 

Zur  Ermittlung  der  mecbaQischen  Aus- 
senleistungen dienten  abgeschnittene  Gras- 
halme, welche  nach  einem  Gontrolvm^uch 
an  LeistungsfUiigkeit  nichts  einbttssen.  Der 
Halm  wurde,  wie  es  Fig.  10  in  natürlicher 
Grosse  zeigt,  bis  an  den  Knoten  mittelst 
Gips  (a)  in  das  Glasrohr  (b)  eingesetzt,  das 
jeine  Füllung  von  feuchten  Sagespanen  er- 
hielt. Der  andere  Halmschenkel  wurde 
durch  Eingipsen  in  das  Giasrührchen  (r) 
fixirt.  Dieses  trug  die  Mclallschlinf?e  ((/), 
welche  nullelsl  eines  steilen  Drahtes  mit  dcui  l)s naiiioincler  verbunden 
wurde.  Als  sülches  diente  iheilvveise  die  Druckfeder,  nachdeui  an  Steile 


Fig.  10.  Nalürl.  Grüsse. 
Dm  Hohr  b  iit  abgekttnt 
zneiehMt. 
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der  Glasplatle  [c]  (Fig.  3  p.  i51)  ein  lUikclinn  angebraclit  war,  theil- 
vvoisp  ein  Hobeldynanionicler'),  das  16  fach  vergrösserle.  Durch 
Beobarhlting  der  Zeigorspitze  dps  lelzlcren  mit  dem  Mosscnikroskop 
lieferte  dieses  die  gleiche,  ansreichendo  Genauigkeit  wie  die  Druck- 
feder, wahrend  die  Hahne,  bis  zur  Erreichung  des  nölhigen  Gegen- 
druckes, nur  eine  geriage,  zu  vernacblflssigeDde  KrUiumuDg  aas- 
fahrten. 

In  den  uns  hier  beschttfUgenden  (nashalmcn  wird  bekanntlich 
die  geotropische  Au^vflrUkiHmmung  allein  in  den  Knoleo  aoi^fillul 
Diese  bewahren,  nachdeni  sie  in  normaler  Verticalslellnng  ansfgt- 
wachsen  sind,  die  Ftthigkeil,  durch  den  geolropischen  Reiz  das  zor 
Krammong  führende  Wachsen  aufieunehmen,  eine  Ffthigkeit,  die  erst 
im  höheren  Alter  erlischt  und  die  auch  nur  eine  begrenzte  Ver- 
längerung, also  nicht  eine  Öftere  Wiederholung  der  geotropischen 
Krümmung  gestattet^. 

Geotropiscb  acUv  ist  aber  nur  der  der 
Blattscheide  angeliOrende  Theil  des  Knotens, 
sagen  wir  kurz  der  Blallknolen  (6  in  Fig.  II'. 
Der  um.srhlossene  Stengeltheil  (//)  verhüll 
sich  rein  [las^iv.  So  lange  er  noch  jugend- 
lich und  sehr  vva(  li>lliumth9tig  ist,  setzt 
derselbe  keinen  iit'nnciiswerlhen  Wider- 
stand entgegen,  ailniiihlich  aber  nimmt  letz- 
terer zu,  und  kann  mit  dem  Alter  so  weil 
gehen,  dass  er  die  Ausführung  der  ange- 
strebten Krümmung  des  Blaltkuotcns  nahc- 

Pig.n.  Medianer Uog»-  verhindert.    Dem  entsprechend  erfolgt 

MliniU  durdi  d«D  Matl»        .   .      „    -  .       «.  . 

kBoteD  vooTriticum  sp«ite.     o^im  Entfernen  des  Blattknolens  emes 
vargr.  Bfaeb.  jugendlichen  g^tropisch  gekranun- 

len  Knotens  ein  erhebliches  Zurückschnellen  des  passiv  gebeugten 
Stengeltheils.  Im  Einklang  hiermit  reagiren  die  iaolirlen  Stengeitheile 
nicht  geotropiscb  und  in  der  Jugend  sind  sie  so  weich  und  plastisch, 
dass  sie  unter  der  eigenen  Last  sich  herabsenken.  Dangen  bewah- 
ren die  Blatlknolen,  nach  Entfernung  des  Stengels,  ihre  volle  Activitfll, 


t)  AhgebilJcl  in  Pfeffk»,  Periodisclie  Bewogun^^c^n  1875,  p.  9. 

l)  Sachs,  Arbeiten  d.  bot.  Imtituts  in  Würzburg  Bd.  I,  p.  S05. 
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gleichviel  ob  sie  bei  dieser  EnU'enuing  iulact  blieben  oder  in  zwei 
oder  niehrero  Hüiflcn  gespalten  wurden'). 

Auf  den  besonderen  biegungsfeston  und  wachslhumsrcihigen  Bau 
dieses  Blallknotens  müssen  wir  späterhin  noch  in  etwas  eingeiien. 
Hier  sei  nur  erwähnt,  dass  in  dem  Blatlknolen  und  in  der  anscliliessen- 
dOD  nur  biegungsfest  construirten  Blattscheide-)  der  intercalar  wach- 
8Mide  Halm  eine  volle  Widerlage  findet.  Derselbe  befindet  sicli  also  in 
einer  analogen  Lage,  wie  der  in  einem  Gipsrohr  gleitende  Spitzen- 
theil  der  Wmrol,  dessen  Plasticitttt  er  theilt.  Wie  die  Wurzel  ver- 
mag aber  auch  der  Stengeltheü,  bei  solcher  ein  Audnegon  verhin- 
dernden Widerlage,  hohe  Anssenenergie  zu  entwickeln  und  demgemitss 
unter  Hebung  der  Last  des  Halmes  in  die  Lttnge  zu  wachsen. 

Obiges  gilt  zunächst  Air  unsere  Versucbsobjecte,  für  Triticum 
spelta;  Tr.  sativum;  Hordeum  vulgare;  Seeale  cereale;  Glyceria  specta- 
bilis  und  für  die  meisten  Grtlser.  Indess  gibt  es  auch  Abweichungen. 
So  sind  im  Knoten  von  Zea  mais^)  Halm  und  Blalttheil  geotropisch 
activ  und  bei  der  massigen  Dicke  des  Blatttheils  ist  ein  solches  Zu- 
saunnenwiiken  nöthig,  um  die  hier  in  Belraclil  kouimenden  hohen 
Lasten  zu  überwinden.  Ferner  ist  bei  Mais  das  ganze  junge 
Internodium  mitsammt  der  BUittsciieide  merklich  geotropisch,  ein  Ver- 
halten, das  in  Andeutungen  bei  manchen  anderen  Gräsern  gefunden 
wird.  Die  Wachsthumsrichtung  z.  B.  der  Rhizome  von  Trilicum 
repens  mag  noch  daran  erinnern,  dass  nicht  alle  Grasknoten  dieselben 
Eigenschaften  besitzen  müssen.  Und  für  den  Knoten  von  Trades- 
cantia  und  Polygonum  ist  umgekehrt  die  Blatischeide  der  passive, 
das  umschlossene  Stengelstack  der  aclive  Theil  ^). 

B.  DrnckleiBtiuigeii. 

Sehen  wir  zuniichst  ab  von  der  Ungleichwertlngkcit  der  (it nschc- 
coniple.xe  im  Blallknoten,  so  ist  doch  die  in  diesem  acliveu  (jcwel>e- 

Ij  Vgl.  DE  VntBs,  LandwirUiächafll.  Juhrbüclier  1880,  Bd.  IX,  p.  483. 

t)  ScHii'BKDBNBR ,  Das  mecluD.  Priacip  im  aaBtoni.  Bau  der  MOBOCotj^en 
4S7I,  p.  91. 

3)  Anatomisches  Ober  Zea  mais  bei  »b  Hary,  Ver|tle)«bende  Anatomie  IS77, 

p.  34t;  Strasbubgbb,  Bau  und  Vcrrichlung  der  Leilungsbahnen  1891,  p.  340. 

4)  Ueber  Passivität  des  Marks  u.  s.  w.,  vgl.  PpBFFsa,  Physiologie  üd.  Ii, 
p.  318. 
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ringe  enUvickeltc  Dru*  kmlensitlU  aus  den  empirischen  Driickbesliui- 
imiiii^en  lujcli  \voniu;(<r  priicis  ableitbar,  als  bei  den  in  j^erader  Kichlung 
lorlwach-seiideu  ürj^imcn. 

Wie  ich  »meiner  Zeit  in  (h'u  Periodischen  Hewegmigen  (1873, 
p,  99)  entwickelte,  ist  auch  der  KrUmmungsmechanisnius  in  den  Gras- 
kooten  einem  Wiokelhebel  zu  vergleichen,  dessen  Drobpuakt,  resp. 
neutrale  Achse,  in  unseren  Knoten  nahe  unter  der  concav  wordentlea 
Flanke  zu  Sachen  ist.  Man  denke  sich  etwa  an  Stelle  des  Bhittr 
knotens  einen  Kanlschuckcy linder  gesetzt,  der  an  der  oberen 
Seite  mit  einem  Stahlstreifchen  vericittel  ist,  das  mit  den  ent- 
sprechenden Theilen  der  den  Blattknoten  begrenzenden  Gewebe  fest 
verbunden. ist.  Der  comprimirte  Kautschuckcylinder  ist  an  die  Stelle 
des  activ  wachsenden  Blattknotens  getreten  und  entwickelt,  wie  dieser, 
eine  Summe  paralleler  Kräfte  ^gen  die  plattenfttrmige  Widerlage, 
die  den  einen  kurzen  Schenkel  des  Hebels  bildet,  dessen  langer 
Schenkel  das  gegen  den  Messapparat  wirkende  Halmstttck  vorstellt. 

Lttsst  man  an  Stelle  des  Kautscbucks  etwa  ein  cvlindrisches 
WurzelslUck  treten,  so  geht  die  Energie  im  Hebelsystem  von  die.sem 
aus.  Der  l*j  folg  einer  erzielten  KrUmniung  abti  mag  ins  Gedüchtniss 
ruCen,  dass  die  mit  dem  Abstand  von  der  neutralen  Achse  noth- 
wendigerweise  ungleiche  Grösse  des  Zuwachses  nichts  (Iber  die  Wachs- 
thumsenergie und  die  jiijtt  nüclle  Aussenenergie  in  den  bezdglichen 
Bogenslücken  aussagen  kann,  denn  Wachslhuni  und  l.eistungst'ühigkcil 
sind  in  diesem  radiär  gebauten  Wurzelslücke  symmetrisch  verlheilt. 

Die  Höhe  der  Energie,  welche  gegen  den  Halm  wirken  muss, 
um  die  durch  das  Gelenk  entwickelte  KrUmmungskraf't  zu  ii(]uilibriren, 
ist  natürlich  genau  genug  bestimmbar.  Aus  der  Länge  des  Hebel- 
armes ergibt  sich  fSsmer  das  statische  Moment  far  jeden  Knotenquer- 
schnitt. Das  von  uns  für  die  Mitte  des  Knotens  berechnete  Moment 
fallt  ttbrigens,  bei  Benutzung  eines  Ittngeren  Hebelarmes,  ftlr  andere 
Zonen  des  Knotens  nicht  sehr  verschieden  aus. 

Für  eine  exacte  Berechnung  der  Energieentwicklnng  in  dem 
activen  Knotengewebe  fehlt  die  correcte  Kenntniss  der  Lage  des 
Drehpunktes  (der  neutralen  Achse)  und  die  AngrifTsweise  der  jiarallcicn 
Krttfte,  d.  h.  die  Lage  des  Schwerpunkts. 

Ein  xienilich  sicherer  Schtuss  auf  die  Lage  der  nenlralcn  Achse 
ist  aus  den  Krümmungen  abzuleiten.    iNai-h  genauen  mikrumelri.schon 
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Mis.siingen  an  den  sich  schwach  (20 — 25")  kiiiniiiu  nilen  Knott  ii  von 
Tiilicum  spclla  uütl  Ilordcum  vulgiiio  ist  die  Verkili/.iing  der  l^oncav- 
seite,  gegenilbet'  der  Verläni^erung  der  Convexscite  gering,  so  dass 
hiernach  bei  einem  i  mm  dicken  Knoten  die  neutrale  Achse  etwa 
0,25  mm  unter  der  höchsten  Stelle  der  Convexflanke  su  suchen  ist'). 
Schwache  Krttmroongen  aber  sind  zur  Beurlheilung  dieser  Lage  jeden- 
falls fbr  unseren  Zweck  massgebender  als  stärkere  Krümmungen. 
Doch  ist  sozugeben,  dass  bei  mechanischer  Hemmung  der  angestrebten 
Bewegung  die  neutrale  Achse  eine  Verschiebung  erfahren  konnte, 
die  sie  aber  dann  wahrscheinlich  der  Goncavftanke  nur  noch  mehr 
nllhem  wUrde. 

Lassen  wir  aber  die  neutrale  Achse  mit  dem  höchsten  Punkte 
der  Goncavseite  zusammenfallen,  so  ist  damit  diejenige  Lage  des 
Drehpunktes  angenommen,  bei  welcher  eine  gegebene  Bnei^iesumme 
den  höchsten,  möglichen  Druck  gegen  den  MeKsa[)|)arat  entwickelt, 

also  umgekehrt  der  gemessene  Druck  die  geringste  Energicentwick- 
iung  im  Knoten  erfordert. 

Bei  gl*'ir|iiiias.sii:(  i-  Vlm  llu'ilimi,'  der  parallelen  KrÜfte  im  Knoleu 
fällt  der  SchwiMpunkl  dieser  in  den  Millelpiinkt  des  Knotencpier- 
.sclinitls.  \\9liriMul  er  bei  liovorzugter  [.eistiing  der  Lnlerseite  nach 
der  (lonvexllanke  rückt,  die  er  natürlich  nie  erreichen  kann,  da 
anderweitige  Gewebe  activ  betlieiliirt  sind.  Der  Schwerpunkt  nnisj; 
also  zwischen  diesen  Extremen  liegen.    Demgernttss  sind  in  der 


I)  Die  Messungen  wurden  :m  Tuscluimrkea  m  zwei  oppoairlen  Stellen  auf 

Slropken  von  etwa  0,f>  mm  .TiiH>»efiHirt  (t  Mikrometcrslricli  —  0,013  mm\  so  dass 
t)ei  der  scinv.ichi'ii  Krümmung  die  DiHeiiMiz  zwisrlion  Seluu!  und  lt()p;t'n  vornarli- 
liissigt  werücu  konnte.  So  erj^ub  z.  Ü.  in  einem  Falle  licr  4  nmi  dicke  Kuolvii  vun 
Tritleum  spalte  nach  einer  Krümmung  von  tt°  (auf  den  Winkel  der  beiden  Ilaim* 
stQoke  bexoBen),  wenn  man  den  Abstand  derMeffimarken  vor  der  Krümmung  beiderseits 
n  ISO  Mikrometerstrieli  annimmt,  tür  dieConcaTkante  einen  RQekgang  auf  9 6 Strich, 
für  die  Conv(>\kantp  eine  Verlängerung  auf  164  Stridi.  Aus  vier  weiteren  Ter- 
suchcn  ticrochni'lc  sich  in  ylcirln-i  Wi-isi»  annähernd  dio  im  VcM  «'rwülinte  Lage 
der  neutndcn  Achse.  l  ebrigeiis  eryidjeii  Messungen  von  S\i;iis  (Arbeilen  d.  bot. 
Instituts  in  Würzburg  I87S,  Bd.  I,  p.  206)  an  den  Knoten  von  Mais,  welche 
der  Mettiode  wegen  die  Genauigkeit  unserer  Yersudie  oiebt  «reichen  konnten, 
zumeist  wohl  audi  sich  auf  stSrkere  Krümmungen  bezieben,  dass  die  Verttngerung 
der  Convexseite  2,7-  bis  20mal  ansehnlicher  war  als  die  Verkürzung  der  Conciv- 
seite.  —  Ueber  rlii<  l.aL'o  der  neutralen  Achse  in  den  nicht  wachsenden  Gelenken 
vgl.  PfErfER,  Physiologie  IUI.  II,  p.  481. 

AbhaaiU.  a.  K.  S.  Q«mUmIi.  ü.  WiM*Mck.  XXXni.  j  7 
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folgenden  Tabelle  einmal  die  statischen  Momente  für  diese  Lage  unter 
der  Annahme  beu  t  linet.  das^.s  die  neutrale  Achse  mit  der  (^onvexllanke 
zusatnmentlilll.  W'ahrscheinliclierwei.se  ist  der  Sc(ivver|i(inkl  ludie  der 
Mitte  des  Knotens  /u  suchen  und  die  au(  die  Mitte  bezogenen  Werthe 
komnien  deshalb  wohl  der  Wahrheil  am  nächsten.  Wenigstens  ist 
der  gesammte  Blattknoten  acliv  und  bis  dahin  fordert  keine  Ihat- 
sache,  dass  bei  Hemmung  der  Krümmung  die  untere  Kaoleohttlfte 
in  besondeis  bevorzugter  Weise  Knergie  entwickelt. 

Thatsächlich  ei^ben  die  beiden  Hälften  eines  längsgespalleoeo 
Knoleng  gleiche  jErOmmung  und  gleiche  Energie,  doch  ist,  des  mdg- 
liehen  Einflusses  der  Separining  halber,  daraus  kein  vollgllltiger  Beweis 
zu  entnehmen.  Aus  der  nach  der  Goncavseile  abnehmenden  Zuwachs- 
grOfise  kann  aber,  wie  schon  hervorgehoben  wurde,  kein  Argoment  tat 
eine  gleichsinnige  Abstufung  der  energeUschen  Leislung  gegen  eine 
Widerlage  abgeleilei  werden.  Facttsch  mttssen  übrigens  beim  Krüm- 
men alle  Partieen  des  Blallknotens  in  einer  ihrer  Lage  entsprechenden 
Weise  activ,  d.  h.  in  correlativer  Abhängigkeit  wachsen,  da,  wie  wir 
hören  werden,  die  entwickelte  Energie  nicht  ausreicht,  um  die  GefUss- 
bttndelsträuge  passiv  zu  dehnen. 

Mit  der  mechanischen  Verhinderung  des  Kriimmens,  also  bei 
unseren  .Messungen  der  .Maximalleislung,  lallen  die  passiven  Wider- 
stünde des  umschlossenen  HalmstUckes  hinweg.  Ebenso  konunen 
die  passiven  Compressionen  der  Zellen  der  Concavilanke  nicht  zur 
Ausbildung,  die  bei  ausgeführter  Krümmung  sich  real  einstellen'). 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  >md  in  dei  Tabelle  \  II  die  in  den 
Belegen  unter  gleicher  Nummer  aufgetührten  Versuche  zusammengestellt. 
Unter  a  sieht  die  Versuchszeit,  unter  b  der  Durchmesser  des  Knotens, 
unter  c  die  Querschnitt^flache  der  Milte  des  Biatiknotens.  Columne  d 
bezeichnet  das  aus  der  Druckniessung,  in  Bezug  auf  den  Abstand 
der  .Mitte  des  HIattknotens  und  für  den  Hebelarm  von  1  mm  Lange, 
berechnete  statische  Moment.  Die  Division  dieses  durch  den  Radius 
des  Knotens  liefert  das  statische  Moment,  welches  in  der  Mitte  des 
Knotens  wirksam  sein  muss,  wenn  in  diesen  der  Schwerpunkt  der 
parallelen  Krtffle  zu  liegen  kommt  (Columne  0),  wahrend  bei  Annahme 
des  Schwerpunkts  an  der  Gonvexkante  das  unter  f  verzdchnete, 

I  i  Uehor  Cuiu{»re>.>.iuiicti  in  litilcMiken  vgl.  Pfef^kh,  Physiologie  Bü.  il, 
p.  181. 
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also  (liiich  I)ivi<;ion  von  d  durch  den  Durchmesser  crhaltonc  statische 
Moiucnl  erhalten  wird.  Der  Quotient  aus  o  und  der  Queischnills- 
fläche  (c)  kennzeichnet  die  Energie,  welche,  bei  gleichmdssiger  Ver- 
theilang  dieser,  ftar  1  qmm  QuerschnittsfUlcbe  in  dem  acttven  Blattr 
knoten  entwickelt  werden  muss,  wenn  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte 
li^t  und  der  Hebelarm  dem  Radius  entspricht.  In  k  ist  dieser  auf 
Atmosphftrendnick  ausgerechnete  Werth  aufgeführt. 

In  dem  Versuche  491  mit  Mais  ist  unter  e  die  Querschnittsflache 
des  ganzen  Knotens»  also  einschliesslich  des  umschlossenen  Hairotheils, 
verzeichnet  und  in  Bezug  auf  diesen  Querschnitt  sind  auch  die  Werthe 
in  der  Golumne  g  und  h  berechnet. 

Tabelle  VH. 


Nr. 


38 
39 


40 


«I 


4S 


VersucUa- 
dauar 


169  Std. 
94  - 


93  S(d. 


91  Std. 


87  Sld. 


Durch- 
messer d. 
Knotens 


Active 
Quer- 
schnills- 
fl«cbe 


SUilischcs 
Moment 
für  t  mm 


Slntisclies 
Moment 
f.  .1.  MiUo 
d.  Knotens 

.  « 


TrUtcwn  spelta 

I  ' 
1  l,Sqmiii    )  i:t7  ^  ,  1 037  g 

t8,0  -  I  4S86  -  I  1948  - 

Inltaiin  vulyurc 
8,Sqimu  it9i  g     4  273  ^ 


4}t  mm 
4,4  - 


nun 


5|0  ram 

Zeil  iiKiis 
<J,4  mm  l69,iqmm|iitl  tü  g    47U4  g 


Hordeum  vtügare 
l3,4qninD|  5006  g  I  tOOO  t: 


statisches 
Momeal 
rur  die 

Convox- 
kontn 

f 


818  g 
974  - 


C37  » 


1001  « 


i35S  g 


Energie  e/c 


pr.  1  tpam 
9 

in  Mm. 
h 

*4l,7g 

13,7 

169,3- 

15,7 

<ö,0 

«49,3  g 

14,4 

67,8  g 

6,6 

Wie  aus  den  Resnltaten  hervoigeht,  findet  in  den  Knoten  eine 
sehr  hohe  Kraftentwicklung  statt,  zu  der  sie  aber  auch  befähigt 

sein  müssen,  um  z.  B.  unter  HewtiUigen  des  ansehnlichen  Eigenge- 
wichts des  Halmes  dit;  geutiopische  Uebuug  eines  Uaimeä  bewirken 
zu  können  (Kap.  XI,  E:. 

Dem  entsprechend  ist  auch  die  in  den  acliven  (ieweben  ent- 
wickelte lolcnsitat  der  Energie  sehr  ansehnlich.   Wahrscheinlich  wird 
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sie  annähernd  durch  die  in  den  (Inlumnen  r/  und  h  aiii^eführlen 
Werlhc  wiedergcgebon.  Jedeulalls  kann  diese  InlensilUt  nicht  auf 
die  HiilKe  sinken,  da  dieses  die  nntiKigliche  Lage  des  SchwerpiiiikLes 
<!«•[  KrUt'le  aiil  (Um  (!on\»^xkant<'  voraussetzt.  Ja  man  darf  siclier 
erwarten,  dass  dieser  Sciivverpuukl  nicht  um  den  halben  Weg  von 
der  Mitte  gegen  die  Convexkantc  vorrllckt  uatl  selbst  wenn  dieses 
zuträfe,  wurde  die  Energie-Intensitiil  doch  nur  von  15  Atmosphären 
auf  11, Atmosphären  sinken.  Da/u  kommt,  dass  jede  Verschiebung 
des  Drehpunktes  (der  neutralen  Achse),  von  der  Concavseite  gegen 
die  jUiUe  hin  für  die  Brzielung  der  gemessenen  Leistung  eine  en^ 
sprechende  Erhöhung  der  Energie-Intensität  fordert. 

Thatsttcblich  sind  aber  die  heterogenen  Elemente  des  Blatte 
knotens  nicht  gleichwerthig  und  die  unter  Voraussetzung  der  Gleich- 
werthtgkeit  vorgenommene  Reduction  kennzeichnet  deshalb  nicht, 
wie  schon  bei  Behandlang  der  Wurzeln  (p.  276)  erörtert  wurde,  die 
Leistung  der  dnzelnen  Zellen,  welche  theilweise  sicherlich  eine 
höhere  Aussenenergie  entwickeln. 

Bs  ist  deshalb  auch  nicht  gi  >agi,  dass  in  dem  Knoten  von  Zea 
mais  geringere  Druckintensiiät  erzeugt  wird,  da  wir  den  Gesammt- 
querschnitt  der  Rechnung  zu  Grunde  legten,  wahrend  es  wohl  mög- 
lich ist,  dass  entweder  der  RIattlheil,  oder  der  Stengelllioil  des  Kno- 
tens hervorragend  in  dei  Aussenleislung  bclheiligt  ist. 

Nach  den  HeMillaten  mit  Irilicum  und  Hurdenm  ist  die  Inten- 
sität der  Aussi  iileisliing  in  den  gejirüften  Keimvvurzeln  germger  als 
in  unseren  KiHitcn,  den*n  energetische  i.ei.stnng  die  des  Cambiums 
der  üaume  erreicht,  oder  vielleicht  überlrillt  (p.  37ü). 

Bei  Hemmung  des  angestrebten  Längenwachsthums  kommt  auch 
in  den  Grasknoten  ipi  correlativer  Weise  ein  Dickenwachsthum  zu 
Stande,  das,  wie  langst  bekannt  ist,  eine  Hervorwulstung  der  unleren 
GelenkhUlfte  herbeiführt^).  Bringt  man  unsere  Objecto  so  in  einen 
Gipsguss,  dass  der  Halm  beiderseitig  bis  in  die  Ntthe  des  Knotens 
fixirt,  der  Knoten  selbst  aber  allseitig  frei  ist,  so  sind  die  Erfolge 
der  geotropischen  Reizung,  bei  Hemmung  der  Krümmung,  schon  zu 
beobachten.  Nach  4 — 5  Tagen  ist  die  genannte  Hervorwulstung  an 
mittelalten  Knoten  sehr  gering  und  selbst  an  jüngeren  Knoten  oft 

<)  l)K  \  n\Ks,  LandwirtlisLliaftl.  Juhrb.   1880,  Bd.  IX,.  482)  NoUL,  Arbeit,  d. 
botan.  IiiätiluLs  in  WürzburK  (888,  Bd.  III,  p.  ö09. 
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noch  reclil  schwach,  weiterhin  kann  sie  aber  sehr  ansehnlich  wer- 
den und  selbst  das  Auftreten  eines  Spaltes  /.wischen  oberer  und 
unleriM-  Kntjtenhalfte  erzielen.  Dieses  ist  wesentlich  durch  die  enl- 
sprochonden  Druck-  und  Zugconiponentcn  bedingt,  welche  durch  das 
nach  Thnnbchkoit  ausgeführte  I.Jingenwachslhiin)  der  Convexseile  er- 
zielt werden,  ein  Wachsthum.  das  auch  die  Abhebung  des  Blatlknolens 
von  dem  unischlosseDeo  Halm  herbeiführen  kann. 

Eine  üingipsung  des  Knotens  macht  diese  Wachstliumsvon»llnge 
onmOglich,  doch  wird  jetzt  naturgemflss  ein  Druck  gegen  die  Gipshtille 
auagettbt.  Ein  näherer  Verfolg  dieses  Druckes  lag  nicht  in  meinem 
Plane  und  so  wurde  nur  ein  Versuch  mit  einem  Knoten  von  Gin- 
quanlino-Mais  nach  der  Manier  der  Qaerdruckbestimmung  ausgeführt 
Bs  ergab  sich  dabei  fUr  den  fixirten  Knoten  eine  Energie  des  Qaer- 
drucks  von  53,3  g  pr.  1  qmm^). 

Anders  ist  die  Sachlage,  wenn  man  den  Halm  durch  Umgipsen 
zwischen  zwei  sich  aneinander  schliessende  Gipsplatten  bringt,  von 
denen  jede  eine  Lttngsbttlfte  des  Halmes  und  des  Knotens  umschliesst. 
Nach  Horizontalstellung  der  Gipsplatten  sucht  dann  der  nach  geo- 
tropiscber  Krümmung  strebende  Halm  den  oberen  Gipsdeckel  abzu- 
lieben und  wenn  die  zur  Verhinderung  dieses  Abhebens  nöthige 
lui(»rgie  bestimmt  ist,  so  muss  diese  mit  (Uü  Llinge  der  im  Gips 
steckenden  llalmhalfte  uiutiplicirl  werden,  um  das  im  Knoten  krUmmend 
wirkende  statische  Moment  zu  linden.  Der  Gewinnung  exacler 
Kesullate  stellen  sich  in(le>>  einige  Schwiei  igkeiten  entgegen  und  so 
beschranke  ich  mich,  ohne  naher  auf  diese  Versuchsanstellung  einzu- 
gehen, darauf  die  Resultate  eines  Experimentes  mit  Hordeum  vulgare 
railzulheilen.  Für  den  4,2  uim  dicken  Knoten  berechnete  sich  nach 
7  Tagen  für  die  Knolenmitte  ein  statisches  Moment  von  1814  g.  Bei 
einer  Querschnittsfläche  des  Biattknotens  von  M,\  qmm  ergibt  sich 
daraus  eine  Druckintensitat  von  i  49,9  g,  also  zullkllig  ebensoviel  wie 
in  dem  unter  Nr.  41  in  Tab.  VU  auf  Hordeum  bezüglichen  Versuche. 

Nach  diesen  und  anderen  Erfahrungen  ist  also  eine  geringe  Uervor- 
wulstung  der  abwärts  gewandten  Knotenhttlfle  ohne  Bedeutung  für  die 
Aussenleistang.  Die  durch  solches  Wachsen  erzielte,  in  den  in  Tab.  Vil 

\]  Wie  (inil  warum  sich  bei  «liesen  vollen  Waclisthiinistienimnni,'»^!]  die  ana- 
tomisrhoii  Vrrliälltiisse  .tnil«>rs  u;(!stalt«Mi,  als  bei  Ausbauchung  des  Kiiuteus,  wird  io 
«iiittr  Arbeit  von  Dr.  Huulek  dargcthuii  werden. 
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mitgetheUten  Versachen  kaum  merkliche  VergrOeserung  der  Qoer- 
schniUsfläcbe  wurde  ohnedies  mUbeslimmt.  Die  geriDge  VermiDderung 
des  Querdurchraessers ,  welche  das  mit  dem  AiifhOreD  des  Gegen- 
druckes sich  vollziehende  Kriiiumen  bedinj^l,  durfte  ich  ausser  Acht 
lussen,  da  dcidurcli  /..  H.  ai  einem  concreten  Falle  eiue  Vei'kleiuoruDg 
der  FlJicho  von  12,6  auf  12,0  (imm  hcdini^l  war. 

Die  ullmithlicli  an.stjliiilicher  wcnlendi!  £i;t?oli opisclie  Ansi  Ijwellung 
veranlasst  vv'ilirend  liini<erer  Zeit  ein  laugsames  Ansieigen  der  gegen 
den  Messapparat  ausgeübten  Di  uckwii  kiing.  leli  habe  indess  dieses, 
sowie  überhaupt  den  Gan^  (1»m  Üruckzunahme  nicht  niiher  verfolgt.  Die 
in  den  Tabellen  (Anhang  Abth.  Yl)  berechneten  2»lundlichen  Zunahniun 
lassen  denselben  Verlauf  erkennen,  wie  wir  ihn  fur  Wurzeln  und  Keim- 
stengel fanden.  Doch  muss  in  diesem  Reizvorgange  im  Grasknoieo 
die  Bew^ung  und  somit  auch  der  Druck  zunächst  langsam  beginnen. 
Davon  hissen  aber  unsere  Versuche  naturgemttss  nichts  erkennen, 
da  die  erste  Ablesung  erst  lange  nach  Beginn  des  Versncbes  geschah 
und  da  zudem  sogleich  mit  dem  Beginn  ein  gewisser  Gegendruck 
g^en  den  Balm  eingestellt  wurde. 

C.  Turgorverhältnisse. 

Die  mechanische  Vermittlung  der  Aussenleistung  kommt  in  den 
Grasknoten  ebenfalls  durch  entsprechende  Entspannung  zuwege,  die, 
analog  wie  bei  den  Wurzeln,  von  einer  luigorscli wellung  begleilcl 
sein  kann.  Eine  solche  wurde  bisher  bei  der  meclianisclien  Hem- 
nmng  der  geotropischen  Heslrebungen  im  Knoten  von  Hordeum 
vulgare  beobachtet,  wUhrend  unter  gleichen  Umstanden  der  Turgor 
in  den  Knoten  von  Triticum  \ulgare  und  spella  unverändert  blieb 
und  nach  lliichtigen  Beobachtungen  scheint  es,  dass  sich  wie  die 
letztgenannten  Pflanzen  auch  Triticum  pobnicum  und  Glyceria  spectfr- 
bili«»  verhalten. 

Die  Gra;bknoten  sind  schon  deshalb  keine  günstigen  Versuchs»  . 
objecte,  da  wohl  die  gleichen  Gewebepartira  in  demselben  Gelenk 
anntthemd  gleichen  Turgor  besitzen,  in  verschiedenen  Gelenken  der- 
selben Pflanze  aber  erhebliche  Differenzen  bieten,  so  dass  z.  B.  in 
Triticum  und  Hordeum  der  plasmolytische  Grenzwerth  des  Aossen- 
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ptirencliyms  in  der  Knoteosclieide  zwi.sclit.n  5 — 9,  der  dos  inter- 
fascicularea  Parencliyius  zwischen  8 — 12  Proc.  Kalisalpeter  gut'unden 
wurde. 

Bei  alledem  herrschl  in  dem  einzelnen  Knoten  eine  Turi,'orver- 
Iheilung,  welche  in  ihren  allgeoieinen  Zügen  durch  die  nebenstehende 
Skizze  Fig.  12  veraDolicht 
wird,  welche  namentlich 
auf  Grand  der  Erfiedirun- 
gon  an  Triticum  vulgare 
oonstrairt  wurde.  In  die- 
sem schematisirten  Rnoten- 
querschoitt  bezeicbnen  die 
eingeschriebenen  Zahlen 
die  Salpeterprocente,  wel- 
che innerhalb  des  umgrenz- 
ten Areales  zu  beginnender 
Plasmolyse  nüthig  waren, 
wobei  es  sich  natürlich 
nur  um  annllliemiio  Mit- 
trlw  IM  tlic  liaiidelt  und  wo- 
bei nicht  zu  vergesst  11  isi,  dass  der  Targor  sich  nicht  sprungweise 
sondern  allmählich  ändert. 

Von  dem  interfasciculareii  Parenchym  aus  nimmt  der  Turijor 
gegen  die  Epidermis  bis  aut  8  Proc.  Salpeter  ab.  Dieser  Abfall 
geht  in  der  Ulngsriehiiin!;:  des  Knotens  noch  weiter,  so  dass  nach 
t>eiden  Seiten,  ausserhalb  des  Knotens,  ein  Werth  von  5  Proc.  Sal- 
peter erreichl  wird.  In  den  LeitbUndeln  ist  der  plasinolytischc  Werth 
schlecht  zu  eontroliren,  doch  ist  er  in  den  Collenchymzellen  an- 
scheinend etwa  so  hoch  wie  in  der  Epidermis,  also  geringer  als  in 
dem  tufgorreichslen,  in  dem  interfascicularen  Parenchym. 

Diese  Torgorverhititnisse  erhalten  sich  in  den  abgeschnittenen 
Halmen  und  bleiben  auch  bei  Triticum  vulgare  und  spelta  unver- 
ändert, wenn  die  Knoten  im  eingegipsten  Zustand  3 — 8  Tage  horizontal 
gehalten  werden.  Nach  solcher  Behandlung  ist  aber  bei  Hordeum 
vulgare  der  Turgor  auf  der  Unterseite  in  dem  gleichsitairlen  Paren- 
chym um  4 — 2  Proc.  Salpeter  hoher  als  auf  der  nach  oben  gerichr- 
teleu  Seite.    Üucli  ist  auch  ohne  solche  Steigerung  der  Turgor  so 


Fii:.  H.    Dnrslellung  der  Turjiorvertheilunj;  in  dem 
scbcmaUsirleu  medianen  LäDtrsschnUt  des  Knotenü 
von  Triticuai  volgara.   In  der  liaUn  BlatUcnoten- 
hHlfle  ist  der  Verlauf  dos  eieOissbllndels  punktfrt 

ongejjeben. 
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hoch,  dass  in  jedem  Falle  eine  höhere  osmolische  Energie  zur  Ver- 
fügung steht  als  in  den  Wurzeln. 

Schon  die  lü  laln  uni,'en  mit  Hordeiim  sprechen  entschieden  da- 
für, dass  nicht  etwa  geotropisch  eine  transitori.sciie,  unter  dein  Ein- 
fluss  von  Salpeter  schw  iiideiule  Turgordifl'erenz  inducirl  wird  (vgl. 
p.  295).  Die  diiecte  empirische  Hestiltiiriiii!;  hierfür  ergab  sich  durch 
(lontrole  der  liiegungsfesligkeit  in  d(!n  knoten  von  Triliciim  vulgare, 
welche  geprüft  wurde:  1)  nachdem  die  Knoten  3  Tage  im  Gipsverband 
horizontal  gehalten  worden  waren;  2)  nach  darauf  folgender  eiu- 
slUndiger  iiehandlung  mit  7pi'oc.  Lösung  von  Kalisalpeter  und  3)  nach- 
dem die  Knoten  durch  einstttndigen  Aufenthalt  in  Wasser  wieder 
völlig  turgescenl  geworden  waren.  Sie  ergaben  nun  dieselbe  Biegungs- 
festigjkeit  wie  sogleich  nach  dem  Entgipsen,  d.  h.  die  durch  den  Sal- 
peter sehr  stark  deprimtrte  fiiegungsfestigkeit  kehrte  im  Wasser  voll 
auf  den  urspranglichen  Werth  sturüek. 

D.  Die  Meclianik  der  Ausseuieiötimgeu. 

Auch  in  den  Grasknoten  wird  die  Aussenleistung  erreicht,  in- 
dem die  Turgorenergie  gegen  die  Widerlage  gelenkt  wird,  doch  ist 
diese  Vermittlung,  in  Rucksicht  auf  die  Verschiebung  der  ansehn- 
lichen Gewebespannurig,  elwa.s  nüher  zu  betrachten. 

Der  allein  aetive  Klatltheil  des  Knotens  w^ird  Ix-kanntlich  \on 
ringförmig  angeordneten  J.eitbündeln  durchzogen,  welche  durch  das 

umgebende  dünnwandige  Parenchym  in 
Zugspannung  versetzt  sind  (Fig.  1  \  p.  390 
tmd  Fig.  13).  Heim  Isoliren  verlängert 
sich  dieses  positiv  gespannte  Parenchym 
in  unseren  Ot)jecten  um  30  bis  40  Proc., 
K.-.  !3.  Stück  des  QiiPi-s<  hnit(s  aus    wÄhrend  das  Leitbündel  sieh  um  weni- 

dtiiiBJüiubeUde»iiiiuiensv.Tr.uc.    «er  als  1  Proc,  abo  bei  der  gerinffen 
spelia.  Attfder  IOD«iMeit«derL«il-  so 
btindel  ist  der  XyleiDthatl  markfrt.    absohlten  Lünge  in  einer  für  das  freie 

Auge  nicht  bemerklieben  Weise  verkürzt. 

Diese  Geßlasbttndel  bestehen  ganz  vorwiegend  aus  dickwandigem 

Gollenchym;  Xylem  und  alle  anderen  Elemente  sind  also  auf  ein 

Minimum  reducirt  und  es  mag  deshalb  erlaubt  sein,  schlechthin  von 

CollenchymstrAngen  zu  reden.    Mit  dorn  Austritt  aus  dem  Blatümoten 
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wird  (las  Collenchyn»  durcli  ScltMcnchymnisern  ersetzt  und  damit  gehl 
die  biegungsfeste  und  zugleich  wachslhumsHihige  Conslriirtion  ver- 
loren, welche  in  dem  Knoten  factisch  erzielt  ist').  Die  bedeutende 
Mächtigkeit  der  Gefassblindel  —  sie  nehmen  bei  Trilicum  etwa  30  Proc. 
des  Querschnitts  im  Ulattknolenringe  ein  (vgl.  Fig.  13)  —  komiDl 
der  Festigung  des  Knotens  des  weiteren  zu  statten. 

Die  GolleDchymstiHnge  verbinden  also,  als  genOgeDd  feste  Pfeiler, 
die  dem  Blattknoten  sich  anschliessenden  Gewebemassen,  so  dass  diese 
als  Widerlage  dem  positiv  gespannten  Parenchym  des  Knotens  dienen 
können,  das  natOrlicb  überall  mit  den  LeitbOndeln  fest  verkettet  ist. 
Das  Parenchym  aber  vollbringt  die  zur  Erzielung  der  Zugspannung 
nOthige  Aussenleistung  in  principiell  gleicher  Weise  wie  ein  Gewebe, 
das  gegen  einen  Gipsverband  oder  gegen  einen  umhüllenden  Kaui- 
schuckscblaucb  zu  arbeiten  hat,  d.  h.  also  durch  Entspannen  der  Zell- 
haut  vermittelst  des  entsprechenden  FIttchenwachsthums  (p.  379). 
Und  zwar  wurde  dieses  Entspannen  hier  so  weit  getrieben,  dass 
ganz  oder  nahezu  diu  volle  Turi;ürkiaft  zur  Wirkung  gegen  die  leben- 
dige Widerlage  kam,  eine  Kraft,  die  indess  bei  dei-  hoben  KlaslicilÜt 
der  (lolIciK  h\ angc  nur  eine  sehr  geringe  VerUlngerung  dieser 
zur  Her.>lelluug  emer  {Ujuiv aienlen  Gegenspannung  benölhigte.  Mit 
tlieser  Zugkraft  ist  die  Elasticitiitsgrenze  der  (]olleneliyn).strtinge  noch 
lange  nicht  erreicht  und  wenn  bei  geotropisclier  Heizung  des  Gras- 
knoteos  neues  Wachsen  beginnt,  so  ist  eben  durch  diesen  Heiz  ein 
actives  Wachsen  in  den  Collenchymstrilngen  veranlasst,  ein  Wachs- 
thum, welches  diese  Strange  mit  dem  Krtimmen  in  der  unteren  Uttlfle 
des  Knotens  auf  die  doppelte  Lange  zu  bringen  vermag. 

Dieses  durch  die  geotropische  Reizwirkung  veranlasste  Wachsen 
im  CoUencbym  wird  auch  aufgenommen,  wenn  die  mechanische  Hem- 
mung die  Ausführung  der  angestrebten  Krttmmung  unmöglich  macht 
Mit  Verengerung  des  Bondete  aber  v^rd  die  bis  dabin  von  dem  Gollen- 
chym  getragene  Aussenenei^e  des  Parenchyms  disponibel  und  dem- 
gemSss  gegen  die  Widerlege  gerichtet.  Diese  Uebertragung  schreitet 
so  lange  fort,  bis  endlich  die  ganze  Druckkraft  des  Parenchyms  gegen 
die  Widerlage  wirkt,  bis  also  das  Gollenchym  die  Zugspannung  ver^ 
loren  hat. 

i  j  Vgl.  Scuwt;NDK.NBk,  Das  median.  Friiicip  im  Bmi  d.  Hooocolylea  I  874,  p.  93. 
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Bis  dabio  dieote  das  Wachslhum  im  GoUenchyni  aar  dazu,  die 
Aussenenei^e  des  Parenchyms  auf  eineo  anderen  Körper  zu  über- 
tragen, und  sofern  sction  gegen  das  Collenchym  die  höchste  Ausseo- 

loislung  entwickelt  war,  ist  eine  Steii^erung  Uber  ilie.so.s  Maasä 
ausyoscIilo.N.^cn.  Von  da  ab  set/t  aber  ilas  CuUencliuii  sein  llaul- 
vvachsthum  fort  und  bringt  hierdurch  auch  seine  Turgurkraft  gegen 
die  Widerlage  zur  Wirkung.  Das  Collenchym  kommt  daduirli.  eben- 
so wie  das  Parenchym,  in  positive  Spannung  gegen  den  äusseren 
Widerstand,  der  li  ilhere  Spannungsantagonisiiius  zwischen  beiden  (Ge- 
weben ist  jetzt  somit  aufgeiioben.  Doch  kehrt  dieser  sogleich  nacii 
Beseitigung  des  äusseren  UeiuiuDisses  wieder,  da  das  lioch  elastische 
Collenchym  schon  nach  solir  i,'eringer  Verlängerung  dem  aosehoUcboD 
VerlangeruQgBStreben  des  l^areacbyms  Schraaken  setzt 

Selbslverstftodlicb  kommt  es  nur  zu  einer  entsprecbeodeo  Veiv 
mioderuDg  besagter  Gewebespanaung,  wenn  der  Grashalm  schon' 
durch  das  Aufbieten  eines  Theils  seiner  potentiellen  Enei^  das 
Uemmniss  besiegt  und  vor  sieb  herschiebt.  Jetzt  wttdist  also  das 
Collenchym,  trotz  der  verminderten  Zugspannung,  weiter  und  um 
gegen  einen  grosseren  Widerstand  die  eigene  T^ugoreneigie  zur 
Wirksamkeit  zu  bringen,  bat  das  activ  thtttige  Collenchym  in  derselben 
Weise  zu  verfahren,  die  auch  sonst  dazu  dient,  die  bis  dahin  von 
der  Zellwand  getragene  Turgorspannung  nach  aussen  zu  wenden. 
Die  besagten  Spannungsverscbiebungen  aber  sind  die  nalurgemässe 
Folge  davon,  dass  das  Flächenwachslhum  der  Haut  bei  unbesiegbarem 
mechanischen  Wider.stand  nach  Mrii^lu  likeit  fortschreitet  und  dass 
demgeniJiss  in  dem  schon  aiit  x  inrn  ( .1  (  ii/werlh  zuvor  angelangten 
Parenchym  das  fernere  Waehscn  t  ljonsogut  >lille  sieht,  wie  in  einer 
W'urzel,  die  auch  nicht  mein  w  riler  Weichst,  naclideui  in  einem  Gips- 
verband die  liöchsle  Ausscnleistung  erreiclil  ist. 

Der  besprochene  Krfolg  sagt  also  nur  aus,  dass  im  Streben 
nach  Wachsthum  Collenchym  und  Parenchym  gegen  eine  VViderlage 
in  gleichem  Sinne  reagircn.  Die  normal  gebotenen  Spannnngsver- 
baltoisse  und  Eigenschaften  bringen  es  aber  mit  sich,  dass  das  Wachs- 

C  Hin«'  Vorsctiicbiing  der  S[);inniirij;>.v('rti  illnissc  wird  .'•(«•(s  t  r/.iol( ,  wenn 
uiaii  (iewebe  gfiiii^i'iid  i  um|ii  iiiiirl.  Lebriyeii.s  >|)ielcn  .sich  N  i'rs(  l(iebuiis;eii  und 
Utukeliruuijen  der  Gt-webespaaiiun^eti  im  I.ebeu  vicifach  ab,  so  z.  13.  auch  weau 
•in  Aoraags  positiv  gespeuntas  Mark  spUerfatn  negativ  geqMnnt  wird. 
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Ihiiin  des  Collenchyins  die  IJebeitragung  der  Aussenencrgie  des 
Parencliynis  gegen  einen  fremden  Widerstand  regelt  und  ehen.so  da- 
für sorgt,  dass  bei  Aulliebung  des  Widersliindes  das  Farencliyin  in 
den  ihm  nurmai  gezogenen  Scliranken  gehalten  wird.  Bei  den  speei- 
lisch  verschiedenen  Reactionsvern)(>gen  niiiss  es  natürlich  nicht  jede 
Filanze  und  nicht  jedes  Gewebe  bei  mechanischer  Hemmung  des 
WacbseoiB  bis  zur  völligen  Kulspannung  der  Zellbaut  bringen  und 
so  ist  es  aoch  verständlicb,  dass  in  den  eingegipsten  Keimstengeln 
sich  das  normale  Spammogsverhitltniss,  wenigstens  dem  Sinne  nach, 
erhillt  (p.  380),  wie  es  aoderseits  auch  klar  ist,  dass  ein  positiv  ge- 
spanntes Parenchym  so  lange  seine  Äussenleistung  steigern  kann,  als 
es  nicht  lur  totalen  Entspannung  gekommen  ist. 

Hit  Rücksicht  auf  die  Zellmecfaanik  der  Äussenleistung  bietet 
also  der  Grasknoten  in  principielier  Hinsicbt  nichts  Neues.  Auch  ist 
schon  betont  (p.  291),  dass  die  Gewebespannung  im  Wesen  der 
Druckleistung  gegen  einen  Widerstand  nichts  ändert  In  der  That 
würde  in  dieser  Hinsicht  der  Gesammteffect  derselbe  bleiben,  wenn, 
unter  Ausfall  der  Gollenchymstrflnge  und  der  Gewebespannung  die 
einzehien  Zettwandungen  des  I^renchyms  entsprechend  verstärkt 
und  elastisch  gemacht  waren,  wenn  also  jetzt  die  von  dem  \\  achs- 
Ihuiu  und  der  Klastiziliit  der  Haut  besorgte  Regulation  bei  steigen- 
dem und  fallendem  Aussenwiderstand  von  jeder  einzelnen  Zelle  be- 
sorgt würde. 

Für  die  gemessenen  Leistungen  reicht  die  sehr  ansehnliche 
Turgorenorgie  aus,  denn  durch  8  Proc.  Salpeter  —  dem  ungcftihren 
osmotischen  Aequivalenle  im  l'arenchym  —  wird  ein  Druck  von 
ungefähr  28  Atmosphären  entwickelt.  Bei  solcher  fntettsitdt  genügt 
aber  schon  das  Parenchjfm,  um  z.  B.  die  im  Versuch  39  (lab.  YIl) 
verzeidinete  Leistung  zu  erzielen.  Denn  wenn  die  active  Flache 
auch  nur  f-  des  BlaUknotenquersohnitts  (also  9  qmm)  ausmacht, 
fordert  der  Befund  dieses  Experimentes  nur  21,6  Atmosphären  Druck- 
inlensität.  Tbatsttchlich  ist  aber  auch  das  GoUenchym  activ,  wenn 
auch,  bei  der  Dicke  der  Zettwandungen,  die  wirksame  osmotische 
Ftache  nicht  gross  ausfallt.  Solche  hohe  Leistungen  sind  schon  ohne 
jede  Tufgorschwellung  möglich,  die  ohnehin  nicht  in  allen  Gras' 
knoten  bei  Reaction  gegen  eine  Widerlage  eintritt. 
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Als  Beleg  iUr  das  Gesagte  möge  noch  Folgendes  uiitgelheilt 

werden. 

Die  hohe  Elasticiiai  des  GefflssbUndels  ergeben  die  noch  n»it- 
zulheilenden  Dehniingsversiichc.  doch  zeigen  auch  direcle  Messungen, 
dass  der  CollencbynistraDg  durch  die  im  Gelenk  auf  ihn  wirkcndeo 
Kräfte  eine  nur  sehr  geringe  Dimensionsänderung  er^dhrt.  Deno 
nach  mikromctrischen  Messungen  kommt  beiin  Tödten  oder  Plasroo- 
lysiren  des  Knolens  im  ColleocbymBtrang  und  mit  ihm  im  Kaoteo, 
nur  eine  Verkürzung  von  etwa  4  Proc.,  d.  b.  voo  0,05  mm  in  einem 
3  mm  langen  Knoten,  zu  Stande. 

Dagegen  ist,  wie  scbon  bemerkt,  das  umgebende  Parenchym 
sehr  verlangerungsßlhig  nnd  an  einer  Langslamelle  des  Knotens  stellen 
siub  deshalb  mannigfache  Faltungen  ein.   Einen  Einblick  in  den  Sinn 


Grade  auch  dann,  wenn  der  Turgor  sogleich  durch  Eintauchen  in 
heisses  Wasser  oder  durch  Plasmolyse  au^ehoben  wird.  Da  aber 
die  CoUenchymstiHnge  sich  kaum  verkOrzen,  so  folgt  in  Erwägung 
aller  Umstttnde,  dass  das  turgorbse  Parenchymgewebe  so  lang  oder 
etwas  Ittnger  als  das  GefUssbondel  ist,  dass  also  diese  Wandungen, 
um  die  im  turgescenlen  Gelenk  bestehenden  Dimensionen  anzuneh- 
men, nicht  mehr  gedehnt  werden  mttssen,  d.  h.  also  dass  sie  im  mtacten 
Gelenk  entspannt  sind.  Die  Erwägung  aller  Verhältnisse,  insbeson- 
dere auch  der  Dimensionsllnderungen  in  radialer  Richtung,  fordert, 
wie  ich  hier  nicht  detaillirt  ausfuhren  will,  diesen  Schluss  Dir  das 
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ganze  Parcnchymgcvvebc,  mit  Ausualime  der  Epiileniiis  uiul  vielleiclit 
der  nächst  anslossenden  Zelllage. 

Die  conslante  Lange  der  vertical  slehen<lt?n  (iia>kiiolcn  bewoist 
ujimiilulbar,  das:>  durch  die  auf  das  GefU&sbilndel  wirkende  Dehn- 
krafl  die  KlaslicitUtsgrenze  dosselhon  nirht  überschi Ilten  wird.  Lim 
eine  solche  Ueberschreilung  zu  erzielen,  niuss  ilas  (".ollt'iichyni  einen 
Zug  von  mehr  als  1  bis  2  kg  für  I  qmm  erfahren*),  eine  Spann- 
kraft,  die  tbatsachlich  in  dem  Gras^knolen  nicht  erreicht  wird,  lu 
einem  conoreten  Falle  betrug  z.  B.  die  Querschoittsflache  den  Ulatt- 
knotens  von  Triiicum  spelta  1 1  qmm,  wovon  3,3  qmm  auf  das  Gc- 
ßissbttnde],  7,7  qmm  auf  das  Pareochym  fielen.  Dieses  entwickelt 
eine  absolnte  Kraft  von  etwa  Sl,3  kg,  welche  sich  auf  3,3  qmm  vei^ 
tlieilen,  so  dass  1  qmm  des  GefUssbandelstranfjes  mit  0,7  kg  ge- 
spannt wird.  Selbst  bei  reichlicher  Verdoppelung  dieser  Zugkraft, 
erreicht  durch  Anhangen  eines  Gewichts  von  2,5  kg,  erwies  sich 
der  Knoten  noch  vollkommen  elastisch,  wahrend  das  Aohaogen  von 
5  kg  eine  merkliche  Ueberschreituog  der  Blasticiiatsgrenze  erzielte^. 
Nach  dem  Tödten  durch  Eintauchen  in  heisses  Wasser  fallt  die  Tur- 
gorspanuung  hinweg  und  jetzt  brachte  eine  BehiMung  mit  5  kg, 
d.  Ii.  ein  Zug  von  ungefähr  l,ö  kg  für  1  qmm,  keine  Dehnung  Uber 
die  Elu.slicitUlsgrenze  hervor,  hinerhalb  der  Kla^sticilüL^gren/.e  la.<sen 
die  Knuten  und  ebcn.so  die  thunlichst  iäoiirlen  LeitbUndeiätriinge  eine 
Verlüngerung  von  1  —  1.5Proc.  zu. 

Die  in  dem  Knuten  wirksame  Spannkrall  itit  al.so  nie  im  Stande, 
eine  plastische  Dehnung  des  ('ollenchyms  herbeizufuhren.  Dieses 
bewahrt  auch  gleiche  KlasticiUltsverhalmiääe  während  des  geotropi- 
schen  Wachsens  oder  \v(>nn  die  Ausführung  dieses  durch  mecha- 
nischen Widerstand  unmöglich  |j;e[iuiclit  ist,  d.  h.  es  ändert  seine 
Blasticttat  nicht  in  einer  bleibenden,  durch  den  Versuch  nachweiü- 
iMiren  Art.  Uebrigens  wird  auch  das  Wachsen  thateachlich  nicht 
durch  mechanische,  ptastische  Dehnung  vermittelt  (Kap.  XUI). 


i)  Nach  Ambmiim;  vgl.  Ftawnn,  Phyntricsie  Bd.  n,  p.  (I.  —  Uaber  Bla- 
lluss  von  Tödten  auf  das  Collenchym  vgl.  J.  Cohn,  Jahrb.  f.  wiss.  Bot.  IS9S, 

Bd.  24,  p.  171. 

i)  In  <iie>;t>n  und  ähiiliclicri  Vcisucticn  k.iiui  imiii  iiiil  Voillifil  ilio  Objecte 
durch  Eiagipsen  in  Glasröbrea  tixireii,  diu  zum  licl'e^tiguu  au  eiu  Sialiv,  resp. 
mm  AnbSogen  des  Gewiehts  dienen. 
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Das  /um  Entspannen  luliiHinde  Waclisen  des  lebeaslliUtigen 
(^ullencliynis  im  (lipsveibande  ist  in  keiner  VVei.sc  nierkwürdiger  wie 
das  ents|)rc'chcude  Wachsen  anderer  Zellen.  üieses  Wachsen  ist 
aber  eine  absolute  Noth wendigkeit,  um  überhaupl  die  hohe  Energie 
des  Parencbyms  gegen  die  Widerlage  zu  lenken.  Mit  dem  Wachsen 
ist  ferner  eine  Abnahme  der  Spannung  /.wischen  Collenchym  und 
Parenchym  unvermeidlich  und  nach  den  vorli^enden  Erfahrungen 
geht  das  Goüencbym  schliesslich  in  positive  Spannung  gegen  die 
Widerlage  Uber.  Dieses  ist  zwar,  bei  den  geringen  elastisdien  Dimen- 
sionsKndemngen,  durch  directe  Messungen  am  CoUencbymstrang  vor 
und  nach  dem  Eingipsen  kaum  sicher  zu  ermitteln,  wohl  aber  auf 
andere  Weise  nachzuweisen. 

Eingegipste  und  S  bis  4  Tago  horizontal  gehaltene  Halme  krümm- 
ten sich  nSImlich  gleich  nach  dem  Entgipsen  um  5  bis  8  Grad  und 
dieses  trat  auch  dann  ein,  wenn  längsgespaltene  und  von  dem  um- 
schlossenen Stengel  befreite  Knoten  angewandt  wurden,  also  wenn 
ein  sehr  vollständiges  und  allseitiges  Anschmiegen  an  die  Wideriage 
erreicht  war.  Heim  Tüdtcn  durcli  lieisses  Wasser  geht  diese  Krüm- 
mung auf  3  bis  i  Grad  zurück  und  erscheint  in  dieser  Ausdehnung 
aucii  dann,  wenn  dieses  Tödten  vor  dem  Entgipsen  vorgenommen 
wurde.  Ein  solches  Krummen  fordert  aber  eine  Verlängerung,  die  für 
die  Convexihmke,  in  annähernder  I  phercinstiniraung  mit  der  Kech- 
nung,  durch  mikrometrische  Messung  /.u  I  I — 16  Proc.  gefunden 
wurde,  und  die  in  den  der  convexen  Flanke  näheren  Partieen  des 
CollenchymbUndels  eine  Lttngenzunahmc  von  mindestens  8 — 9  Proc. 
verlangt.  Zu  einci  derarligen  clastisclu;u  Verlüngerung  ist  das  Ge- 
fässbtlndel  nicht  befähigt;  für  ein  plasüsches  Ausziehen  fehlt  die 
Kraft  und  so  ist  die  Thatsache  nur  folgendermassen  zu  verstehen: 
das  nach  Wachsthum  strebende  Gollenchymbandel  stemmte  sich,  activ 
drückend,  gegen  die  beiderseits  gebotene  Widerlage  und  in  Folge 
dieses  Lttngsdmckes  kam  ein  gewisses  .seitlichee  Ausweichen  zu 
Stande.  Ein  solches  geringes  Ausweichen  ist  in  der  That  innerhalb 
des  Gewebes  des  Blattknotens  wohl  möglich,  ohne  dass  sich  dieser- 
halb  der  ttussere  ümriss  des  Organes  merklich  (Indem  muss  und  es 
genügt  hier  wohl  daran  zu  erinnern,  dass  neben  gewissen  Vei^ 
Schiebungen  auch  Gompression  von  Parenchymzellen  u.  &  w.  one 
Rolle  spielen  kann. 


Digitized  by  Google 


176]  DbOCK-  und  AEBEimBttTDNG  DOMCB  WAGHCBNftB  PPLAHZBIf.  407 


Die  positive  DruckenUvicklung  ilesCullenchyniä  lorderl  aber  wieder 
die  mehr  oder  weniger  weilgebende  Lenkung  der  Tuiigorkraft  gegen 
die  Widerlage,  wenn  man  nicht  eine  besondere,  von  den  dünnwandigen 
Zellen  abweichende  Entwicklung  der  Aasseneneigie  annehmen  will.  Zu» 
gleich  muss  aidi  aber  die  Frage  aafdiHngen,  ob  nicht  etwa,  nach  voller 
Entspannung  der  Baut,  die  Collenchymzelle  noch  fortwuchs  und  durch 
Intusausceptionswachstbum  der  Wandung,  d.  h.  dnrch  Ausscheidung»- 
energie,  noch  weitern  Druck  gegen  die  Widerlage  entwickelte.  Mög- 
lich wllre  solches  sehr  wohl  (Kap.  XIII),  doch  fordern  die  bisherigen 
Erfahrungen  diesen  Vorgang  nicht  nothwendig  und  für  die  Aossen- 
leistung  der  Knoten  ist  die  zur  VerfUguug  stehende  osmotische 
Energie  thatsacblich  genügend. 

E.  Yoigünge  beim  AnsfQbien  der  Erflnimimg. 

In  der  Aclion  gegen  eine  unverrückbare  Widerlage  sind  auch 
die  GrundzUge  für  die  Beurlheüuog  der  Leistungen  bei  Realisirung 
der  angestrebten  Kriimnitingsht^wcgung  gegeben,  in  der  aber  doch 
besondere  Verhältnisse  und  Bedingungen  geschaffen  werden.  Ganz 
abgesehen  von  der  stets  nur  b^enzten  Krümmungsf^higkcit ,  von 
der  Abnahme  der  geotropischen  Reizung  mit  zunehmender  Auf- 
richtung u.  8.  w.,  ist  u.  a.  zu  bedenken,  dass  mit  dem  Wachsen  die 
gesammte  auf  die  Ausführung  dieses  berechnete  reguhitoiische  Thätig- 
keit  ins  Spiel  tritt 

Hieran  gehört  die  je  nach  dem  zu  bewältigenden  Widersland 
ungleiche  Abschwftchung  der  negativen  Spannung  des  Gollenchym- 
Stranges  (p.  402).  Und  wenn  für  die  Leistung  von  Aussenarbdt 
die  früher  entwickelten  Principien  allgemein  gelten,  so  ist  doch  im 
Speciellen  den  mit  der  Krümmung  sich  ändernden  VerhSltni^n  Rech« 
nung  zu  tragen.  Dazu  zahlt  u.  a.  die  durch  Faltungen  kenntlich 
werdende,  mit  zunehmender  Ki  uiiimnni;  sich  sleigcrnde  passive  (Kom- 
pression der  Concavseile.  Wahrcntl  so  ;in  diesei  der  Widersland 
wactisl,  niniinl  die  Adlon  und  die  Win  li>tliumsthatigkeit  in  dem 
Parenchym  der  (^ouvcxx'ile  ab,  so  das^.  sclilie-s>licli  bis  auf  das 
(KolliMuliyiii  reichende  Hisse  auftreten  können,  d.h.  das  Fareuchym 
wurde  endlich  gegen  das  noch  activ  fortwachsende  Collencbym  in 
negative  Spannung  gebracht. 
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Besser  als  durch  diese  Eim  eissungen  im  Gewebe  kiinn  die  Rissbil- 
dung in  aiillrt>ti;ifj;('nt'r  Tiisclie  zeigen,  dass  die  neutiide  Achse  sehr  nach 
oben  gel  ückt  liegl,  wie  das  die  schon  bospruchencii  .Mcs.^ungen  (|).  31)21 
lehrten.  Diese  bezogen  sich  iK^lif  Ii  nur  auf  geringere  l*!inkriitinnnn- 
gen  lind  lassen,  wie  meine  aadervvcjtigon  Lintersiichiingen.  di<*  Frage 
oflen,  ob  mit  dem  Portschreiten  des  EinkrUromens  die  neutrale  Achse 
eine  Verschiebung  erfahrt. 

Trotz  des  Antagonismus  in  gewissen  Geweben  niiiss  doch  im 
Allgemeinen  die  Ausgiebigkeit  des  Wacbsens  in  den  von  der  neu- 
tralen Achse  ungleich  entfernten  Zonen  regoiatorisch  gelenkt  werden. 
Insbesondere  gilt  dieses  auch  fttr  das  Collenchym,  das  durch  die  im 
Gelenk  entwickelbaro,  nmimale  Energie  nicht  plastisch  dehnbar 
ist,  dessen  active  Wachsthumsfilhigkeit  also  dem  verschiedenen  Ab- 
stand von  der  neutralen  Achse  entsprechen  muss. 

Als  Folge  der  wftbrend  des  KrUmmens  fortbestehenden  Gewebe- 
spannung  kommt  beim  Lttngsspallen  des  Halmes  eine  Zunahme  der 
Krümmung  in  der  oberen  Hslfle,  eine  Abnahme  in  der  unteren  Httlfte 
zu  Stande,  analog  wie  solches  in  anderen  gcotropisch  wachsenden 
Stcngelorganen  gefunden  wird.  Deshalb  wird  aber  doch  in  jedem 
Krilmmungsbogen,  resp.  in  der  entsprechenden  Lamelle,  in  activer 
Weise  Krümmung  erstrebt.  K>  •  i-iebl  sich  die.^^s  ans  versclii(>denen, 
hier  nicht  zu  discutirontleii  riialsaclien.  Und  in  reboreinsliinniimg 
hiermit  kriimint  sicii  nach  dem  ilalbirun  des  Hahnes  jede  der  beiden 
iJingshaltten  inigenihr  gleich  schnell,  gleichviel  ob  die  Schniltebeno 
autwärls  oder  abwUrls  gewandt  ist'). 

Die  Schnelligkeit  der  Krümmung  ist  indess  kein  Maassstab  für 
die  Enei^e  und  speciell  ftlr  die  gegen  eine  unverrückbare  VVidcr- 
lage  ausgeübte  Dmckleistung.  Neben  den  durch  das  Spalten  ver- 
anlassten internen  Keactionen  lallen  rein  mechanische  Momente  ins 
Gewicht,  so  schon  der  Umstand,  dass  das  Gelenk  und  somit  der  in 
diesem  liegende  Hebelarm  auf  die  halbe  ffifhe  reducirt  sind.  Bei  so  ver- 
wickelter Sachlage  kann  ich  auch  auf  einen  Versuch  kein  Gewicht  legen, 
in  welchem  die  obere  und  untere  Httlfte  eines  Halmes  ven  Hordeum 
vulgare,  jede  ftlr  sich,  in  der  dem  inlacten  Halm  entsprechenden 
Stellung  gleichzeitig  auf  ihre  geotropische  Druckenergie  geprüft  wurden. 

I)  Vf^.  MTftiu,  LatidwirltisehafU.  Jahrbächer  1880,  Bd.  9,  p.  ItS. 
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Nacli  3  Tagen  ergab  sich  als  sUUiscIies  Moment  filr  die  obere  Kno- 
lenhälfte  (6,4  qmm  Querschnill)  806  g,  für  die  untere  (6,2  qmm 
Querschnill)  61)8  g.  Die  Summe  der  Leistungen  =  1504  g  bleibt 
also  weit  zurück  hinter  dem  sta[i>(  hen  Moment  von  5006  g,  welches 
ein  nur  sehr  wenig  stärkerer  intacler  Knoten  von  Uordeum  vulgare 
erzielte  (Versuch  41  p.  395).  Diese  Leistung  wird  auch  nicht  er- 
reicht, wenn  man  obige  Summe  von  1504  g,  mit  Rücksicht  auf  den 
im  halbirten  Knoten  kürzeren  Hebelarm,  verdoppelt. 

Geolropisch  activ  ist,  wie  schon  erwfthnt  (p.  390)  znmeisl  nur 
der  Blalttheil  des  Knotens.  Der  noch  jugendliche  StengoHheil  ist 
80  plastisch  wie  die  wachsende  Wnnelspitse  und  setzt  deshalb  der 
Krümmung  nur  geringen  Widerstand  entgegen.  AllmllbUch  gewinnt 
aber  der  Stengettheil  mehr  Elasticiittt  und  sein  Widerstand  kann  so 
weit  wachsen,  dass  er  die  Krümmung  ganz  hindert,  was  ich  beson- 
ders schön  an  alten  Knoten  der  Glyceria  spectabilis  beobachtete. 
1d  Folge  solcher  Spannung  schnellt  bei  Entfernung  des  Blattknotens 
der  elastisch  gebeugte  Stengel  erheblich,  bis  90  Grad  und  mehr, 
zurück.  Die  zur  Wiederherstellung  der  Krümmung  nölhige  Kraft  gibt 
aber  ein  Maass  für  den  Widerstand,  welcher  der  Krümuiungslhälig- 
keit  des  Blattknotens  entgegen  wirkte.  Dieser  Widerstand  entsprach 
in  mittelalten  und  sich  kräftig  geolropiscli  krümmenden  Ihilrncn  einem 
statischen  Moment  von  400  und  von  730  g.  In  eulsprecheiideui 
Maasse  ist  also  die  Arbeitsfaliigkeit  dos  sich  krümmenden  Halmes 
gegen  ein  anderes  äusseres  Uemuiniss  vermindert.  Boi  Vermeidung 
der  Ausbeugung,  also  in  unseren  Dnickmessungen  kommt  aber  diese 
Hemmung  nicht  oder  doch  nur  in  geringem  Grade  in  Betracht. 

Die  mit  dem  Alter  ohnehin  abnehmende  Actionsfttbigkeit  der 
Knoten  wird  durch  den  mechanischen  Widerstand  des  umschlossenen 
Stengeltheils  noch  mehr  herabgedrUckt;  die  alten  Knoten  verlieren 
eben  an  geotropischer  Hubkraft,  wahrend  sie  an  Tragfilhig^eit  nnd 
Biogungsfestigkeit  gewinnen.  Thatsftchlich  sind  auch  oft  alte  Gelenke 
nicht  mehr  ffihig,  den  horizontal  gelegten  Halm  durch  geotropische 
Krommuog  zu  heben,  wahrend  sie,  wie  auch  der  Halm  überhaupt, 
dessen  Last,  natüriich  mit  entsprechender  Ausbiegung,  zu  tragen  ver- 
mögen. FreiHdi  tritt  auch  mit  dem  Heranreifen  der  Frucht  in  der  Aehre 
eine  erhebliche  Zunahme  des  Gewichtes  ein,  dem  durch  seine  Lage  am 
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Halmende,  io  Bezug  auf  den  uDtersIeD  Knolen,  ein  sehr  hohes 
statisches  Moment  eotspricht.  Vod  diesem  Gesichlspankt  ist  der 
obere  KDoten  weit  besser  sitirirt  und  weiia  in  ilmi,  wie'  io  jedem 

Knoten,  mit  der  Hebung,  res|  .  der  EinkrttmmnDg,  die  Enei^e 
schwUclier  wiid,  so  vermindert  sich  doch  zui:iL'ich  iiiil  der  Annäherung 
au  die  Vcrticalslelluiii;  der  Hebt  hiim  und  damit  die  dem  Gelenke 
enJL,M»ü;en\virkende  Last.  Uatul  m  llaiul  damit  wird  das  statische 
Moment  in  Bezug  aul  jeden  lulgenden  Knoten  verringert,  so  dass 
jetzt  vielleicht  die  Krümmung  in  einem  Knoteo  beginnt,  der  bisher 
die  Last  nicht  zu  bewältigen  vermochte. 

Bei  der  apicalen  Lage  der  Aelire  und  der  ansehnlichen  LUnge 
des  Halmes  ist  das  statisch«*  Moment  für  den  basalen  Knoten  eines 
horizontal  gehaltenen  Grashalmes  sehr  ansehnlich.  Zur  Ermittlung 
.  dieses  statischen  Moments  Iseslimmt  man  den  Schwer]^unkt,  den  Punlu 
bei  dessen  Unterstützung  der  Halm  in  horizontaler  Lage  bakmcirt, 
femer  das  GesammtgewichU  Das  Product  dieses  mit  der  Distanz  des 
Schwer{Hinktes  von  der  Basis  ist  das  in  Bezug  auf  diesen  Punkt 
gesuchte  statische  Moment. 

Ein  kräftiger  1,46  m  hoher  Roggen,  dessen  Aehre  der  Reife 
entgegen  ging,  wog  z.  B.  8,5  g.  Da  der  Schwerpunkt  von  dem 
basalen  Knoten  630  mm  entfernt  war,  so  hatte,  bei  Horizontalslelluog 
des  Ganzen,  das  5,5  mm  dicke  Gelenk  einer  Kraft  entgegenzuwirken, 
die,  in  Bezug  aur  einen  Hebelarm  von  1  mm,  einem  statischen  Mo-' 
ment  von  5305  g  entsprach. 

Für  ein  el\va>  jüngeres  Exemplar  von  Trilicum  siili,'are,  dessen 
basaler  Knoten  anniiiiernd  den  in  Versuch  40  (p.  395)  angt;gebenen 
Dimensionen  entsprach,  ergab  sicli  ein  .statisches  Moment  von  2500  g. 
Da  der  Versuch  iO  aber  als  Maxinialleistung  ein  statisches  Moment 
von  2291  g  ver/eiciinel,  so  ist  zur  Bewilligung  des  Momentes 
von  2500  g  kaum  ein  jüngerer  Knoten  geeignet,  ein  älterer  mit 
schon  starrem  Stengeltheil  aber  nicht  mehr  befähigt.  Ohne  weiterem 
Eingehen  auf  Details  mag  nur  noch  erwidint  sein,  dass  fUr  einen 
blühenden,  kräftigen,  1,0i  ni  hohen  Cin<|uanlinoffiais,  bei  Horizontal- 
stellung, für  die  Basis  ein  statisches  Moment  von  46,22  kg  ermittelt 
wurde. 
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F.  Bemerkaugeü  Uber  die  KrlLmmiuigamechaiuk. 

Es  durfte  hier  am  Platze  sein,  einen  kurzen  Ausblick  auf  die 
Mechanik  der  Krllnimungsbewcgungen  anziiscliliessen,  wenn  ich  auch 
thatsächlich  nichts  piincipiell  Neues  den  in  der  Pliy^iologie  (Bd.  II, 
p.  177)  entu  ickelien,  aber  üflers  nicht  genugsam  beachteten  Gruud- 
zUgen  hinzuzulügcn  habe. 

SelbslverslJlndiich  ist  zur  Erzielung  der  KrUmmung  eine  relativ 
ungleiche  Verlängerung  der  antagonistischen  Hälften  nolhwendig  und 
dieses  Ziel  wird  entweder  durch  entsprechende  Verlheilung  des 
Wachslhums  (\Varhsthum.skrttmiDUDg)  oder  durch  elastische  DebouDg 
der  Zellwande  (Varialionsbewegung)  erreicht.  Der  KrOmmiiag  an 
sich  aber  veruag  man,  ebensowenig  wie  einer  Bewegung  über- 
haupt, anzusehen,  mit  welchen  Eneiigie-  und  Hilftmilteln  sie  erreicht 
wurde.  Die  Aufdeckung  dieser  ist  eben  eine  der  Au^ben  und 
diese  fUUt  bei  Wachsthumsbewegungen  mit  der  Ermittlung  der  Wachs- 
thumsmecbanilc  zusammen,  die  durchaus  nicht  in  allen  FAllen  völlig 
identisch  sein  muss,  ja  im  weitem  Rttckverfolg  auf  die  Kette  der 
maassgcbenden  und  mithelfenden  Factoren  sicher  sehr  oft  Differenzen 
au&uweisen  hat. 

Da  aber  eine  Turgorsteigerung  keineswegs  eine  allgemeine  Be- 
dingung für  die  Beschleunigung  des  Wachsens  ist,  so  ist  eine  Turgor- 
steigerung, resp.  eine  Turgordill'erenz  auch  nicht  als  allgenjcine  oder 
primäre  Ursache  der  das  Krümmen  herbeiführenden  Wachsthums- 
vertheilung  zu  erwarten.  Wo  während  des  KrUmmens  eine  Turgor- 
steigerung sich  einstellt,  werden  wir  dieselbe  vielmehr  als  ein  unter- 
stützendes Mittel  im  analugen  Sinn  anzusehen  haben,  wie  in  den 
Leistungen  gegen  Widerstände,  in  denen  ebensowohl  Veranderiicbkeit 
als  Constanz  des  Turgors  gefunden  wird. 

In  Triticum  vulgare  und  spelta,  in  deren  Knoten  bei  voller 
mechanischer  Hemmung  der  KrUmmung  eine  Turgorschwellung  fehlt, 
bleibt  eine  solche  begreiflicherweise  auch  aus,  wenn  die  Krümmung, 
unter  Leistung  geringer  oder  ansehnlicher  Aussenarbeit,  realisirt  wird. 
In  Hordeum  dagegen  wird  die  Tui^rschwellung  nm  so  ansehnlicher, 
je  hoher  der  zu  überwindende  Widerstand  ist.  Fehlt  deshalb  eine 
Turgorsteigerung  unter  normalen  KrUmmungsbedingungen,  so  ist  nicht 

u* 

Digitized  by  Google 


412 


[ISO 


ausgeschlosseo,  aber  nicht  nothwendig,  dass  jeoe  sich  bei  Steigerung 
des  zu  bewältigenden  Widerstandes  einstellt.  ThatsachUch  scheint  eine 

Turgorsteigeruijy  in  normalen  WachslhuniskrUminungen  häufig  nicht 
einzutrelea  und  Wortma>>')  sowie  Noll^)  vermissten  eine  solche 
in  den  von  ihnen  untensuchlen  geotropisclieu  Ki  uiiiinuogcn  gUnzlich. 
Ja  diese  Koischcr  beohachtelen  sogar  bei  Krüaiiiinugsbevvegungen, 
in  dein  sclineller  waclisenden  liewebe  der  Convexhalfte,  eine  geringe 
Abnahme  der  Turgorkrafl.  Ein  solrhns  Vorhallen  ist  übrigens  gut 
zu  verstehen,  da  auch  das  Constanlerhaiten  der  Turgorkrafl  eine 
regulatorische  TbUtigkeil  fordert  und  schliesslich  jede  Selbslr^ulation 
nur  innerhalb  gewisser  Grenzwerthe  eine  Differenz,  zu  vermeiden 
vermag  (vgl.  p.  304). 

Dagegen  können  bei  constanter  Blasticitat  der  ZeUwand  Be- 
wegungen nur  durch  Turgorveranderungen  erzielt  werden  und  dieses 
Mittel  ist  bei  den  Reizbewegungen  der  StaobAldea  der  Gynareen, 
der  Gelenke  von  Mimosa  n.  s.  w.  in  der  Pflanze  dienstbar  gemacht. 
Auch  die  geotropischen  und  heliotropischen  Variationskriimmungen 
der  Gelenke  von  Phaseolus  u.  s.  w.  mag  die  real  gefundene  Tui^r- 
Hnderung')  betreiben,  wenn  es  auch  noch  fraglich  bleibt,  ob  letztere 
allein  in  diesen  und  den  nyctitropischen  Yariationsbewegungon  ent- 
scheidend ist'). 

Schon  der  Vergleich  der  Varialions-  und  Wachslhumsbewegun- 
gea  lehrt,  dass  die  mcclianischeu  Millel  der  Ausführung  selbst  dann 

()  Bcriclite  d.  bolao.  Gesellschari  1887,  p.  964. 

t)  ArbaH.  d.  bot.  InslUnls  in  WOnbarg  1888,  Bd.  ül,  p.  &H.  Vgl.  auch 
Prsmi,  Energetik  4891,  p.  8t7. 

3)  HikBVM,  Uotenudi.  a.  d.faotan.  lostitut  in  Tobiagsa  1881,  Bd.  I,  p.  31. 
Die  gefundenen  Differenzen  von  I  Proc.  Kalinipetor  entsprediett  einer  Toigor- 

Intensität  von  3,6  Almosph'.iren. 

i]  Eine  nur  transitorischc  und  »tcts  rückgängig  werdende  Turgorscbwaokuag 
ist  natürlich  auf  plasmoiyliscbem  Wege  nicht  zu  erkennen.  So  liegt  die  Sache 
bei  MinMMa  u.  e.  w.  and  mUglieb  w8re  aucb,  dass  «us  solchem  Grande  In  den 
aus  den  Geleniten  hergestellten  Schnitten  bei  nyctitropischen  Bewegungen  «hm  Tur- 
gofdlfferens  nicht  su  erkennen  ist  (vgl.  Ppbfker,  Energetik  f893,  p.  üH).  Doch 
ist  eine  Vermittlung  durch  eine  im  Dienste  des  Lebens  sioli  vollziehende  ElasticitSts- 
änderung  in  der  nicht  waclisenden  Il.uit  ebenfalls  möglich  und  Torsionscrscheinungen 
dürften  eiae  solcbe  bis  zu  einem  gewis&ea  Grade  erfurdcrn.  Dass  in  Wurzeln 
and  in  Gradenoten  sich  die  durch  Widerstünde  redacirte  Turgorsteigerung  bei 
Plasmolyse  erbttlt,  wurde  in  dieser  Arbeit  speciell  erwiesen. 
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nicht  immer  dieselben  sind,  wODn  formell  ähnliche  ErscbeiDUDgeD 
durch  dasselbe  Uussere  Agens  veranlasst  werden.  Die  immer  und 
speciell  auch  in  Bezug  auf  KrUmmungsbew^lttng  wiederkehrende 
Forderung,  dass  die  Mechanik  ttberall  identisch  sei,  ist  nnr  aus  der 
natttrlicben  Neigung  zu  vereinfachendem  Schematisiren  oder  ans  eng^ 
berxiger  Betrachtung  der  lebenden  Natur  zu  verstdien.  Denn  in  dem 
geaammlen  organischen  Getriebe  tritt  allgemein  eme  bewundems* 
wertbe  MannigfUtigkeit  uns  entgegen  und  dieses  auch  in  Bezug  auf 
die  Wage  und  Mittel,  auf  die  Combinationen,  mit  denen  die  Ziele 
erreicht  werden.  Der  morphulogischen  Betrachtungsweise  drängt 
sich  solches  so  unwiderstehlich  auf,  dass  es  längst  anerkannt  wurde, 
doch  h"efert  auch  die  Verwendung  der  Blatlorgane  zum  nahrungs- 
bei eilenden  grünen  Laubblatt,  zur  Coustruction  der  Sexualorgane,  zur 
Uebemahnie  der  Functionen  der  Wurzel  sprechende  Beispiele  dafür, 
dass  mit  demselben  Ausgangsniitlel  Verschiedenes  erzielt  wird.  Um- 
gekehrt wird  auch  der  functionellen  Bedeutung  nach  Gleiches  mit 
verschiedenen  Mitteln  cneichl.  Dieses  lehrt  nicht  minder  die  ver- 
schiedene Manier,  in  weicher  organische  Nahrung  gewonnen,  in 
welcher  ferner  dasselbe  Product  erzeugt  wird  und  das  Leben  mit 
und  ohne  Sauersloffalbmung  liefert  ein  schönes  Argument,  wie  eng- 
herziges Schematisiren  sich  gegen  eine  physiologisch  so  bedeutungs« 
volle  Tbatsache  verschloss,  die  auf  differente  Gewinnung  der  nötbigen 
Betriebeenei^e  hinauslttuft. 

Auch  speciell  die  Wacbslhumsmecbanik  der  Zellhaut  spielt  sich 
sicher  nicht  in  allen  Fttllen  in  ganz  identischer  Weise  ab  und  selbst 
wenn  die  letzten  Acte  volle  Uebereinstunmung  bieten  sollten,  muss 
der  causale  weiter  und  weiter  gehende  Rttckverfo^  auf  Dilferenzen 
führen,  sofern  überhaupt  solche  DiflTerenzen,  wie  es  Thalsache  ist,  in 
dem  Stoff*  und  Kraftwechsel  geboten  sind.  Krttmmungsbewegungen 
aber  können  in  der  maassgebenden  nächsten  Mechanik  noch  dann 
Unterschiede  bieten,  wenn  die  Wachslhumsmecbaaik  der  Zellhäute  sieb 
in  gleicher  Weise  volliichl. 

Es  wSre  aber  nicht  nnr  ini[)raklisch,  sondern  auch  historisch 
ungerechtfertigt,  den  Begrill'  von  Geotropismus,  Heiiotropismus  u.  s.  w. 
auf  eine  ganz  bestimmte  einzelne  Bewegungsmechanik  einzuschränken. 
Denn  diese  Bezeichnungen  wurden  ohne  jede  Kcuntniss  der  inneren 
VermitUung  eiogefubrt,  uiu  damit  babiluell  ähnliche,  durch  einen 
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bestimmten  äusseren  Ansloss  veranlasste  Erscheinungsformen  zu  konn- 
zeichnen. Kiue  solche  gcnorclle,  auf  leicht  zugangUche  Indicien  ge- 
baute Zusaminonfassung  ist  aber  absolut  unerlässlich,  wenn  man 
nicht  Gefahr  laufen  will,  mit  der  fortschreitenden  Erkenntniss  von 
Differenzen  in  dem  irgendwie  vermittelnden  Getriebe  den  wohlbe- 
rechtigten  lilinheitsbegrill*  für  Gruppen  von  Erscheinungen  zu  ver- 
lieren'). Auch  der  Name  Dampfmaschine  hat  sich  in  generellem 
Sinne  erhalten,  obgleich  die  jetzt  bekannten  Maschinen  von  der  ersten 
zu  Bewegungen  benutzten  Maschine  in  ihren  näheren  CoDStruclionea 
und  Anordnungen  wesentlich  abweichen. 

Was  die  nächste  mechanische  Vermilllung  der  Krümmung  an- 
belangt, so  ist  klar,  dass  bei  eirizelliircn  Organismen  im  allgemeinen 
I  die  Wachsthumsdifferenz  in  den  anlagonistischen  Flanken  der  Zellwand 
eine  nothwendige  Bedingung  ist.  In  Geweben  dagegen  kann  eine 
Krümmung  zu  Stande  kommen,  ohne  dass  die  einzelne  Zelle  ein  actives 
Krummungsstreben  entwickelt.  Denn  es  genUgt,  dass  exceatnsch 
ntoirte  Elemente  eine  totale  oder  relative  Wachsibumshemmung  er- 
fabran,  um  die  BedinguDgeii  für  die  Krümmung  in  analoger  Weise 
herzustellen,  wie  in  einer  Wurzel,  deren  eine  Flanke  mit  einem  Stahl- 
streif  oder  Kautschuckstreif  verkettet  ist  (p.  392).  Die  Binkrümmuiig 
erfolgt  jetzt,  obgleich  die  Wurzel  ftlr  sich  geradlinig  zu  wachsen 
Btrabt,  und  die  dem  Abstand  von  der  neutralen  Achse  entsprechend 
geregelte  Ausgiebigkeit  des  Wacliscns  mag  daran  erinnern,  dass  ZU 
solcher  harmonischen  Regulation  die  mechanischen  Wechselwirkungen 
und  nöthigenfalls  die  daraus  entspringenden  Reizwirkangen  soreichend 
sein  können^. 


I)  Hdlotropimu«,  6«olro|>iHDtt8  etc.  bexogen  «leb  xnniebsl  nur  raf  ent- 
vpreohoodo  Krämmungen,  das  einzig  miSgliobe  Beaetlioii8v«nn0geD  restgewur/elinr 
Pflanzen.  Hi-storiscfi  ist  also  nichts  dagegen  ?»  ^agen,  wenn  man  einer  mit  der 
freien  Ortsbeweguog  anderen  Erschoinungsfonu  der  Kcaclion  die  Bezeichnung  Geo- 
taxis,  Pbotolaxis,  Chemotaxis  u.  s.  w.  gibt.  Ein  solches  Vorgehen  ist  aber  praktisch, 
tun  stets  in  kennsetehnen,  ob  man  die  Brscheinuiigsfonn  der  Krttnunaogsbewefang 
oder  freieo  Ortsbewogung  im  Auge  hat  Ueber  die  innere  Temttthmg  a.  s.  w. 
ist  also  damit  gar  nichts  NShcrc.s  ausgc<iagt.  Doch  müssen  bei  aller  physiologi- 
schen Uebereinstimmung  gewisse  DilFerenzen  bestellen,  schon  weil  beim  Schwim- 
men die  nächste  mechanische  Erzielung  der  forttreibenden  kraft  in  anderer  Weise 
als  beida  Krümmea  steh  ToUsieht. 

1)  Dieses  gilt  aocb  fQr  die  psssiv  milgekrQimiilea  Tbeiie. 
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Ich  bin  weit  entferot,  diese  einfache  Me<dianik  fUr  alle  KrUm- 
moDgBvorgäoge  zu  fordern.  Fttr  die  Grasknoten  habe  ich  im  6e- 
gentheU  hervorgehoben,  dass  und  warum  eine  acUve  correlalive 

Wachsthumsthätigkeit  in  den  verschiedenen  CollenchymstrUngen  noth- 
wendig  i.st  und  analog  wiid  es  gewiss  -sehr  gewöhnlich  in  den 
autonomen  oder  in  den  durch  Reize  inducirlen  Krümmungen  sein. 
Ich  wollte  hier  nur  hervorheben,  dass  in  Geweben  eine  KrUmmung 
auch  olme  Kriimmungsbestrebungen  der  einzelnen  Zeile  mögUch  ist 
und  es  würde  eher  wunderbar  sein,  wenn  diese  Möglichkeit  in  (1(m- 
Pflanze  nicht  ausgenutzt  wäre,  z.  B.  indem  die  Retardirung  des 
Wachsens  in  einzelnen  geeignet  gelegenen  Elementen,  oder  die  Aus- 
bildung resistenterer  Zeihen  die  VeraniasBung  zu  Krümmungen  im 
oben  angedeuteten  Sinne  abgibt. 

Eine  solche  Mechanik  ist  aber  nur  in  Geweben  mOgUch  und  nur 
in  solchem  Sinne  habe  ich  auf  die  ja  unbestreitbare  theoretische  Mdg" , 
lichkeit  einer  derartigen  Krümmung  mit  dem  Bemerken  aufmerksam 
gemacht,  dass  unter  Umständen  ein  Unterschied  zwischen  der  Krttm- 
mung  einer  einzelnen  Zelle  und  eines  Gewebes  bestehen  könne 
'  Uebrigens  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  das  Krttmmungsbestreben  der 
einzelnen  Zellen  für  sich  nicht  ausreicht,  um  einen  dicken  Stengel 
zum  Kraounen  zu  bringen,  da  zur  Bealisirung  dieses  zugleich  eine 
retailive  Verschiebung  der  Wacbsthomsscbnelligkeit  eintreten  muss, 
also  das  schon  oben  erwflhnle  Fundament  der  GewebekrUmmuog 
unerlUsslich  ist. 

Es  bezieht  sich  alles  dieses  —  was  oll'cnbar  vielfach  nicht  be- 
achtet ist  —  ganz  allein  auf  die  Mechanik  des  Krümmen.-,  nicht  auf 
die  des  Wachsens.  Ueber  diese  sagt  keine  Bewegungserschemuni.;  ;m 
sich  etwas  aus  und  nut  derselben  Wachsthumsmechanik  kann  eben- 
sowohl die  KrUmmung  einzelliger,  wie  viel/elliijer  üri^ane  erreicht 
werden,  wenn  nur,  was  inuner  Voraussetzung  bleibt,  die  ent- 
sprechende Yertheilung  des  Zellhaulwachsthums  erreicht  ist.  Auch 
ist  einleuchtend,  dass  es  sich  nur  um  einen  Unterschied  in  der 
Krümmungsmechanik  nicht  aber  in  der  Wachsthumsmechanik  handelt, 
wenn  als  active  Krammungsorsache  die  Wandung  der  einzeben  Zelle 
das  einemal  eine  gleichmHssige,  das  anderemal  eine  local  verschiedene 
Aenderung  des  Wachsens  anstrebt. 

4)  Physiologie  Bd.  II,  p.  ISS,  3St. 
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Was  in  einem  concreten  Falle  zotrifft,  ist  nur  schwer  zu  enl- 
scheiden,  da  die  Realisirung  der  Krttniniung  jedenfalls  eine  ungleidi- 
seitige  Verl9lDgerung  in  der  einzelnen  Zelle  herbeiführt.  In  dem  Knolen 
der  Grtlser  dürfte,  so  mochte  ich  glauben,  in  den  einzelnen  Elementen, 
insbesondere  in  den  Gollenchymzellen  eine  active  Krtimmungsihatigkeit 
durch  die  geotropiscbe  Reizung  veranhisst  werden.  Entscheidende 
Beweise  ftlr  diese  Meinung  kann  ich  freilich  nicht  beibringen  und 
diese  sind  u.  a.  auch  nicht  aus  der  Tbatsache  abzuleiten,  dass  nach 
Entfernung  des  iusser«!  und  inneren  Parenchyn»  des  Blattknolens 
die  geotropiscbe  Reactionsfllhigkelt  noch  vorhanden  ist 

So  viel  ist  aber  hinsichtlich  der  Wacbslhumsmechanik  sicher,  dass 
eine  plastische  Dehnung  nicht  die  Ursache  der  geotropischen  Krümmung 
im  Grasknolen  sein  kann,  denn  die  elastischen  Verhältnisse  des  Collen- 
chyms  erhalten  sich  dauernd  derartig,  dass  seihst  eine  viel  höhere  als 
die  im  Knolen  zur  Verfügung  stehende  iiicclianische  Energie  eine  Uel)er- 
schreilimg  der  Klasticil5\tsc:ronze  nicht  herbeizuführen  vermag  fp.  405).' 
Das  in  diesem  und  in  iiuderen  Objecten  im  Gipsverband  bis  zum 
Entspannen  fortschreitende  Wachsen  kann  überhaupt  nicht  durch 
plastische  Dehnung  der  Haut  erklärt  werden. 

Als  Folge  dieses,  trotz  der  mechanischen  Hemmung  foilschrei- 
lenden  entspannenden  Wae  lisi  n^.  kommt  mit  dem  Knfgipsen  die  Ver- 
lilngerung  der  isolirten  Wur/.chi  imd  analog  die  niüssige  Krümmung  der 
zuvor  horizontal  gehaltenen  Grasknoten  zu  Stande').  Doch  ist  natürlich 
nicht  für  jede  sichtbar  werdende  Krümmung  ein  realisirtes  Flöchen- 
wachsthum  der  Zellhaul  nothwendig,  denn  die  Krümmung  kann,  abge- 
sehen von  TurgordilVerenzen,  auch  durch  eine  ungleiche  Dehnbarkeit  der 
Wandung  veranlasst  werden,  w  elche  itii  ^ilh(.'ren  wiederum  auf  Differen- 
zen in  der  Dirke  oder  in  der  Elasticitat  beruhen  kann.  Wenn  aber  in 
der  Vertheil ung  solcher  Verhältnisse  eine  Asymmetrie  besteht,  muss  bei 

1}  Wird  eins  «iiigegipste  Wmcat  ton  Faha  S  Tig»  horiionUl  gebalteo  und 
daoo,  mH  thooliebsler  Teraieidong  voa  Zemingen,  entgipM,  w  tritt  ein«  merk- 
liche geotropisclic  Krümmung  weder  sogleich,  nocli  nach  Injeclion  mit  Wasser 
ein.  Die  plastischen  Eigenschaflon  der  Wurzel  fallen  freilich  in  diesen  Versuchen 
in.s  Gewicht,  doch  ist  immerhin  dem  besagten  Erfolge  zu  entnehmen,  dass  unter 
diesen  Vcrsuchsbedia^ungeu,  iu  wciclien  die  Gcsammtreaction  gegen  eiae  Widerlage 
zur  Oellung  kan,  eine  «rbebliche  DIffereu  In  d«r  Dabnbarktit  der  Waadangm 
oder  im  Targor  zwisdwn  Ober-  und  Untenaile  sieh  nieht  wosteltte,  da  In  dieaaoi 
Fall«  eine  Beognng  hStte  eintreten  mfiasen. 
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symmetrischer  Verlheiiung  der  Turgorenergie  eine  enlsprechende 
Beugung  eintreten.  Falls  eise  solche  gflDzlicb  fehlt,  kann  auch  kein 
Unterschied  in  der  Ausbiegung  eintreten,  wenn  ein  Ohject  durch  ein 
bestimmtes  Gewicht  abwechselnd  nach  der  elnea  und  andern  Seile 
gebeugt  wird,  eme  Methode,  die  zunächst  nur  auf  leichtere  Wahr- 
nehmbarkeit der  besagten  Widerstandsdififerenzen  berechnet  ist. 

Soldie  BeugangBuoterschiede  können  aber  immer  noch  das  Re- 
snltat  verschiedener  Complicationen  sein.  Ohne  naher  hierauf  einzu- 
gehen ist  doch  Idar,  dass  man  nicht  aus  denselben  mit  Noll*)  auf 
eine  Zunahme  der  Dehnbarkeil  in  der  CSonvexseite  schlieasen  darf, 
da  jede  relative  Verschiebung,  also  auch  eine  Zunahme  der  Elasti- 
cüÄl  auf  der  Concavseite,  den  analogen  Erfolg  haben  muss.  Weiter 
aber  darf  eine  gemessene  Differenz  der  Dehiibarkeil  als  Ursache  der 
Krümmung,  d.  h.  des  enlspiecheudea  Wachslhums,  doch  erst  dann 
ange.^pruchcn  werden,  wenn  erwiesen  ist,  dass  jene  nicht  selbst  die 
Folge  des  Wachsens  ist.  Letzteres  ist  aber  z.  B.  gewiss  der  Fall, 
wenn  die  Dehnbarkeit  der  Zelhvandimi;en  mit  den»  Hingipsen  ab- 
nimmt oder  wenn  ein  mechanischer  Zug  ziemlich  schnell  eine 
Steigerung  der  Tragfähigkeit  in  den  Zellwandungen  veranlasst^.  In 
beiden  FttUen  ist  dieser  Unterschied  schon  physikalisch  messbar,  bevor 
man  eine  Verdickung  der  Wandungen  unzweifelhaft  zu  erkennen  ver- 
mag und  Aehniiches  kann  sehr  wohl  bei  geotropischen  und  anderen 
Krümmungen  zutreffen.  Zugleich  kommen  mit  dem  Anstreben  der 
Krümmung  ants^gonislische  Wirkungen  der  Gewebe  zur  Geltung, 
die  selbst  wieder  Veranlassung  zu  Wachsthumsnnterschieden  geben 
können. 

Ohne  die  Möglichkeit  leugnen  zu  wollen,  dass  Zunahme  der  Dehn- 
barkeit eine  Ursache  des  Flacbenwachsthums  der  Zellhaut  in  con- 
creten  Fallen  werden  kann  (vgl.  Kap.  XUI},  muss  doch  betont  wer- 


<)  Arbeiten  des  bot.  Instituts  in  Wiirzburg  t  888  ,  M.  III,  p.  Sil.  Aehn- 
licbe  Versuche  wurden  auch  scboD  voQ  Wibsms«  aogestelU.  Vgl.  PtfBwm,  Phy- 
siologie Bd.  II,  p.  322. 

t)  NShem  wird  die  dtmnSciMt  erwbeineiid«  Arbelt  Hislba's  briogen,  über 
die  icb  dne  vorttafige  Jlitlbeltaiig  gub  in  Beriebt,  d.  Siebs.  Gesellschaft  d.  Wlssen- 
sebeftaa  1891,  p.  638.  In  dieser  Arbeit  Hietn's  werden  «ach  die  anatomi- 
schen Aenderungea  bei  aasgelQbrlea  oder  gebeniDleii  Bewegungen  der  Oraslmoten 
erörtert  werden. 
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ficn,  dass  Noll's  Versuche  diese  Annahnip  nicht  lieweiseo.  Nur  um 
auf  dieses  hinzuweisen,  mussle  ich  iuer  auf  diese  lieugungsversuche 
etwas  eingehen,  die  auch  wir,  in  methodisch  ähnlicher  Weise  wie  Nou, 
mit  Gra.vknotcn  anstellten,  welche  wahrend  %i  bis  48  Stunden  in 
horizonlaler  Lage  in  einem  anschliesseDden  Gipsverband  zogebracbi 
halten. 

Der  Ausfall  der  Reaultale  lehrte  indess,  dass  es  sich  hier  um 
verwickelte  Verhältnisse  dreht,  deren  Zergliedemng  hier  nicht  ver- 
sucht werden  soll.  An  den  direct  dem  Gips  entnommenen  intacten 
oder  halbirten  Knoten  eigab  sich  keine  sichere  Bevorzognng  der 
Aosbieguog  nach  der  zuvor  aufwilrts  oder  abwArts  gerichteten  Seite*). 
Wenn  aber  auf  die  Objecto  einige  Zeit  eine  nicht  plasmolysirende 
Salpeterlosung  eingewirkt  hatte,  kehrte  in  Wasser  wohl  die  frohere 
Uiegungsfestigkeit  zurück,  die  Ausbiegung  nach  der  (geotropisch) 
oberen  und  unleren  Seile  zeigte  aber  jetzt  Unterschiede,  die  wenig- 
stens zumeist  in  demselben  Sinne  ausfielen. 


XII.  BäckbUck. 

Zum  Schluss  durfte  ein  allgemeiner  Ausblick  am  Platze  sein, 
der  zugleich  eine  Zusammenfassung  der  wesraüidisten  Resultate 

unserer  Studien  bietet. 

Es  ist  eine  wichtige  und  wtseiuliclie  Eigenschalt  der  Pllanzea, 
dass  sie  heim  Audi  eilen  aitl  Il'unnnisse  ihr  Waclisthniu  tot  t/.usetzen 
streben  und  Hand  in  Haixl  damil  liegen  Widerstände  Üruckwirkuiii^en 
und  Arbeil>lei.>tungen  zu  volibriii::»'!!  vermögen.  Diese  Fähigkeil  ist 
sicherlich  eine  allgenu'ine  Eii^ensehult  j(Mles  wachsenden  Pflanzenlheils 
und  jeder  wachsenden  Zelle,  eine  Fähigkeit,  die  erst  mit  dem 
Waehstlium  erlischt,  also  auch  dann,  wenn  etwa  durch  die  von 
dem  Widerstand  ausgehende  Reizwirkung  das  Wachslhum  sisUri 
und  so  das  Zustandekommen  von  weiterer  Aussenleislung  verhin- 
dert wird. 


l)  Nach  vollsUindigcr  Auriiebuiig  (!••>  Tiir^ors  sinkt  die  Hicgungsfcätijs'kcit  im 
i(iii^>cn  Graskaotcn  etwa  auf  \  der  normalen  Urühse,  waluroad  io  älteren  tiras- 
kuotcn  ein  viel  geringerer  Rückgang  eintritt. 


Dlgltized  by  Google 


fsi]       Dmiai-  ORD  AMMmLimrom»  dvmi  ▼AomiiM  ppLANnir.  419 

Naturgemciss  wird  aber  diese  Fähigkeit  in  sehr  verschiedenem 
Grade  in  Anspruch  genommen.  Denn  ohne  iiussoren  Widerstand 
gibt  es  keine  Aussenloislung,  die  also  germg  ausHillt,  wenn  der 
Widerstand  von  Wasser  oder  Luft  zu  überwinden  ist,  während  sie 
L.  1).  im  Erdb()(l»'n  geringe,  aber  auch  sehr  fiohr  Werlh(?  erreichen 
kann.  Uebrigens  ist  auch  die  Hebung  der  eif^enen  Last,  die  Sprengung 
der  Knospenschuppen  durch  den  wachsenden  Spross,  der  Durclibruch 
der  Seilenwurzeln  u.  s.  w.  für  das  aclivo  Pllanzenorgan  eine  Aussen- 
arbeit,  wie  denn  Oberhaupt  lUr  jede  einzelne  Zelle  in  einem  Ge- 
webe die  umgi  l)cn(li  ii  Zellen  eine  Aussenwelt  siod,  vvülche  Üiatäücb- 
iicli  sehr  hohe  Widerstände  bieten  kann. 

Zu  höherer  Aussenicistung  kann  es  nur  dann  kommen,  wenn 
Ausweichen  und  Ausbiegen  ausgeschlossen  ist,  und  nur  wenn  die 
genügende  Widerlage  geboten  ist,  wird  die  Kntwicklung  des  hüchslOD 
Druckes  müglich.  Diese  Bedingungen  wurden  in  unseren  Versuclien 
durch  den  Gipsverband  hergeslelll,  doch  werden  sie  gelegentlich  in 
der  Natur  realisirt,  so  i.  B.  wenil  Wuraehi  in  enge  Kanäle  eindringen 
oder  wenn  ein  Stamm  in  geeigneter  Weise  zwischen  Kelsen  geräth. 
Auch  in  der  Führung  des  wachsenden  Grasstcngels  in  der  lialm- 
scheide  und  in  ähnlichen  YorhttUnissen  sind  die  Bedingungen  fUr 
hohe  Leistungen  (Gewichlsbebung  etc.)  durch  an  sich  wenig  resistente 
Gewebe  hergestellt. 

Wie  weit  ohne  allseitige  Wideriage,  aber  bei  zureichender  Be- 
festigung, das  Ausbiegeo  vermieden  wird,  also  die  Aussenenergie  der 
Pflanze  steigen  kann,  httngt  selbsiverstSndlich  von  den  .Eigenschaften 
dos  Pflanienoigans,  ioabesondere  von  dessen  biegung^festem  Bau  ab. 
Dieserhalb  verinttgen  die  leicht  biegsamen  und  plastischen  Wurzeln  nur 
geringen,  die  Stengel  aber  scbon  höheren  Druck  in  Richtung  der  Lilngs- 
achse  zu  entwickeln.  Auch  müssen  die  Stengelorgane  an  sich  ge- 
nOgend  biegungsfest  gebaut  sein,  da  sie  die  Last  der  hoher  stehen- 
den und  ansitzenden  Theile  zu  tragen  and  in  deren  geotropiscber 
Hebung  unter  Umstünden  eine  ansehnliche  Arbeit  zu  leisten  haben,  ein 
Fall,  der  in  Bezug  auf  die  Grasknoten  naher  bebandelt  wurde.  So  kann 
audi  die  feste  Widerlage  des  Holzkorpers  die  Entwicklung  eines  hohen 
Druckes  durcb  die  Thiltigkeit  des  Cambiums  und  der  wachsenden 
Zellen  gestetteo.  Femer  vermögen  selbst  jugendliche  Wurzeln  durch 
ihr  Dickenwachsthum  mit  hoher  Energie  gegen  zwei  Platten  zu  wir* 


420 


W.  PMmi, 


ken,  wenn  auch  so,  wahrend  seitliche  Verbreiterung  ausgeführt  wird, 
der  Druck  nicht  dieselbe  Höhe  zu  erreichen  scheint,  wie  bei  allsei- 
tiger Widerlage.  Eine  solcho  kann  übrigens  voIlstJindiK  durch  Um- 
hüllung einer  nach  Waciistlium  strebenden  Zelle  mit  anderen  Elementen 
im  Inneren  eines  Gewebes  hergestellt  werden. 

Vermöge  der  biegsamen  und  plastischen  Eigenschaften  wiid  also 
eine  Wurzel  in  cincu)  Boden  zumeist  unter  Umgehen  von  Steinen  u.s.w 
ihren  Weg  finden  imd  (iiMiiij;eiiia.ss  in  dem  Streben  nach  Löngen- 
wachsthiini  e:e\vuliniich  geringe  Aussenenergie  entwickeln,  die  eben 
nur  dann  hoher  angespannt  wird,  wenn  ein  Ausweichen  unmöglich 
ist.  Höher  steigt  schon  der  (Jnerdruck  der  in  einen  engen  Spalt 
gerathenen  Wurzel,  die  sich  durch  das  nach  Möglichkeit  ausgeführte 
Wachsen  abflacht.  Ein  solches  thunliclisles  Reahsiren  des  Wachsens 
führt  uberi)aupt  zur  festen  Anschmiegung  an  eine  \\  iderlage  und 
ermöglicht  der  plastisch  bildsamen  Wurzel  ihren  Weg  selbst  durch  eine 
recht  enge  Oeffnung  zu  linden.  Analoges  tritt  übrigens  in  mehr  oder 
minder  autTälligem  Crade  allgemein  ein.  So  ist  z.  B.  der  hervor- 
brechende Gallus  ebenso  zur  Ausfüllung  einer  Form,  gleichsam  wie 
eine  plastische  Masse,  beftlhigt,  und  durch  localo  mechanische  Hem- 
mung des  Dickcnwachsthums  kann  man  z.  ß.  dem  Stamme  die  maaDig-* 
facbste  Gestaltung  des  Umrisses  ertheilen. 

Die  specifisch  difTerenle  Fähigkeit  zur  Druckentwicklung  gegen 
eine  unnachgiebige,  allseitige  Widerlage  wird  zweifellos  der  Inan- 
spruchnabme  der  Pflanzen  mehr  oder  weniger  angepasst  sein.  In 
unseren  Versuchen  entwickelten  die  Keimwurzeln  in  der  Lttngsrichlung 
eine  Druckintensitat  von  etwa  7  bis  12  Atmoaphttren,  wahrend  die 
Intensität  des  Querdruckes  etwas  geringer,  annähernd  zwischen  4|- 
bis  6|-  Atmosphären  (vielleicht  zufällig)  gefunden  wurde.  Eine  solche 
Differenz  zwischen  Längs-  und  Querrichtung  zeigen  nicht  die  Versudie 
out  Keimstengeln,  die  als  Druckintensitäl  5i-  bis  7f  Atmosphären 
ergaben.  Diese  Intensitttt  dürfte  in  der  geotropischen  Action  der 
GraBknoton  15—46  Atmosphttren  erreichen,  also  derjenigen  gleich- 
kommen, welche  nach  EiAns  das  angestrebte  Dickenwacbsthnm  der 
BHume  zu  entwickeln  vermag.  Diese  Mittelwertfae  schliessen  nicht 
aus,  ja  lassen  st^jar  erwarten,  dass  die  Intensität  der  Aossenleistung 
in  einzelnen  Zellen  erheblicher  ist  und  für  die  Wurzel  worde  z.  B. 
darg0than,  dass  diese  Intensität  nach  der  Spitze  hin  zunimmt. 
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VorausnchtliGh  sind  die  meisten  Pflanzen  zo  erheblicher  Bnei^ 
gieentwickiung  befSihigt  und  wahrscheinlich  wird  die  DruckflIhiglEeit 
wachsender  Pflansenlheile  selten  unter  3  bis  5  Atmosphifren  sinken. 
Die  absolute  Energie  ist  natttriich  bei  kleinen  Pflanzen  gering,  wah- 
rend sie  mit  Zunahme  der  wirksamen  Flüche  sehr  hohe  Werihe 
erreichen  kann.  So  ist  es  möglich,  dass  grossere  Wuraehi  oder 
Stammstttcke  mit  einer  Kraft  von  mehr  als  6000  wirInn  und 
es  wird  wohl  verständlich,  dass  durch  solche  Anssenenergie  selbst 
Felsen  gesprengt  werden  können. 

Nadi  dem  Auftreflen  auf  eine  Widerlage  b^innt  sogleich  die 
Entwicklung  von  Aussendnickf  dessen  anfangs  schnellere  Zunahme 
allmühlich  langsamer  und  langsamer  wird.  So  war  z.  B.  bei  Wur- 
zeln schon  nach  3  bis  4  Tagen  die  Druckzunahme  sehr  gering,  doch 
nicht  ganz,  wenigstens  nicht  in  der  Queniclitung  erloschen,  da  ge- 
legentlich erst  nach  i  bis  3  Wochen  die  Sprengung  eines  Gipscylin- 
ders  erreicht  wurde.  Erfolgt  aber  die  Durchbrechung  des  Hinder- 
nisses früher,  so  kommt  es  überhaupt  nur  zu  der  entsprechenden 
Drucksleigerung.  Bei  constanlem  Widerstand,  also  z.  B.  in  einem  Thon- 
boden, wadisl  nuntuehr  die  Pflanze  unter  gleich  bleibender  äusserer 
Arbeitsleistung  weiter,  wahrend  mit  veränderlichem  Aussendruck, 
also  z.  B.  beim  Uebergang  ans  einein  resistenteren  in  einen  weniger 
resistenten  Boden,  die  Inlensiläl  des  Ausseudrucks  und  die  Grösse 
der  Aussenarbeit  einen  entsprechenden  Wechsel  durchzumachen  haben. 
Dabei  ereignet  sich,  z.  B.  bei  Sprengungen,  dass  nach  Erreichung  der 
maximalen  Anssenenergie  der  äussere  Widerstand  urplötzlich  auf  Null 
sinkt  und  es  ist  für  die  Pflanze  wichtig,  ja  uncrllissli(  Ii,  dass  sie 
solchen  sprungweisen  Wechsel  der  Inanspruchnahme,  ebensowohl  wie 
den  langsamen  Uebergang  ohne  Nachlheil  zu  ertragen  vermag.  Die 
Pflanze  wächst  in  der  That  sogleich  und  ohne  wesentliche  Störung 
weiter,  wenn  sie  plötzlich  aus  der  Widerlage  befreit  wird. 

Bei  dem  allmählichen  Fortschreilen  der  Druckschwellung  ver- 
streicht eine  je  nach  dem  Widerstand  kürzere  oder  längere  Zeit,  bis 
es  zum  Aequilibriren  und  dann  zum  Fortschieben  der  Widerlage 
kommt.  Von  da  ab  wächst  die  Pflanze  gegen  einen  constanten,  aber 
verhttllnissmassig  hohen  Widersland,  also  etwa  in  einem  homogenen 
geeigneten  Boden,  jedenfolls  verlangsamt  und  bei  sehr  hohem  Wider« 
stand  sehr  stark  verlangsamt  weiter,  wtthrend  bei  relativ  mttssigem 
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Widerstand  das  Wachstbum  der  Wunel  —  und  ebenso  wohl  anderer 
Organe  —  nur  wenig  oder  vielleicht  gar  nicht  retardirt  wird. 

Zu  der  Energie,  die  nach  wie  vor  für  das  Wachsen  im  Inneren 
der  Pflanze  aufouwenden  ist,  ist  nunmebr  die  Aussenarbeit  hinau- 
gekommen,  d.  h.  die  Pflanze  vermag  bei  solcher  Inanspruchnahme 
eine  höhere  Gesammlsumme  von  Bnai^e  in  Arbeit  umsusetaen. 

Bs  waltet  hier  also  eine  ähnliche  Beziehung  wie  in  einem  Hen- 
sehen,  weldier  nach  dem  Aufladen  einer  mttssigen  Last  mit  derselben 
Schnelligkeit  wie  zuvor  einen  Berg  hinaufzugehen  vermag.  Doch 
darf  die  Last  nicht  zu  gross  sein,  denn  sonst  ist  andi  der  Mensch 
genothigt,  seinen  Gang  zu  verlangsamen,  um  mit  der  in  jedem  regu- 
latorisch  arbeilenden  Organismus  (und  Mechanismus)  doch  stets  be- 
grenzten Bnei^  gleichzeitig  sich  selbst  und  die  Last  fortbewegen 
zu  können.  Mit  der  Beseitigung  des  zu  bewältigenden  Widerstandes 
bedarf  es  aber  wiederum  im  Menschen  wie  in  der  Pflanze  eines  ge- 
ringeren Enei^aufWandes,  um  die  eigene  Bewegung  in  der  früheren 
Schnelligkeit  au&unehmen  und  in  der  That  stellt  sich,  nach  Aufboren 
der  hemmenden  Aussenarbeit,  in  der  Pflanze  die  frohere  Wachsthums- 
schnelligkeit wiederum  ein. 

In  solchem  Vergleich  mit  dem  Menschen,  oder  auch  mit  dem 
Gasmotor,  der  den  Gasconsum  nach  Maassgabe  der  Auaeenarbeit  in 
den  zulttssigen  Grenzen  regulirt,  ist  es  wobl  verstttndlich ,  dass 
trotz  der  regulalorisch  gesteigerten  Entwicklung  von  Energie,  doch 
in  der  Zeiteinheit  ein  geringeres  mechanisches  Aequivalent  ftU* 
Innenarbeit  aurgewandt  wird,  indem  eben  durch  VermindeniDg  der 
Bewegungsschnelligkeit  eine  entsprechende  Knergiesumniu  ftir  die 
Aussenarbeit  disponibel  wird.  Doch  ist  bei  solcher  regulatorischer 
Thaiigkeil  dw  Aussenarbeit  nicht  etwa  dem  Ausfall  der  Innenarbeil 
Jtquivalent  und  es  ist  .»iich  ohne  weiteres  klar,  dass  ein  eonstanles 
Verhiiltniss  zwist  lu  u  liuuu-  uiul  Aussenarbeit  nicht  bestehen  kann. 

Da  aber  sowohl  oliue,  als  bei  unUbersviuillichem  Widerstand  die 
Aujisenarbeil  Null  wird,  su  iiiu>s  diese  bei  einem  besliinmien  Wider- 
stand einen  Maxinialwerth  erreichen.  Kiue  empirische  Knuittluns^ 
dieses  letzteren  wurde  indess  nicht  versucht  und  bei  der  verwickelten 
Sachlage  ist  theoretisch  eine  sichere  Ableitung  nicht  zulässig. 

FtJr  die  realen  Leistungen  koiimn  n  aber  die  jeweils  gebotenen 
Verhalloissei  z.  B.  die  GrOfise,  Biegungsfestigkeit,  Gestalt  des  Urgaues, 
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sowie  die  Natur  und  Angriffsweise  des  Widerstandes  wesentUeh  mit 
hl  Betracht.  Es  ist  u.  a.  (p.  372)  daraaf  hingewiesen  worden,  wie  es 
dieeerhalb  voa  Umstttoden  abbttogt,  ob  ein  dicke|«r  oder  dttnnerer 
PflanzeDtheil  für  Bahnung  eioes  Wegs  im  Vortheil  ist').  Die  Sprenge 
ond  Keilwirliuiig  der  Wurseln  (p.  369)  ist  ein  Beispiel,  wie  die  An- 
griflkweise  der  Pflanze  und  die  Ck>hiteion  des  Mediums  ins  Gewicht 
falleo.  Die  Grasknolen  gaben  Gelegenheit  von  einem  Falle  zu  sprechen, 
in  welchem  die  Hebelwirknng  sehr  hohe  statische  Momente  filr  die 
activ  krtlmmenden  und  bewegenden  Theile  Tororsaeht. 

Die  Druckentwicklung  bildet  indess  nicht  den  ganzen  Inhalt  der 
durch  eine  mechanische  Hemmung  des  Wachsens  ersiellen  Reaction. 
Abgesehen  davon,  dass  dieees  Sisliren  des  Wachsens  auf  die  6e» 
sammtheit  der  im  Dienste  des  Wachsens  thiltigen  Prooesse  rackwirken 
muss,  veranlasst  auch  die  im  Oiganismus  allgemein  thatige  und 
nothwendige  regulatorische  Verkettung  noch  anderweitige  oorrelative 
Reactionen. 

Dazu  zahlt  die  bedeutende  Beschleunigung  des  Wachsthoms  der 
Wurzelspitze,  welche  diese  dann  eriUhrt,  wenn  ihr  allein  die  volle 
Freiheit  geboten  ist,  alle  abrigen  Theile  aber  am  Wachsen  mecha- 
nisch gehemmt  sind.  Eine  derartige  Correlation  durfte  wohl  m  mehr 
oder  weniger  auffallender  Weise  allgemein  verbreitet  smn  und  in 
dieses  Gebiet  zahlt  u.  a.  die  Erfahrung,  dass,  wenigstens  in  concreten 
Fallen,  die  Hemmung  des  Langenwacfasthnms  das  Diekenwachsthom 
beschleunigt,  und  dass  unter  Umständen  nur  bei  allseitiger  mecha- 
nischer Widerlage  die  volle  Druckenergie  durch  das  angestrebte 
Dickenwachslhum  erreicht  wird.  Femer  wurde  besprochen,  dass 
die  mechanische  Wachsthumshemmung,  in  analoger  Weise  wie  das 
üecapitiren,  beschleunigtes  Produciren,  resp.  Ausli  etilen  von  Wurzeln, 
und  Knospen  und  ebenso  Veränderungen  der  geotropisclien  Heac- 
tionsfllhigkeit  veruiila.NSi  n  kann.  Die  Gewebospaniiungen  wiederum 
geben  Veranlassung,  da.ss  .sich  im  Inneren  einer  IMlanze  Reactionen 
gegen  die  nu'clianischen  Wi(ler>lande  entwickeln,  welche  freilicii 
durch  den  lebendigen  Yiihaiid  (Um-  Antagonisten  vielfach  modificirt 
werden  mögen  und  schon  deshalb  eine  Besonderheit  bieten,  weil 
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in  den  in  Zogq»annong  gesetzten  Geweben  besondere  Reizbedingungen 
heiigestellt  adn  kOnnra. 

Von  boher  Bedeulnng  ist,  dass  bei  mechanisofaer  Hemmung  des 
Wachsens  die  embryonalen  Gewebe  ihre  WachsthumsfBbig^it  con- 
serviren,  dass  also  mit  Entfernung  des  Gipsverbandes  das  Wachsen 
wieder  anfgenommen  wird.  IH^enigen  Zellen  dag^en,  welche  bis 
sa  einem  gewissen  Grade  den  embryonalen  Zustand  verliessen,  gehen 
im  Gipsverband  in  Dauei^webe  Uber,  das,  bei  der  UnmOgUcfakeii 
das  angestrebte  Wachsen  zu  realisiren,  gewisse  anatomische  Differenzen 
bieten  kann. 

Die  Energie  für  die  Aussenleistong  wird  in  zartwand  igen  Ge- 
weben allein  durch  die  Turgorkraft,  also  durch  die  osmotische  Bner- 
.  gte,  geliefert,  welche  bis  dahin  durch  die  Spaonang  der  Zellwand 
ttquilibrirt  war,  nunmehr  aber  gegea  die  Widerlage  gelenkt  wird. 
Dieses  wird  durch  die  fortdauernde  WachsthumsthBtigkeit  der  Zellhaot 
erreicht,  welche  mit  der  Flachenzunahme  natOrliob  mehr  und  mehr 
an  Spannung  verliert  Diese  Spannung  kehrt  aber  sofort  wieder, 
sobald  durch  Binwegnahme  der  Widerlage  der  firohere  Zustand  her- 
gestellt wird. 

Zu  solcher  Aussenleistung  bedarf  es  demgemüss  keiner  Turgor- 

steigerung,  doch  wird  mit  einer  solchen  die  disponible  osmotische 
Energie  erhöhl.  Und  wenn  sich  thatsüchlich  als  Uea(  lion  gegen  eine 
VViderlage  vielfach  eine  Turgorschwellung  eiu.Nlelll,  ^^)  bieten  doch 
selbst  verwandle  Objecto  Unterschiede  und  Abstufungon.  Nuheres 
ist  an  früherer  Stelle  milgetheilt,  wo  aucii  zu  ersehen  ist,  dass  die 
Turgorschweilung  das  osmotische  Aequivalent  von  2  Proc.  Kalisalpeter 
überschreiten  kann. 

Zur  Erzielung  der  hrichstcn  niiigliclien  Energie  rau.^s  die  Zell- 
bautfipannung  ganzlich  aufgehoben  werden.  Dieses  wiid  auch  in  der 
Thal  in  Wurzeln  und  in  Grasknofen  erreicht,  wahrend  es  in  den 
Stengeln  der  Keimlinge  und  in  Ohara  zwar  zu  weilgehcudcr,  jedoch 
nicht  zur  vollständigen  Entspannung  der  Zellwand  kommt.  Dem  schon 
erwähnten  Gang  der  Druckstcij^orung  entsprechend  geht  dieses  Ent- 
spannen, resp.  das  dazu  ftlhrende  FlUchenvvachsthum  der  Hanl  erst 
schneller,  dann  langsamer  von  stalten .  kann  aber  schon  nach  t  bis 
3  Tagen  das  Endsiel  ziemlich  erreicht  haben,  und  Uand  in  Uaod  mit 
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dieser  Hattteotepaonung  voltzieht  sieb,  da  wo  sie  vorkomml,  die 
Steigerung  des  Turgors. 

For  die  gemeaseneo  Drucke  erscheint  die  Tuigorenergie  aus- 
radiend.  Dieses  ergibl  sich  aus  den  (p.  821  und  403)  angestellten  Be- 
trachtungen, aus  welchen  auch  zu  ersehen  ist,  warum  sowohl  die 
direete  Druckmessung,  als  auch  die  plasmolytische  Methode  nur  an- 
ntlhernde  Werthe  liefern.  Nach  diesen  AnnUherungswerthen  kann  also 
nicht  sicher  beurtheilt  werden,  ob  im  gegebenen  Falle,  neben  der 
osmotisdien  Energie,  durch  actives  Wachsen  der  Zellhaut  also 
durch  Ausscheidungseneigie  —  Druck  gegen  die  Widerlage  erzeugt 
wird.  Allerdings  werden  auf  diesem  Wege  nur  solidere  Wandun- 
gen eine  erhebliche  Leistung  vollbringen  können,  da  zarlwandige 
Gewebe,  falls  sie  nach  dem  durch  die  Eigeothaiigkcit  erzielten  Ent- 
spannen noch  weiter  wachsen,  bald  aufbiegen  und  Fallungen  bilden 
niUssen. 

Abgesehen  von  der  noch  fraglichen  Di  iickwiikuiii:  durch  diis 
aclive  Wachsen  dickerer  Zellwaiide  ist  das  FIlU  1umi\\  achsthum  der 
Zellhaut  nur  das  Mittel,  um  die  TurufHcnoririi'  iük  Ii  luisst  ii  wirksam 
zu  machen.  Denigeiuass  ist  es  fiii  d\v  Ausseiileistuiii^  ohne  BehTng. 
wie  ilas  Wachsithum  der  \N  anduni^en  rt  alisii  l  und  oh  eine  gerini^t  i  e 
oder  grössere  Enorgifsumnie  darauf  verwendet  wird.  Die  That- 
sache  aher,  dass  das  Flachenwachslhum  der  Haut  sich  trotz  der 
ahnehnienden  Turgordehnung  und  bis  zur  ganzlichen  Eliminirung 
dieser  tbrtsel/.t,  ist  für  die  VVachsthumsnieclianik  von  hoher  Bedeu- 
tung, wie  noch  iui  folgenden  ('apilel  (lar/uh'i;en  sein  wird.  Hier 
sei  aher  hervorgehohen ,  dass  die  Haut  widirend  des  entspannenden 
Wachsens,  sowohl  nach  den  Krfahrungen  an  WurzeUi,  als  an  Gias- 
knolen,  ihre  ElasticiliU  eher  vermehrt  als  vermindert.  Ein  solehes 
Yeriiallen  ist  in  der  Thal  noihwendig,  damit  die  Zellwand  der  vollen 
Turgorencrgie  zu  wider.-tehen  vermag,  wenn  diese,  nach  Durch- 
hrechung  der  Widerlage,  wiederum  dureli  die  Haulspannung  zu 
aquilibriren  ist,  eine  Turt^orkraft .  welche  da,  wo  Turcorschwellung 
die  Reaclion  begleitet,  nunmehr  sehr  viel  höher  als  zuvor  ausfallt. 

Da  der  Aussendruck,  resp.  das  zur  Er/iclung  desselben  nüthige 
Haulwachslhum,  nur  so  lange  fortschreitet,  bis  die  Widerlage  nach- 
gibt, 80  ist  damit  erreicht,  dass  die  Pflanze  in  regulatorischer  Weise 
nur  den  Jeweils  nöthigen  Aussendruck  entwickelt    Bleibt  dann  der 
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Widerstand  conslant,  so  wichst  die  Pflanze  trotz  der  verminderten 
TurgorspannuDg  der  Haut  weiter,  und  dieses  Wachsen  wird  erst  bei 
erheblichem  Widerstand  in  ausgesprochener  Weise  verlangsamt. 

Das  oben  Gesagte  gilt  ebenso,  wenn  in  der  Reaction  sich  gldch' 
leitig  Turgorstfhwellttng  einstellt. .  Denn  thatsächlich  nimmt  diese 
ebenfalls  mit  dem  Widerstande  zu  und  die  schwächere  Turgor- 
Schwellung,  welche  sieb  in  den  gegen  geringeren  Widersland  fori- 
wachsenden  Oiganen  eriittlt,  hat  nur  zur  Folge,  dass  die  Spannung 
der  Haut  nicht  ganz  so  weit  herabgedrllckt  wird,  als  es  ohne  den 
Torgorzuwachs  der  Fall  sein  wdrde.  Für  Arbeitsleistuog  auf  einer 
Itogeren  Strecke  ist  aber  naltlrlich  Wacbsthum  unerUsslicb,  das  im 
Grasknoten  erst  durch  den  geoiropischen  Reiz  veranlasst  wird,  denn 
durch  elastische  Dehnung  von  Häuten  vermag  eine  Turgorschwellung 
nur  eine  ArbeitsleistuDg  auf  einer  begrenzten  Strecke  zu  erzielen). 

Dem  Wesen  der  Sache  nach  gilt  Gleiches  Rtr  den  einzelligen 
Organismas  und  filr  einen  Gewebecomplex  mit  oder  ohne  Gewebe- 
spaoauug.  Denn  thatsBchlioh  bleibt  stets  das  Flachenwacfasthum  der 
Haut  das  Mittel,  um  die  Turgorenergie  gegen  eine  Widerlage  zu 
übertragen,  und  es  bat  keine  principielle  Bedeutung,  wenn  bei 
solcher  VVandentspannung  verscbiedenwcrthige  ZcUeo  in  ungleichem 
ürade  betheiligt  sind. 

Der  ül■a^klluten  gab  Gelegenheit,  die  Gewebespannung  in  Bezug 
auf  die  Aussenleislung  für  einen  concreten  1  all  zu  besprechen.  In 
dem  noriualcn  Graskuoten  ist  in  dem  parenchytualischen  Griindgewebe 
des  Blattknotens  die  Zcllvvand  gün/Iich  entspannt  und  die  ganze 
so  disponibel  gewordene  Energie  wird  von  dem  negativ  gespannten 
GefassbUndel  llcjuilibrirl.  Diese  ganze  Energie  wird  nun,  indem  das 
GcPassbiindoI  wachst,  ullmUhlicb  ihrem  vollen  Befrage  nach  gegen 
eine  unverrückbare  Widerlage  gelenkt,  gegen  welche  dann  ferner 
auch  noch  das  Collenchym  in  üblicher  Weise  acliv  pressend  wirkt. 

Die  frühere  Gewebespannung  im  Knoten  ist  nunmehr  gänzlich 
verschwunden,  kehrt  ahri  bei  ^\e^nahtne  der  Widerlage  sofort  wie- 
der, indem  das  hoch  elastische  GefassbUndel  bei  miniuialer  Ver- 
längerung die  angestrebte  Ausdehnung  des  positiv  gespannten  Paren- 
cbyms  unmöglich  macht.    Dieses  wirkt  also  gegen  die  Gef^U^bUadel 
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in  einem  analogen  mechanischen  Sinne,  wie  eine  wachsende  Wurzel, 
die  den  umhüllenden  Kautschiic kM:hlauih  durch  die  volle  nach  aussen 
gewandlc  iurgorcnergie  in  Zugspannung  vorsetzt,  während  zugleich 
durch  den  Gegendruck  des  negativ  gespannten  St  hlauches  das  fernere 
Wachsthum  unioöglicii  gemacht  wird.  In  analoger  I-ago  befinden 
sich  aber  die  nach  Wachslhum  strebenden  Gewebe  gegenüber  dem 
Dicht  Dachgebenden  Widerstand  der  GeßissbUndcl.  Diese  zügeln  also, 
wenn  sie  selbst  wieder  das  Wachsthum  aufoehmen,  die  Wachslhums- 
schnelligkeit  der  positiv  gespannten  Zellen  uod  sind  zugleich  iD  dem 
bescbriebeoen  Sinne  regulalorisch  thatig,  wenn  eine  Widerlage  ent- 
gegentritt. Doch  ist  wohl  za  beachten,  dass  die  Gewebespannung 
nar  die  Folge  einer  durch  die  Bildungsthatigkeit  hergestellten  Ge- 
webedifferenzimog  und  Arbeilstheilung  ist,  und  dass  die  regnlatorische 
Arbeitsßlhigkeit  gegen  Widerstände  in  anderen^  Pflanzen  ebenso  gut 
ohne  die  Zuhilfenahme  der  Gewebespannung  erreicht  wird. 

Schiebt  der  sich  krümmende  Grashalm  einen  Widerstand  vor 
sich  ber,  so  wird  bei  mfissiger  Inanspruchnahme  der  Aussenenergie 
die  negative  Spannung  entsprechend  vermindert,  bleibt  aber  dem 
Sinne  nach  erhalten.  Es  ist  aber  auch  ohne  weiteres  klar,  dass 
nicht  eine  jede  Pflanze  bePähigl  sein  muss,  die  normal  vorhandene 
Gewebes[iannung,  bei  mecbuuischer  Hemmung  des  Wachsens,  ganz 
aufzuheben,  so  wie  nicht  jede  Zelle  unter  diesen  Verhältnissen  die 
gSlnzliche  Aufhebung  der  Turgorspanming  der  Zeüliaut  erreicht.  In 
der  That  hatte  sich  iu  den  untersuchten  Keimstengeln  bei  Aufenthalt 
im  Gipsverband  die  übliche  Gewebespannung,  weoigsteDS  dem  Sinoe 
nach,  erhallen. 

In  jedem  Falle  ist  aber  die  mechanische  Hemmung  nur  die 
Äussere  Veraolassung,  dass  die  Pflanze  mit  deo  ihr  zu  Gebote 
stehenden  Mitteln  den  auf  Beseitigung  des  Hemmnisses  hinzielenden 
Aussendruck  entwickelt  und  mit  Hilfe  dieses  die  nOtbige  Arbeit 
wttbrend  des  Fortschiebens  leistet.  Der  äussere  Widerstand  wirkt 
also,  wie  p.  333  ausgeftthrt  wurde,  nur  auslosend,  nur  als  Reiz,  der 
nicht  nur  die  Druckentwickelung,  sondern  Hand  in  Hand  damit  Modi- 
ficationen  in  der  Gesammtthllligkeit  veranlasst,  Modiflcationen,  welche 
z.  B.  in  den  besprochenen  correlativen  Productionen  zu  Susserlich 
hervorstechenden  Erfolgen  fuhren.  Da  aber  bei  der  regulatorischen 
Verkettung  des  Gesammtgelriebes,  nahe  und  ferne  von  dem  Angriffs- 

Digitized  by  Google 


428 


W.  Ppkffbi, 


[196 


punkt  der  Aassenwirkuag,  Thatiglceiten  bescMeonigl,  verlangsamt 
oder  auch  erst  hervorgerufeD  werdeo,  so  Issst  sich  nicht  abersehen, 
ob  in  einem  gegebenen  Falle  der  gesammte  Energieumsalz  gesteigert 
oder  vermindert  wird.  Schon  in  der  Erwägung,  dass  die  Pflanze  in 
der  ReactioD  gegeo  Widerstünde  in  modlficirter  Weise  arbeitet,  ist 
klar,  dass,  wie  auch  schon  froher  ausfuhrt  wurde,  die  genau  be- 
messene Aassenleistung  keinen  sicheren  Maassslab  für  diejenige  Energie 
geben  kann,  welche  unter  normalen  Verhältnissen  auf  die  Wachs- 
thnmsarbeit  verwendet  wird.  Vielmehr  reagirt  die  Pflanze  in  analogem 
Sinne  wie  der  Mensch,  wie  der  Gasmotor,  in  welchem  mit  der  höheren 
Inanspruchnahme  regulatorisch  die  Bnergieentwickela^g  zunimmt,  aber 
nalQrlich  immer  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grenzwerlb  gesteigert 
werden  kann. 

Ein  Yullsländigcr  Einblick  in  das  verwickelte  und  verkettete 

Innengelriebo  des  Organismus  ist  noch  in  keinem  Falle  gewonnen 
und  iiiiin  muss  sich  schon  glücklich  schützen,  wenn  es  wenigstens, 
wie  hier  in  Bezug  auf  die  Aussenleishini:,  gelingt,  die  zunliclisl  zur 
Action  fuhrenden  Faetoreu  aufzutleeken.  So  viel  ist  übrigens  sicher, 
dass  der  {iiissere  Widersland  nicht  eiwii,  wie  in  den  Hanken'!,  als 
ein  speciliselier  Stossreiz  wiikt,  sondern  daüs  vieiinehr  von  der  liem- 
uiung  des  Wachsens  die  Veranlassung  zu  den  besprochenen  Ueaclionen 
ausgeht.  Mit  dom  Wachsen  wird  aurh  ilie  tiesamnilheil  der  aul  das 
Wacliscn  Ix'reclincliMi  1  liaiiü;k('ilen  >i.sliit  oder  in  Milleidcnschafl 
i^M'/o^un,  lind  von  diesen  Veründci  ungen  gehen  i eü;uIatori^ch,  direct 
odiu  indirect,  die  verschiedenen  Keilen  noii  Wirkungen  und  Auslössen 
aus,  die  in  den  inannigfarhen  Erfolgen  eineti  wahrnehmbaren  Aus- 
druck finden,  ebenso  wie  auch  wSliicnd  des  Wuchsens  die  in  diesem 
dienstl)aren  Facloren  retrulaloriscli  wirksam  >ind. 

Wenn  z.  H.  in  l'Han/en  dieselbe  lurgorhühe  bei  schnellef]i  und 
langsamem  Wachsen  sicli  erhJdl,  so  i>l  damit  i:i'sagl,  dass  jedwelche 
Abweichung  eine  entsprechende  Beseldeuniunn^  oder  Verlangsamung 
in  der  Production  der  osnKjtiseij  wirkenden  Stolle  veranlasst.  Ebenso 
erklürt  sich ,  dass  der  l  urgoi  mit  ganziiclier  Wachslhumshemmung 
nicht  oder  bis  zu  einem  gewissen  Grenzwerth  ausleigt.  Diese 
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Differenz  hiDsichtlich  der  Tuii^urregulation  ist  iiuiess  nur  der  Aus- 
druck specifischer  Kli^enliciten,  ebenso  wie  die  Turgordilli'renz, 
die  in  beiiachbarlen  ungleicUwerlhigen  Zellt'ii  gefunden  wird.  Der 
causalo  RUckverfoIg  dieser  Verhältnisso  hat  aber  im  Näheren  die 
regulatoriüclie  Wirkung  des  Turgors  aulzuikv  kt  n.  In  (Hesei  Hinsicht 
muss  sich  ii.  a.  die  Frage  autdrüngen.  ob  du;  Produclion  eines 
besliriiinlen  Kör|)ers,  etwa  nach  dem  Principe  der  Massenwirkung, 
durch  (ht^  in  der  Khlssigkeit  gelüste  Menge  gehinkt  wird'),  othir  ob 
der  ü.snujlis(  Druck  niechaniscii  oder  nis  Heiz  reguhitorisch  wirk- 
sam wird.  AiK  h  letzleres  ist  wohl  denivbar,  (hi  z.  B.  der  gegen 
die  Zellwand  gepressle  Protoplasl  mit  dem  Wechsel  der  osmoti.^^chen 
Energie  Druck-  und  Volunischwankungen  erOlhrt'),  die  fortdauern, 
wenn  auch  die  auf  eioe  fremde  Widerla^e  geslUlzle  Zellbaul  gUozlich 
eubpiuinl  ist. 

Fragen  dieser  und  anderer  Art  laiu  licn  niicli  auf.  sobald  man 
zu  eruiien  sucht,  in  welcher  Weise  das  verhingsanite  oder  aufgeho- 
bene l'liichenwachslhum  der  Zellwand  regulalori.«>ch  wirksam  wird. 
Doch  kann  man  aus  den  beigebrachten  Thalsachen  sicher  entnehmen, 
dass  die  sinkende  Turgordehoung  der  Haut  nicht  allein  in  rein  mecha- 
nischem Sinne  reguliren  kann,  da  die  Zellwand  trotz  Nachlasscns 
dieser  mechanischen  Dehnung  und  bis  zur  gttnzlichen  Eliminirung 
dieser  zu  wachsen  vermag. 


Xm.  Ergebidflfle  in  Berag  auf  die  WaehBthumsmeitoiiik 

der  Zellliant 

In  dieser  Arbeil  sollte  und  konnte  nicht  die  Gesammtheil  der 
zahlreichen  Fiag^ni  liehandelt  werden,  welche  sich  an  die  durch  die 
mechanische  WachsUunn.^hemmung  dircct  und  indirect  erzielten  Er- 
folge knüpfen.  Doch  kan»  im  Laufe  dieser  Studien  Verschiedenes 
nebenbei  zur  Sprache,  und  an  dieser  Stelle  soU  noch  kurz  auf  die 

{]  AuT  die  Itohi-  l!>M)iMii<M)q  Her  Masseinvirkuog  für  die  Regulatioa  habe  ich 
Z.  B.  in  den  p.  332  rilirlen  .Stollen  hingewiesen. 

i]  Vgl.  PFEI--PBR,  Zur  Kcnntniss  d.  riasinahaul  u.  d.  Vacuoien  1 890,  p.  SOI,  und 
dl«  dort  cHirte  Litontur.  —  Nicht  so  TeiisesMD  ist,  daas  die  ptaniiolytiMhe  Enlspaiip 
aung  der  Zeltwund  io  pliysiologischar  Himidit  ein»  »ndare  Bedeutuag  haben  kann. 
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für  die  Wachstimmsmechanik  bedeutungsvolle  Erscheinung  einge- 
gangen werden,  da^.>  dif  Zrllwaud  zur  Erzielung  von  Aussenenergie 
bis  /.ur  Entspannung  Nva(h>l,  ilass  also  die  Turgorkrafl  nicht  die 
Kuergie  für  ilie  Fl;icliei»veigrüsiieriing  der  Zellwand  liefern  kann. 

Die  Energie  für  das  Flnrhenwacli.-thum  der  Zellwand  mu.ss,  wie 
ich  in  der  Energetik  Ucihei  imM  iiiandersetzte ,  entweder  durch  die 
Turgorkrafl,  d.  h.  durch  (imik^iIm  he  Energie,  oder  durch  Intu.s- 
susceplion,  d.  Ii.  durch  Au.s^c'heiduDgseneri5ie  (Volumenergie  Ost- 
WALo's)  geliefert  werden,  da  einfache  Queliuag  [=  Oherllachenenergie) 
ftlr  dauerndes  Wachsen  unzureichend  ist').  Bei  lulussusception,  und 
ebenso  Lei  Quellung,  entspringt  die  Wachsthuniskraft  einer  activen  Be- 
thlitigung  der  Zellhaul,  und  ich  .schlug  vor,  in  tliesem  Falle  von  acliveni 
Wachsthutn  der  Zellhaut  zu  reden,  im  Gegensatz  zu  passivem  Wachs- 
Ihum,  in  welchem  das  Flachenwachslhuni  durch  eine  Dehnung  Uber 
die  Elasliciliitisgrenze  erreicht  wird.  In  lelzlerem  Falle  liegt  in  jedem 
Falle  eine  plastische  Vergrösserung  vor,  gleichviel  ob  sich  dieselbe 
bei  Constanz  der  elasti>c}iLn  Eigenschaften  der  Wand  vollzieht  oder 
ob  erst  eine  entsprechende  Herabsetzung  der  Cobttsion  der  Zellwand, 
also  eine  Variation  der  Haut,  die  plastische  Dehnung  durch  die  von 
aussen  angreifende  Kraft  ermöglicht.  Diese  Energie  entstammt 
normalerweise  der  Turgorkrafl  und  es  lindert  nichts  aa  der  Sach" 
läge,  wenn  die  nöthige  Energie  durch  die  Gewebespaonung  oder 
auch  durch  andere  aus  der  Aussenwelt  stammeode  Krttfte  geliefert 
werden  sollte. 

In  den  »Studien  zur  Energetik«  konnte  ich  in  ganz  unzweifel^ 
hafter  Weise  darthun,  dass  das  normale  Wachsen  zumeist  nicht  in 
einer  plastischen  Dehnung  der  invariablen  Baut  besteht,  dass  viel- 
mehr eine  Veränderung  in  dieser  Bedingung  ftlr  das  Flachenwachs» 
thum  ist.  Doch  musste  ich  dahingestellt  lassen,  inwieweit  diese 
Variation  in  einer  Herabsetzung  der  Elasticitat  besteht,  ob  also 
passives  Wachsen  vorliegt,  oder  ob  und  inwieweit  actives  Wachsen 
durch  Intussusception  das  Flttcbenwachsthum  der  Zellwand  erzielt  Und 
wenn  auch  verschiedene  Thatsachen  an  der  RealitAt  der  Intus» 


I)  Pkefpeu,  Studien  zur  Energetik  «  892,  p.  218,  S<0.  —  Die  Kennlniss 
dieser  Studien  niuss  hier  unbedingt  voraui^gesetzt  werden,  da  icb  undernralls  zu 
weit  ausbolMi  mäwle^ 
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susception  in  concreten  Fullen  nicht  zweifeln  Messen,  so  lag  doch 
kein  Fall  vor,  in  welchem  unzweifelhaft  feststand,  dass  das  FlUchea- 
wachstham  durch  Ausscbeidungsenergie  (Intussusception)  erreicht  wird. 
Ein  solcher  Modus  ist  aber  nothwendig,  um  in  der  Reaction  gegen 
mechanischea  Widerstand  das  Entspannen  der  Zellwand,  durch 
FlSchenwachsthum  dieser,  zu  erzielen. 

Wie  unsere  Untersuchungen  mit  vollster  Sicherheit  ergeben, 
schreitet  nach  Herstellung  einer  unverrQckbaren  Widerlege  das  zur 
Aussenleistung  führende  Wachsthum  der  Zellhaut  so  weit  fort,  dass 
endlich,  z.  D.  in  Wurzeln  und  Grasknoten,  die  frohere  Turgorspanaung 
der  Zellwand  gSnzlich  aufgehoben  ist  (vgl.  p.  339, 354, 405, 425  u.  s.w.). 
Hierbei  vermindert  sich  also  die  Turgordehnung  der  Haut  mehr  und 
mehr  und  die  endlich  aul  Null  zurückgehende  Dohnkraft  kann  un- 
möglich die  plastische  Dehnung  von  Z(^II\\iiiulcn  erzielen,  deren 
ElaslicitiH  wählend  dieser  ganzen  Zeit  niclil  htTahgelU  und  derart 
ist,  dass  selbst  die  volle  Turgorkrafl  eine  Pelinung  über  die  Elasli- 
citlitsgrenze  nicht  herbeizuführen  veriiiiiL;.  Ijiie  solche  Ueberschrei- 
tung  der  ElaslicillUsgrenze  trat  in  den  Wurzeln  von  Vicia  (aba  selbst 
dann  nicht  ein,  als  auf  die  Wandungen,  mit  dem  Entgipsen,  plötzlich 
die  sehr  erheblicii,  in  gewissen  Zonen  fast  auf  das  Doppelte  gestei- 
gerte Turgorkrafl  spannend  wirkte.  In  den  Grasknoten  aber  bewahren 
die  Gollenchymstrttoge  bei  der  Ausfbbning  und  bei  der  Verhinderung 
der  geotropischen  Krttmmang  jederzeit  eine  so  hohe  Gohüsion,  dass 
selbst  eine  Verdoppelung  der  normal  auf  sie  wirkenden  Zugkraft  sie 
nicht  Uber  die  Elasticiittlsgrenze  zu  dehnen  vermag.  Und  doch 
wachsen,  wie  gesagt,  auch  diese  GollenchymstrUnge  bei  mechanischer 
Hemmung  der  geotropischen  Krtlmmung  trotz  abnehmender,  endlich 
auf  Null  reducirter  Spannung  der  Haut.  Aber  auch  bei  Realisirung 
der  Krümmung  ist  die  auf  die  Gollenchymstränge  spannend  wirkende 
Kraft  ganz  und  gar  unzureichend,  um  eine  plastische  Verlängerung 
zu  erzielen,  das  erlicblicho  Liingenwachsthum  kann  also  nur  durch 
active  Verlüngerung  der  Zellwiintl  erzielt  werden. 

Wahrend  sich  die  völlige  luit>i>annnngderZellhantempirisch  sicher- 
stellen liess,  musste  es  liir  den  Augenblick  fraglich  gelassen  werden,  oh 
nach  diesem  Entspannen  das  Filichenwachsthum  der  Zellhaut  unter 
Umstünden  noch  fortdauert.  Es>  ist  dieses  sehr  wohl  njoglich,  ja  sogar 
wahrscheinlich,  und  vielleicht  ist  solches  Fortwachsen  in  den  Collen- 
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chymstrftngen  der  Grasknoten  Thatsache,  doch  sind  die  deneitigen 
Erfabrungen  unzureichend,  um  diese  wichtige  Fra^  zu  entschetcten 
(vgl.  p.  406).  In  zartwandigen  Geweben  würde  ein  solches  ForU 
wachsen  keine  wesentliche  DrucksteigeruDg  gegen  die  Widerlage  er- 
zielen, weil  eben  die  Zellwttnde  ausweichen  und  sich  falten^).  Die 
Verlangsamung  des  Wachsens  mit  zunehmender  Entspannung  vermag 
aber  nach  keiner  Seite  in  unserer  Frage  zu  entscheiden,  da  eben 
dieWachsthomsihtttigkeit,  wie  schon  wiederholt  hervoiigehoben  wurde, 
ein  complexer,  icgulalorisch  gelenkter  Prooess  wt. 

Wegen  des  Stillstandes  des  Wachsens  mit  dem  Entspannen  ist  die 
VerlSngcruDg  der  Zellwünde  bei  unverrUckbarer  Widerlage  natOrlifih 
ij;et  ing.  Doch  geht  ans  dem  Verhalten  beim  isoliren  aus  dem  Gips^ 
verband  hervor,  dass  iminerhin  dieses  Wachsen  die  Waoduogea  der 
Wurzeln  um  8 — 17  Proc,  die  der  Collenchymstrünge  um  8 — 9  Proc. 
zu  verlöngeru  vermag  (p,  310,  406).  Dicae  Verlängerung  wird 
aber  ansehnlich,  sobald  der  Widerstand  bcwJllligl  wird,  und  solches 
Wachsen  würde,  wenn  auch  stark  verlangsaml ,  furuiaiiern,  wenn 
die  Hohe  des  Widerslandes  nahezu  die  maximale  Aiisseneuergie  fordert, 
falls  also  dauernil  eine  hciiialie  vollständige  Entspannung  wlducml 
des  Wachsens  unterhalten  wird  (sgl.  [>.  'Ml).  Uebiigens  ist  wohl 
möglich,  (lass  in  Pflanzen  öfters,  wie  in  den  Grasknoten  (p.  401), 
positiv  gespannte  Gewebeconiplexe  mit  ihrer  vollen  Turgoronergic 
gegen  die  in  Zugspannung  gesetzten  Gewebe  wirken  und  dass  tliescr 
vollstUndig  entspannte  Zustand  .>i(  h  Ulngorc  Zeil  wahrend  dos  Wachsens 
erhält.  In  dieser  Richtung  habe  ich  indess  besondere  Untersuchungen 
nicht  angestellt,  in  welclu-ii  wolil  zu  beachten  i»l,  dass  alh'in  aus 
der  Existenz  hoher  l)ruck^panuuDg  noch  nicht  der  Mangel  von  Turj^or- 
spaDDung  in  der  Maut  folgt. 

Die  Erwägung  dieser  Veihtlltiiisse  Ulssl  aber  klar  erkennen,  da>s 
das  bei  aufgeliobener  oder  uiiniinalcr  Tui gorspannung  etzieile  Fliiclien- 
wachslhuni  nicht  der  Erfolg  eituM-  Quellung  sein  kann,  die  doch  iuuner 
nur  begrenzte  Yerlaageruag  zu  erzielen  vermag.    Zudem  nimmt  mit 


I)  Dass  aber  die  Existenz  von  Wandfallungen  nicht  ohne  weiteres  aur  solches 
Wachsen  nach  dem  Entapannen  su  schliessen  erlawbl,  worde  schon  in  der  »Bner^ 
getikf  p.  146  hervorgehoben.  Uebrigens  durften  thattlcblieh  roancbe  WandMinn» 
gen  durch  solches  nach  dorn  Enlspannen  forlgeselxtes  Wachsen  eotstaoden  sein. 


10  ij       Duck-  omd  Aiutisiutnim  msci  wacbsbiiak  Pmwiii.  433 

derQoellung  die  CohUsioa  ab'),  während  in  Wurzeln  und  GrasknoleD 
weder  eine  solche  Abnahme  einirilt,    noih  eine  compensirende 

DickcQzunahiue  der  bezüglichen  Zeliwündc  zu  bemerken  ist. 

Die  Elaslicilät  der  Waiuluiigen  wird  durch  die  Reaction  gegen 
eine  Widerlago  in  Wurzohi  und  Grasknolcn  eher  crhölit  als  ver- 
mindert. Dieses  Verhallen  ist  aber  in  biulogischer  Hinsicht  nuth- 
wendig,  da  amlernfalls,  nach  weif  gehender  Herabsetzung  der  Cohäsion, 
bei  einem  plölzlichen  Durchbreclieii  des  Widerstandes  die  nun  voll 
auf  die  Zellwand  wirkende  Turgorkrafl  eine  weilgeheiulc  plastische 
Dehnung  und  nülhigeofalig  eia  Zerruissea  der  ZeiiwUude  herbei- 
fuhren nuissle'*). 

Dpiii  cxperinienlelU'n  Nachweis  könnte  sich  nui  eine  Iransilorische 
und  miL  (lein  Entlasten  augenblicklich  rückgängig  werdende  Ileiabmin- 
deriiiii^  der  Elaslicitäl  enlzielieu,  eme  Uerabminderung  die  ungemein 
weit,  ja  bis  zu  breiartiger  Consislenz  gehen  mllsste,  wenn  sie  ermöglichen 
sollte,  dass  die  aut  ein  Minimum  reducirle  lurgorspaunung  ein  Wiichs- 
Ihum  der  Zellhaul  herbeiführt.  Ich  glaube,  dass  eine  solche  Annahme 
Niemand  wagen  wird  und  unterlasse  es  deshalb  auszumalen,  zu 
welchea  absonderlichen  Consequenzea  eioe  solche  Voraussetzung  fuhrt, 
mit  der  unerbittlich  die  Forderung  verknüpft  ist,  dass  die  hohe 
ElasticilSU  mit  dem  Hinwegraumea  der  Widerlage  augenblicklich 
zurUckgebildet  wird'),  l'nd  wenn,  was  in  concrelen  Fällen  wahr- 
scbeiolich  zuiiiflü,  das  Wach^thum  der  Zellwand  nach  völliger  Ent- 
spannung auch  nur  ein  wenig  furlsclireitet,  so  kaoa  die  Turgorkraft 
docli  keincnl'alls  die  Energie  fUr  diese  Flachenvergrösserung  liefero. 

Mit  dem  Entspannen  der  Haut  sind  eben  wesenUich  andere 
Bedingungen  geschaffen,  als  bei  voller  Turgorspannung  der  Haut. 
Bei  Existenz  dieser  letzleren  ist  es  theoretisch  wohl  zu  verstehen, 
dass  durch  vitale  Tbaiigkeit  die  Uerabmiiideruog  der  CobOsion  in  der 
Zellhaut  derart  geleitet  werden  icann,  dass  ein  Zuwachs  durch 

I)  Vgl.  Pearnä,  Pbyaiologie  Bd.  I,  p.  S7. 
t)  Vgl.  Eoeisetik  489t,  p.  149. 

3)  Maa  beacht«  wobl,  dass  zur  Brrsichaiig  der  plaatiacbflii  Oehonng  durch 

die  Turgorkraft  die  CohUsioii  so  herabgesetzt  sein  muss,  dass  jedwclchef  äqui- 
valente Ziiu;  ebenfalls  (l;iiiornde  Verliingpriing  erzielt.  Eine  entsprechende  Ver- 
änderung in  einer  nnzetncu  Uingzone  kann  also  dieser  Forderung  genügen,  wäh- 
rend die  VerOössigung  eiozeloer  Funkte  ia  der  MMserdem  rasblent  bleibenden 
Zellbaul  keinen  Erfolg  haben  kann. 
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plastische  Dehnung  eiioicht  und  rogulalorisch  gelcnkl  wird').  Der 
Beweis  freilich  ist  his  dahin  niclil  eibrachl,  dass  das  Wachslhum  in 
einetn  concrelen  Falle  in  dieser  Weise  zu  Stande  kommt  und  es  isl 
ebenso  in<%lich,  dass  in  dem  FMörlienwacliblhiim  der  Haut  zumeisl 
durch  AusscheidungsenerLMf  die  Belriehskraft  geliefert  wird. 

Da  nun  die  Tur^oikratt  un/nr>  icIk ud  ist,  um  (!in  Fllichenwachs- 
ihum  der  Zeilhaut  durch  plastisch»;  Drhnung  zu  erzielen,  so  muss 
die  Energie  lür  die  ansehnliche  Arbeitsleistung  in  dem  FlächeDWachs- 
ihun)  in  der  Wand.substanz  selbst  entwickeil  werden  2). 

Dieser  Anforderung  vermag  in  Jeder  Weise  ein  Wachslhum  durch 
Intussusceplion  zu  geniigen,  denn  das  Auskrysfallisiren  oder  eine 
durch  chemischen  Umsatz  erzielte  Ausscheidung  wird  mit  so  un- 
gemein hoher  Energie  ausgeführt,  dass  im  Vergleich  zu  dieser  Aus- 
scheidungseoergie  (Yoluroeoergie)  die  iDlensitül  der  Turgorkrafl  im 
Allgemeinen  nor  Sehr  gering  isl  (Energetik  p.  252).  In  der  Energetik 
habe  ich  ferner  auseinandergesetzt,  wie  in  der  Conlinuitat  der  Intufr- 
susceplion,  d.  h.  in  der  stetigen  Wiederholung  dieses  Auseinander- 
treibens der  Zellhautparlikel  durch  die  sich  einkeilende  Substanz, 
alle  Bedingungen  fOr  ein  fortdauerndes  und  r^uiatorisch  gelenktes 
Flttchenwachstbuni  gegeben  sind. 

Dagegen  kann  durch  Aufquellen  immer  Dar  eine  b^renzle  Ver- 
grOssening  einer  ZellhaullameUe  erreicht  werden  und  nur  wenn  die 
fortwährend  neo  apponirten  Lamellen  plastisch  dehnend  auf  die  ttbrige 
Zellsubslam:  wirkten,  wfire  ein  fortgesetztes  Wachstbum  der  ZeUbaat 
ebenfalls  denkbar^.  Doch  ist  theoretisch  die  Realisirung  eines  solchen 
Flacbenwacbsthunis  an  verschiedene,  nicht  so  einfache  Bedingungen 


I)  fmnk,  Bnecgetik  I89S|  p.  tiS.  —  Auf  p.  tll  tot  auch  «clion 
gedeutet,  den  die  bexQglichen  Veraocbe  von  Nou.  und  WntamtR  eine  wlrfcUebe 
Gohiaioittabaahnie  ia  der  Zeilwand  nicht  skber  erwetoen,  wekb»  aiHrfgeaiy  dto 

Inlerpret^tionen  dieser  Korsclicr  als  rirfitlR  voraii^fiosot/t,  eirn*  pormanenle  wHre. 
Wenn  aber  solche  Cohiisionsiibnahmc  zutritlt,  >-o  im\>>a  doch  iiiiiiier  cr^t  iTuicsca 
Werden,  dass  sie  zareicbcnd  ist,  um  eine  plastische  Dehnung  durch  die  gegebene 
Torgorkrafl  zu  ermdglicbeii. 

t]  GewebespaDnongen,  tmi  denen  wir  absdien  durlini,  werden  errt  durch 
das  Warhsthiim  erzielt. 

3)  Vgl.  FruTüPtili  («92,  p.  i2  2.  —  In  L-Ii^irliptii  Sinnf  Vnnii  auch  ein  Iti- 
tossusceptionswacbstbum  von  LMioiellen  nieciiani^clt  gej^on  die  ubnge  Wandsub- 
atans  wirken. 
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geknUpfl  und  die  empirischen  Erfahrungen  sprechen  entschieden 
gegen  das  ausgedehnte  Vorkommen  dieses  Wiichslhuiiismodus Wir 
dürfen  deshalb  unsere  Belrachlungen  um  so  mehr  auf  Wuchsthum 
durch  Intussiisccption  beschrlinken,  als  auch  die  Quellungskraft  (Ober- 
flächenenergie) schliesslich  einer  Inlussusceplion  von  Wasser  entspringt 
und  eine  solche  Encrgiecntvvicklung  in  der  schon  imbihirlen  Membran 
wiederum  an  active  physikalische  oder  chemische  Veränderungen  ia 
der  Wandsubslanz  gekettet  ist^). 

Bei  der  Geringfügigkeit  der  Turgorcnergie  gegenüber  der  Ans- 
scheidungsenergie  muss  es  fraglich  erscheinen,  ob  die  constant  er- 
haltene Turgorspannung  eine  rein  mechanische  Bedeutung  in  der  Art 
hat,  dass  durch  sie  die  Einlagerung  neuer  Substanz  durch  lattissus- 
ception' erleichtert  wird^).  Sollte  dieses  aber  zutreffen  —  und  die 
Möglichkeit  ist  immerhin  zuzugeben  —  80  wttrde  doch  die  cigenl- 
lichr  Wachsthumsarbeit  durch  die  Inlussusception ,  d.  h.  durch  die 
Ausscheidungsenergie  geleistet  werden.  Jedenfalls  folgt  aber  eine 
derartige  mechanische  Betheiligung  der  Turgorkrafl  nicht  aus  der  Ver^ 
langsamnng  des  Wachsthums  mit  der  Entspannung  der  Haut.  Denn 
solcher  Erfolg  ist  ebensogut  mit  einer  formalen  Bedeutung  des  Turgors 
vertrSglicb»  der  in  zartwandigen  Geweben  durch  Herstellung  genOgen* 
der  Tragfiihis^it  stets  eine  anderweitige  mechanische  Bedeutung  hat. 

Auf  Grand  der  energetischen  Brfiihrang  ist  also  vollkommen 


1}  Die  erheblidie  QnaUang  musal«  miknMkoplseb  wahradmibar  werden. 
Zudem  pflegen  die  ZellwUnde  gsnde  nacli  ihrer  HtMong  em  weaserreiclislen 

in  sein. 

S)  Ebenso  würde  es  auf  eine  Fnergieentwicklung  in  der  Wandsubslanz  selbst 
hcrau:ikoaimen|  wenn  irgeudwie  durch  eine  Umlagerung  io  den  aulbauendeo  Par- 
liiMlii  die  FiaehenvergrSsBeroDg  enreiehl  wttrde,  gleichviel  ob  dabei  AufUSeoog  and 
Wtcderbildang,  Zertrammera  von  Molekniaroomplexen  ole.  (m  Spiele  wSre.  Durdi 

solche  Modaürälen  konnte  unter  UmslUnden  auch  eine  Ortsversc  hifhmig  durch  eine 
Art  Wandern  der  Wandung  erreicht  werden,  wie  solches  in  der  Ihat  in  künst- 
lichen NicderschlagsMicmbraneo  durch  den  AalagonUmus  von  Lösung  und  Wieder- 
bilduDg  erzielbar  ist. 

3)  Tgl.  PFsmi,  Physiologie  Bd.  II,  p.  87.  ~  Hier  ist  übrigMis  schon 
daraaf  biogewieseo,  dass  die  Tnrgordebnang  eine  nothwendig»  Bedingung  in  allea 
Fällen  nicht  sein  miiSB.  —  Tgl.  ausserdem  meine  Energetik  p.  2t52.  —  Ferner 
wäre  in  K<'t?pf'encn  Rillon  «'ine  correlative  Vertretung'  von  Turgorcnergie  und  Aus- 
scbeidungseoergie  für  dea  Betrieb  dos  Kiächeuwachsthunis  denkbar.  Vgl.  auch 
p.  33«. 
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fiicber  goslellt,  dass  die  Turgorenei^  vielfticfa  («od  wohl  ziuneisl) 
ftar  die  Erzieluog  eines  plastischen  FMchenwachslhums  anzureichend 
ist,  dass  also  die  Energie  für  das  fTftchenwacbsthum  durch  Intoa- 

susceplion  geliefert  werden  niuss.  Damit  ist  also  auch  die  Realität 
des  IntussusccptioQSwaclislhums  für  bestimmte  Falle  erwiesen,  ohne 

dass  etwas  Bestimmtes  Uber  die  nähere  Modalität  dieses  Wachsens 
ausgesagt  wäre.  In  dieser  Hinsicht  lehren  Kntscheiden(k\>  aber  auch 
nicht  anderweitige  l^i  talitungen,  dit;  ohnedies  das  Wacli.soii  ilurch 
lnlussusci'[)tion  nur  nn  hohen  Grade  walirschoiiihch  uiachen  konnten, 
ohne  für  dasselbe  einen  so  unbedingt  zwingenden  Beweis  /.u  er- 
bringen, wie  unsere  energetischen  Studien.  Die  Sachlage  ist  genug- 
sam in  nieiner  Energetik  (p,  2")0)  gekennzeichnet  und  ich  füge  nur 
hinzu,  da.ss  in  jüngster  Zeil  noch  weitere  Argumente  für  ein  Wachsen 
durch  lntussusce{)tiün  durch  Corhejis')  und  Ziumebmank  beigebracht 
wurden.  LetztcKM  Uisst  nbriijens  (wie  alle  anderen  Forscher)  unenl- 
Bcbieden,  ob  nicht  die  Tuigoispanunu!^'  der  Haut  eine  mechanische 
Bedingung  für  deren  Wachsthum  durch  lutussusception  ist. 

Wiedel iiolen  kann  ich  hier  nur  —  was  ich  an  verschieili  neu 
Stellen  aussprach  *}  — dass  die  Wachsthuinsineclianik  nicht  in  jedeiu 
Falle  dieselbe  sein  mus.s,  ja  die  Thatsachen  leliren  auch  in  diesem 
Falle,  dass  der  Urganisnuis,  wie  üblich,  seine  Ziele  je  nach  Umstän- 
den mit  veischiedenen  Mitteln  erreicht.  So  scheint  mir  in  einzelnen 
l'allen  ein  Wachsthum  durch  einfache  pla>tische  Dehnung  unzweifel- 
haft zu  sein.  Auch  ist  es  wohl  möglich,  dass  öfters  eine  Heral)- 
setzuDg  der  Elasticität  der  Haut  benutzt  wird,  um  ein  Flächen wacbs- 
thum  durch  die  Tiirgorkrafl  zu  ern)<  >i:li(  lien .  ja  dass  .solches  in 
g^ebenen  Fallen  Hand  in  Hand  uiil  dem  Wachsen  durch  lutus- 
susception geht,  einem  Wacbsthumsmodus,  der  allem  Anscheine  nach 
nicht  nur  vereinzelt,  sondern  sogar  sehr  gewöhnlich  das  Flächen- 
wachstluim  vermittelt  und  zugleich  uiecbaniscb  betreibt.  Ebenso 
erfolgt  nicht  aus  der  Sicherstellung  des  Appositionswacbslhums  dessen 
Allmächtigkeit.  Und  wenn  Apposition  vielleicht  sogar  das  gewöhn- 
lichste Mittel  ist,  um  das  Dickenwachsthum  der  Haut  zu  erreichen, 

{)  üeilrHgc  zur  Morphologie  und  t'kiysiologie  herausgegeben  tob  Zimhermamn 
1893,  lieft  3,  p.  302. 

f)  Ebenda  p»  19S.  Vgl.  auch  Kur,  Berichte  d.  bot.  Gesdlsdiall  1893,  p.  377. 
3)  Physiologie  II,  p.  57  ff.;  Enei]getilc  I.  c. 
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80  isl  damit  nicht  ausgeschlossen,  dass  gleichzeitig  Inliissuscepticins- 
wachsthiini  die  Energie  für  das  Fliichenwachslhiim  ilerselbeii  Zell- 
wand liefert  oder  hoforte.  Von  denjenigen  Forschern  aber,  welche 
alle  Ma.ssenzunahme  der  Zellwand  durch  Apposition  und  alles  Flüchen- 
wachslhum  durch  plastische  Dehnung  zu  Stande  komiueii  lassen, 
darf  man  billigerweise  fordern ,  dass  sie  in  Erwägung  ziehen,  ob  die 
rtir  diese  Delmimgsarbeil  nOthige  Energie  in  Eureicheoder  Weise  zur 
Yerfttgung  Btebt% 

Wie  alles  Wachsen  resuhirt  auch  speciell  das  Wachsthum  der  ZelU 
baut  aus  dem  Zosammengreifen  verschiedener  Factoren,  und  so  isl  klar, 
dass  das  Getriebe  des  Wachsens  verlangsamt  wird  oder  ganz  zum 
Stillstand  kommt,  wenn  auch  nur  eine  der  Bedingungen  ungenügend 
erfüllt  ist.  Demgemllss  ist  aus  der  Retardirung  des  Wachsens  mit 
abnehmender  Tuigordehnung  der  Haut  nicht  zu  folgern,  dass  der 
Turgor  die  Wadisthumsarbeit  leistet^.  Denn  dieses  thut  auch  nicht 
die  WSrme,  mit  der  ebenfalls  die  Zuwacbsbewegung  steigt  und 
f^llt,  und  in  irgend  einer  analogen  Weise  kann  auch,  wie  schon 
p.  339  bemerkt  wurde,  eine  gewisse  Tiirgorspannung  der  Haut  eine 
Bedingung  für  die  Herstellung  und  Hrlialtung  des  wachslhumsföhigen 
Zusl;indes  sein.  In  der  That  kommt  diese  Bedeutung  in  irgend  einer 
Weise  der  Turgorspannung  da  /.u ,  wo  die  ge.NiHiiinte  Arbeil  des 
Flüelienwachsdniuis  nicht  dimli  die  osmotische  Energie,  sondern 
durch  die  Ausscheidungsenergie  geleistet  wird.  Thatsüchlich  steigt 
auch  das  Flachenwachslhum  nicht  mit  der  mechanischen  Dehnung, 
ja  eine  Steigerung  dieser  veranlasst  sogar  eine  Retardirung  des 
Flächenwaehslhumes  der  Haut  (Hegler),  und  femer  besteht  in 
wachsenden  Wurzeln  und  Stengeln  keine  Coincidenz  zwischen  Turgor^ 
energie,  Hautdehnung  und  Wachsthumsschnelligkeit  (p.  308).  Die 
Turgorspannung  ist  übrigens  in  zartwandigen  Geweben  fUr  Herstellung 
der  genügenden  TragHlbigkeit  nolhwendig,  und  schon  hierdurdi,  sowie 
als  Eneigiemittel  fUr  Aussenleistungen,  gewinnt  die  Turgorkraft  eine 
hervorragende  mechanische  Bedeutung. 


1)  Leider  begegoel  man  to  der  botanischen  Literatur  nicht  so  selten  For> 
derangen»  die  mehr  oder  wen^;er  oiTenliuDdig  gcgeo  das  Princip  der  Erhaltang 
der  Kraft  verstossm,  indem  sie  meclianisGhe  Actiooea  ohne  sareichenden  Bnergle- 

aufwand  posluliren. 

tj  So  scliOD  au%efassl  in  IVkfkbr,  i'tiysiologio  bd.  II,  p.  57. 
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Es  vvurde  auch  schon  wiederholt  belont,  dass  das  Waohslhum 
in  gcgenseiiiger  Abhängigkeit  vom  Gesammtgetriebe  regulatorisch 
gelenkt  wird.  Diese  Regulation  betriffl  die  Gesammtbeit  der  im 
Wachsen  susammenwirkeoden  Factoren  und  wird  nie  allein  duroh 
mechanisohe  Ueberiragungcn ,  sondern  auch  durch  directe  und  in- 
directe  AuslOsungsverkettongen  (Reize)  geregelt  Eine  solche  Regula- 
tion ist  ebenso  klar  ausgesprochen,  wenn  das  Wacbstbum  langsamer 
oder  schneller  dch  abspielt,  als  wenn  es  zum  Stillstand  gebracht  und 
damit  die  das  Wachsthum  unterhaltenden  Processe  selbstregulatorisch 
sistirt  oder  modi6cirt  werden.  Auf  diese  wechselseitige  Verkettung 
ist  in  dieser  Arbeil  und  auch  schon  in  der  Energetik  (p.  248)  so 
nachdrucklich  hinge\Mi  st  iK  dass  eine  nochmalige  ausgedehnte  Erörte- 
rung dieses  Themas  unnOlhig  erscheint. 

Diese  Selbslregulalion  ist  in  allgemeinen  Zügen  in  der  That  so 
offeukuiulig,  dass  jede  Wachsthumslheoi  ie,  welche  sie  entbehren  zu 
können  glaubt,  eben  den  realen  Thatsachen  keine  Reolinung  tr.1gl. 
Leistet  z.  B.  die  Turgorenergie  die  Arbeit  im  Fhu-henwaclisthum,  so 
inuss  nicht  nur  die  Turgorhöhe,  sondern  auch  der  Widersland  der 
Zcllhaut  entsprechend  gelenkt  werden,  gleichviel  ob  ein  statischer 
elastischer  Zustand  angenommen  wird,  oder  ob  das  Wachsthum  von 
einem  Herabsetzen  der  Elaslicitüt  der  Haut  abhangig  gemacht  wird. 
Nicht  minder  steht  einiiie  Zeit  nach  einer  mechanischen  Hemmung 
die  Intussusception  stille,  obgleich  der  Wiederbeginn  des  Wachsens 
nach  Hinwegnahme  des  Hindernisses  lehrt,  dass  die  Fähigkeiten  für 
diesen  Wachsthumsmodus  potentiell  in  bester  Weise  vorhanden  waren. 

Aus  Betrachtungen  dieser  Art  lösst  sich  aber  niciit  ein  Schluss 
auf  die  specielie  Wachsthumsmechanik  ziehen,  denn  dem  Erfolge 
allein  ist  nicht  anzusehen,  welche  Factoren  zur  Erreichung  des  End- 
resultates zusammengrifTen.  Zu  diesen  Factoren  zählen  auch  die 
unbekannten  specifischen  Eigenheiten,  welche  es  bewirken,  dass  z.  B. 
die  einzelnen  Zellen  sich  verschieden  in  Bezug  auf  den  IJmriss  und 
die  Dicke  der  Wand  gestalten,  dass  in  der  einen  Zellwand  frtther 
als  in  einer  andt^  en  ein  dauernder  oder  transitorischer  Wachsthums- 
stiilstand  sich  einstellt.  Erwacht  dann  das  Wachsthum  wieder,  ohne 
dass  eine  Steigerung  der  Turgorkraft  eintritt  —  wie  es  x.  B.  bei 
geotropischer  Reizung  der  Knoten  Ton  Trilicom  zutrifft  — ,  so  ist 
nur  soviel  zunttchst  gewiss,  dass  iiigend  eine  Action  in  der  Zellhaut 
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sich  abspielen  uiuäslc,  ohne  dass  sich  soi^leicli  sagen  lUssl,  ob  es 
sich  um  ein  Erweichen  der  Wand  oder  um  einen  Betrieb  (hirch 
Intussusceplionswachsthiiin  handelt.  Dass  aber  das  gewühnliche 
Flächenwaehsthum  niclil  ohne  eine  VerUnderung  oder  Action  in  der 
Wan(hini;  inöghcli  ist,  wurde  in  der  Energetik  so  unwiderleghch 
Dachgewiesen,  dass  andere  Theorien  (so  die  von  Wobtmanm)  ihre 
Existenzberechtigung  verloren  haben. 

Die  Forschung  miiss  natUrhch  (hdiin  streben«  die  Gesaiiunlheit 
der  im  Wachsthum  sich  abspielenden  Vorgänge  mehr  und  mehr  auf- 
zudecken, und  wie  sich  auch  speciell  in  Bezug  auf  die  Selhstregula- 
tion  sogleich  bestimmte  Frageslellungen  aufdrtlogeo,  wurde  froher 
(p.  4SI8)  beispielsweise  dargelegt. 
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Abtii.  I.  DrackYersaohe  mit  Wurzeln  von  Keimpflansen. 

Die  Resultate  der  in  dieser  Ablheilung  aufouführenden  Versuche 
Uber  LttDg9-  and  Querdrock  der  Wurzeln  sind  in  Tab.  I  u.  II  (p.  264, 
866)  zusaromengestelU  worden.  Ausserdem  ist  unter  Nr.  S8  die 
Druckeniwickelung  einer  nicht  eingegipsten  Wurzel  milgetheill. 

Ueber  die  Methodik  ist  in  Kap.  II  das  NiSthige  gesagt  and  nur 
das  zur  Gharakterisirung  des  einzelnen  Experiments  Notbwendi^^ 
wird  an  entsprechender  Stelle  mitgelheilt  So  ist  auch  jeweils  an- 
gegeb«!,  ob  zur  Messung  des  Querdnicks  die  Schraubklemme 
(Apparat  B)  oder  der  Zangenapparat  (Apparat  C)  diente,  wahrend 
zur  Bestimmung  des  Lttngsdrucks,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Kautschttckversochs  (Nr.  7),  stets  die  Messfeder  (Apparat  A)  benutzt 
wurde. 

Die  erste  Zahl  der  Zeitcolumne  kennzeichnet  diejenige  Zeit,  in 
welcher  derMe.'^^apiJ.irat  fertig  angepasst  war.  Bis  dahin  war,  vom  Be- 
ginn des  Bingipsens  ab,  durchschnittlich  4-  bis  f  Stunde  verflossen.  Der 
zu  Beginn  eingestellte  Gegendruck  der  Feder  wurde  nicht  angeführt, 
da  dieser  fttr  die  nächste  Zeit  sieh  durch  Ausdehnung  des  Gipsgusses 
ttnderle,  eine  Eigenschaft,  die,  wie  an  geeigneter  Stelle  (p.  286) 
entwickelt  wurde,  auf  die  endliehen  Druckwerthe  keinen  Eiofluss  hat, 
sofern  die  Wurzel  eine  gewisse  active  Abhebung  des  Gipsdeckels 
weiterhin  ausfuhrt.  Die  Lange  der  auf  dem  Tisch  der  Messfeder 
senkrecht  stellenden  Achse  des  Gipsgusses  wurde  nicht  angegeben. 
L'ebrigens  ist  (hese  Achse  nennenswerth  kurzer  als  die  jeweils  nolirle 
WurzellUnge  und  beliUgl  fUr  die  Querdruckversuche  meist  weniger 
als  35  mm. 
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Wtthrend  der  Versache  standen  die  Objecto  in  etnem  matt  er- 
leuchleten  Zimmer.  Dabei  war  f&r  ausreichend  constante  Temperatar 
und  fttr  gentigende  Feuchtigkeit  in  froher  beschriebener  Weise  g»- 
soigt.  Die  Wurzeln  befanden  sich  also  in  der  Gipshulle  fast  im 
Dunkeln,  wKhrend  die  Sprosse,  wenn  solche  aus  der  Erde  oder  den 
SflgespAneo  hervorkamen,  sich,  besonders  in  den  Wintermonaten, 
in  massiger  Beleuchtung  entwickelten.  Dieses  hat  indess  wenig 
Bedeutung,  da  innerhalb  der  von  uns  benutzten  Versuchsdaner 
nur  ein  kleiner  Theil  der  Reservestoffe  consumirl  wurde,  ein  Ntihr- 
stoffioDangel  also  anschlössen  war.  Nähere  Angaben  ober  den 
Eniwickelungsgrad  der  nicht  eingegipsten  Theile  smd  nur  soweit 
gemacht,  als  es  Interesse  zu  haben  schien. 

Die  Ablesungen  sind  durchweg  in  verkürzter  Form  wiedergegeben. 
Nur  in  Vers.  1  ist,  als  Beispiel,  der  dircct  abgelesene  Spitzenabstand 
der  Nadeln  angeführt,  wlihrend  ausserdem  nur  der  entsprechende 
Druck  in  Gramm  raitgetheilt  ist.  In  tlei  nüchslen  Verlicalreihe  steht 
die  für  den  rnarkirlen  Zeilinlervall  sich  berechnende  slUndlichc 
Druckzunahme.  Ebenso  sind,  mit  Ausnahme  von  Versuch  1,  nur  die 
Extreme  angegeben,  in  welchen  sich  die  Temperatur  bewegte. 

Unter  »Federslürke«  ist  tias  zur  Annäherung  der  NadeLspitzen  uui 
einen  Theilstrich  des  Mikrometers  nölliigt;  (lewichl  in  Gramm,  unter 
»Weite  des  Gipsspalts«  oder  » Spaltweite«  die  Distanz  notirt,  um 
welche  sich  der  Gipsdeckel  von  seiner  Unterlage  abhoh.  Wie  einige 
directe  Conlrolmessungen  ergaben,  wird  diese  Weite  des  Gipsspalles 
durch  das  in  den  Ablesungen  bemessene  Nachgeben  der  Feder 
genttgend  genau  bestimmt. 

Ueber  die  üestiminung  des  activen  Querschnitte  (indet  sich  das 
Nülhige  p.  '211  und  2H0.  Ebenso  ist  aus  Früherem  zu  entnehmen, 
wie  und  warum  in  manchen  Versuchen  zwei  verschiedene  QuerscbniUs- 
flftchen  aogenommen  wurden. 

Die  in  Gramm  angegebenen  Druckwerthe  sind  bei  den  Versuchen 
Uber  Liingsdruck  um  das  Gewicht  des  ebenfalls  auf  der  Feder  lasten- 
den Gipsdeckels  zu  gross.  Dieses  meist  2 — 3  g  betragende  Gewicht 
ist  demgemass  zur  Gewinnung  des  realen  Druckes  abzuziehen,  und 
die  Angabe  z.  B.  in  Vers.  \:  EndUruck  260  2,5  =  257,5  g,  tragt 
dieser  Reduclion  Rechnung. 

AbbMdl.  d.  K.  a.  Qw«ll«ck.  i.  WimiMeli.  XXXiU.  S« 
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A.  Meflsungen  des  LäugsdrackB  der  Wurzeln  Ton  Keimpflanra. 

Yenach«  I— XII. 

Versuch  1.  Vicia  fabo, 

Worzellange  35  mm.  Der  Kanal  im  Gij)i;deckel  wurde  so  ver- 
lüngert,  dass  die  Wurzelspilze  /iir  Ausfüllung  1,2  mm  in  die  L'inge 
wachsen  miisste  und  dafis  daaa  ein  6,2  luiu  langer  Spilzentheil  im 
tiipsdeckel  steckte. 

Federstarke  1  Siiich  ä  0,0169  mm  —  13,33  g.  —  Ohne  Druck 
betrug  io  der  Messfeder  der  Absland  der  Nadelspitzen  54  Strich. 
Gipsspalt  am  Schluss  =  0,5  mm.  Der  Qaerschniit  der  mftssig  as- 
geschwolleoen  Krause  =  3,4  qmm;  der  mittlere  Durchmesser  = 
2,4  miD,  d.  b.  um  0,8  mm  grosser  als  der  Darchmesser  des  Gips- 
kanals.  Enddniclc  =  860 — 8,5  =  857,6  g.  Druckinteiisität  = 
7,04  AtmospbllreD  =s  78,8  g  p.  4  qmm. 
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Temperatur 
•C 

t6./xn. 

I89S. 

10|  Ho. 

•  • 

It 

9 

51,5 

Str. 

88  g 

48,8"  C. 

t 

Ab. 

51,8 

• 

40  • 

<3,6 

18,8  » 

4 

» 

48,8 

» 

69,. 1  > 

49,1  • 

6 

n 

40, 4 

II 

19,4  > 

15,3 

» 

8 

ji 

44, < 

* 

«32,0 

48,6  • 

14,0 

10 

ji 

ii,o 

160,0  > 

19,3  » 

17./XI1. 

7,4 

c 

7 

Mo. 

37»0 

» 

8S6,6  * 

so.s  » 

8,T 

1« 

> 

36,0 

> 

848,0  t 

19.5  * 

0,96 

7 

Ab. 

35,5 

• 

848,7  • 

18,8  • 

S8./XI1. 

0,60 

t 

8 

Mo. 

38,8 

• 

853,3  ' 

18,8  > 

1  0,66 

• 

t9./XII. 

« 

8 

» 

34,5 

» 

880,0  > 

19,8  > 
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Versuch  II.  Vida  (aha. 

Wurzellänge  —  42  mm,  davon  5  mm  im  Gipsdeckel.  —  Temp. 
49,4~)eO,3<^G.  —  Federetarke:  4  Strich  ä  0,0469  =  43,33  g.  — 
GijMspaU  =  0,4  mm.  —  Krause  sehr  massig;  Durehm.  =  mm; 
OtterschniU  =  3,7  qmm. 

Bnddnick  =  S96,7^S,4  =  294,3  g.  —  DmckiDteiisiUll  — 
7,7  Atm.  =  79,8  g  p.  1  qmm. 


Zeit 


Druck- 
zunahme 
p.  I  Stuode 


IS./XII. 
I9./XII. 

10. /XII. 


-|  Mo. 

10  » 

33,3  g 

U,18g 

\%  I 

66,6  » 

1  Ab. 

93,3  « 

13,4  • 

e  > 

139,9  » 

H,65» 

10  > 

173,1  » 

8,3  > 

7  Mb. 

119»iB 

6,44» 

7  Ab. 

163.6  » 

1,85  t 

7  Mo. 

276.0  « 

1,9«  • 

7  Ab. 

290,2  « 

(  <.M« 

7  Mo. 

196,1 « 

f     0,64 » 

Vetnioh  m.  Ttm  /4i6«. 

Wurzellänge  =  35  mm,  davon  4  mm  in  der  Gipskappe.  — 
Temp.  18,6  —  19,5°  C.  —  Federstarke:  1  Strich  ä  0,021  mm  = 
2,7  g.  —  Gipsspall  =  0,55  mm.  —  Krause:  Durchmesser  =  »1,0  mm 
(0,2  mm  mehr  als  Gipskanal) ;  Querschnitt  =  3,2  qmm.  • 

Enddruck  =  356,9—4,2  352,7  g.  —  DruckiotensilÄt  = 
40,67  A(m.  =  110,2  g  p.  4  qmm. 


81* 
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llt} 


Zeit 

Drook 

S8./X.  1891. 

H 

10 

130  g 

10 

Ab.'   13S,4  » 

t»./X.  • 

7 

Ho. 

106,7  » 

1 

Ab. 

3S1,g  « 

ti 

346,4  » 

10 

306,9  • 

Drtick- 

zunahin« 
p.  4  Stunde 


11,74  g 

6,85  • 
4.8«  t 
1,7  » 


Versoch  IV.  Vieia  fabo, 

Wurzel  37  mm  lang,  davon  3,5  mm  in  der  Gipskappe.  —  Temp. 
18,2— 19,8*  C.  —  Federatarke:  1  Strich  ä  0,0169  =  13,33  g.  — 
Gipsspalt  0,07  mm.  —  Krause:  Durchmesser  =1,8  mm  (0,05  mm 
mehr  als  im  Gipskanal) ;  Querschnitt  =  2,G  (]ium. 

Bnddruck  =  262,6— «,0  =  260,6  g.  —  DruckinteiuiUlt  = 
9,7  Alm.  =s  100,2  g  p.  \  qmm. 


Zeit 


Druck- 

p.  4  Stunde 


ii./l. 

8  Mü. 

10  » 

404,6  K 

10  Ab. 

206,6  ■ 

6,28 

{3./1. 

• 

8  Mo. 

20(i,6  ' 

7  Ab. 

lt»,9  • 

I4./1. 

1.17 

» 

• 

8  Mo. 

130,6  B 

I6./I. 

1 

8  » 

«47,8  t 

0,4: 

16./I. 

B 

8  » 

154,7  J* 

0,3.1 

i8.;l. 

0, 1  1 

AI 

» 

8  » 

160,0  > 

lO./l. 

0,05 

• 

1) 

B  > 

161,6  » 
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Versuch  Y.  Vicia  faba, 

Wurzel  32  mm  lang.  Gipskappe  derart  ausgebohrt,  dasa  die 
hioeiDgewachsene  Wurzel  cylindrisch  wird  und  einen  Durchmesser 
erreidit,  der  erst  12  mm  mckwttrlB  vom  Gipsspalt  wiederkehrt  (ygl. 
p.  874).  Das  in  den  Gipsdeckel  ragende  Wurzelstttck  ist  zu  Beginn 
2,8  mm  lang  und  wachst  auf  4,8  mm,  bis  zur  Ausfüllung  heran.  — 
Temp.  17,6— 19,4*  C.  —  FederstArke:  1  Strich  k  0,0114  mm  = 
14,08  g.  ^ —  Gipsspalt  sehr  gering.  Der  diesem  entsprechende  Quer- 
sclmilt  hat  ungefähr  gleichen  l  laclieninhalt  wie  daa  cylindrisch  ge- 
formte Spitzenstuck  im  Gipsdeckel;  nümlich  Durchm.  =  ^1^0  mm; 
Flache  =  3,1  qmm. 

Enddruck  27i,5  -  2,5  =  272,0  g.  —  Druckintensitai  =  8,49 
Alm.  =  87,7  g  p.  1  qmra. 


Druck- 

Z«lt 

Druck 

zuoahme 
p.  4  Stunde 

9./X..  IS9S. 

8  Mo. 

«    •     •  • 

10  » 

169,3  s 

10  Ab. 

190,4  • 

6,88« 

lO./X. 

» 

S  Mo. 

7  Ab. 

190,4  » 
218.6  » 

H./X. 
»2./X. 

n 
• 

8  M(». 
8  a 

Ji4,0  n 

264,1  « 

1,95  » 
0,84  » 

«3./X. 

» 

8  » 

0,30» 

u./x. 

• 

8  » 

874,5»  1 

0,14  » 

Versuch  VI.  Vicia  faha, 

Wurzel  =  34  mm  lang.  —  Temp.  48,2*-19,8*  C.  —  FederstSrke: 
1  Strich     0,0188  mm  =  22,8  g. 

Die  Wurzel  ist  nach  p.  247  so  eingegipst,  dass  die  wachsende 

VVurzelspilze  auf  die  Glasplatte  oberhalb  der  Druckfeder  stOsst.  Der 
Spall  zwischen  Gips  uiul  Glasplatte  ist  sehr  ü;ering.  etwa  0,09  mm.  Die 
Wurzelspilze  ist  am  Schlüsse  des  Versuches  abgeflacht  und  der  Glas- 
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platte  aogeschmiegt.  Die  Gonfactflftche  misst  1,13  qmm,  bei  einem 
mittleren  Durchmesser  von  4,S  mm.  Da  wo  der  Gipsdeckel  ango- 
gipst  warde,  d.  b.  4,8  mm  von  der  GontactflSche  mit  der  Glasplalle 
entfernt,  hatte  sich  an  der  Wurzel  eine  geringe  Krause  ausbitden 
können,  die  also  jedenfalls  an  dieser  Stelle  die  Wurzel  fizirte.  Der 
Querschnitt  dieser  Krause  mit  2,01  qmm  (Durchm.  1,6  mm),  ist  der 
unter  B.  verzeichoelen  Rcchoung  zu  Grunde  gelegt,  wahrend  sich 
A.  auf  die  Fläche  der  abgeflachten  Spitze  bezieht  (vgl.  p.  263). 

Enddruck.  A.  22G  g.  Druckinlensilüt  1 0.no  Alm.  =  200    g  p.  1  qmm, 
B.  226»       »       »      10,44  »   8s  107,9  gp.  1  qmm. 


Zeit 

Druck 

Druck- 
zuaahcne 
p.  4  Stands 

li.yXU.  <89S. 

i  0  Mo. 

<0  Ab. 

»  48,2  K 

i5./xn. 

Mtg 

a 

8  Mo. 

U8,2  » 

7  Ab. 

«78,8  » 

« ,«3  « 

is./xii. 

S  Mo. 

194,8  > 

n./xii. 

0,92  » 

8  » 

lt7,0  > 

It./XU. 

» 

8  • 

»«,0  • 

0,37  * 

Versuch  Vn.  Viaa  fiAa.   Messung  mittelst  Gummisehlauchs. 

Die  30  mm  lange  Wurzel  war  in  der  (p.  5*60)  beschriebenen 
Weise  in  den  Gummischlauch  eingesetzt.  Nach  1j  Stunden,  also 
nachdem  schon  ein  gewisser  Drtick  bestand,  begannen  die  Ablesungen, 
die,  wie  auch  die  stündliche  Zunahme,  in  Theilstrichen  mitgctheilt 
sind.  Der  Abnahme  um  1  Theilstrich  entspricht  eine  mittlere  Druck- 
zunahme von  7,14  g.  Die  Verlängerung  war  nicht  genau  proportional 
zum  spannenden  Gewicht.  Der  Enddruck  wurde  zu  ca.  250  g  ge- 
fiinden. 

Von  der  Wurzel  befand  sich  der  3  mm  lange  Spitzentheil  in 
der  Glashulse  a  (vgl.  Fig.  6  p.  260).  Die  anschliessende  Strecke  in 
dem  Kautachucksch jauch  war  6  mm  lang.  Zum  Schluss  ergaben  sich 
für  dieaen  Theil  der  Wurzel  folgende  Maasse: 


116]       Dmkb-  vnd  Aebutsleutoiig  durch  wachsende  Pflaüibn.  447 


A)  ftr  das  spitzenwttrte  liegende  Ende:  QaeradniHl=  3,46  qmm; 
Diirclime6ser=  2,4  mm. 

B)  tat  das  basalwtlrls  liegende  Ende:  Querschnitts:  4,71  qinm; 
Darc1imeS8er=:  3,0  mm. 

Uieroach  berechnel  si(  h  die  Druckintensilät 

für  A  =  6,98  Atm.  =  72,2  g  p.  qirnn, 
»    B  =  5,16    »    =  53,1  »  »  » 

Temp.  17,4— 18,4' C. 

Ein  zweiter  nicht  ganz  so  gttnst^  verlaufener  Versuch  gab  ein 
ahnhcfaes  Resultat. 


Dtstani 

iMfferem  In 

Zeit 

der 

ThcilstrichMI 

NadetspiUen 

f.  i  Std. 

io./xn.  is9t. 

9  Mo. 

57 

1 

IS  » 

B6 

1 

f  Ab. 

r.3 

1,3 

<  a 

4G,5 

0,«8 

10  » 

43,0 

l.t 

H./xn. 

» 

SMo. 

»1,0 

1,8 

1  Ab. 

«1,0 

\  0,71 

8  9 

17,0 

IS./XII. 

i  0,09 

• 

7  Mo. 

«6,0 

0 

7  Ab. 

16,0 

Versuch  Vm.    Eea  Mai$. 

Zu  den  Versuchen  8,9,  10  diente  Cinquantino-Mais.  In  diesem 
Versuch  war  die  Wurzel  36  mm  lang  und  hiervon  befanden  sich  3,0  bis 
3,2  mm  im  Gipsdeckel.  —  Tpt.  19,1  — 20,2"  C.  —  Federstarke: 
1  Strich  ä  0,0169  m  =  13,33  g.  —  Gipsspall  =  0,06  mm.  —  Krause: 
Durchm.  =  1,4  mm,  Querschnitt  =  1,54  qmm.  Die  Wurzel  misst  ober- 
halb und  unterhalb  des  Gipsspaltes:  Durchm.  =  1,2  mm,  Querschnitt 
=  1,23  qmm. 

Bnddrnck  160  —    =  158  g.   Druckintensitttt  berechnet  für: 
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A:  unterhalb  Gipsspall  (1,23  (jnim)  =  12,51  Atm.  —  129,2  g  p.  qmm, 
B:  Krause  '     (1,54    »  )=  9,93    p    =102,6«  »  » 


• 

Druck 

Dnick- 
xunthme 

p.  1  Sld. 

(893. 

10  Mo. 

. ...  1 

10  At>. 

ISO  0 

It./I. 

8  Mu. 

120,0 

7  Ab. 

«33,3 

IS./I. 

S  Ho. 

146,7 

1,03» 

8  » 

157,3 

0,97  » 

15./I. 

• 

B  » 

160,0 

0,13  " 

Versuch  IX.   Zea  Mm. 

Wiii  /.t'I  ^  24  mm  lang,  davon  2,6  mm  im  Gipsdeckel  —  Tpl. 
18,8—  20,1' C.  -  Feflcrsmrke:  1  Strich  a  0,0169-:  13,33  g.  — 
Gipsspall  0,3  mm.  -  Krause:  Durchm.  1,8  mm.  Fläche  i,52  qmm. 
Die  anschliessende  Wurzelspilze  missl:  Durchtu.  =  nun,  Fl&che 
=  1,13  qmm. 

Eoddruck  293.2-  2,1=291,1  g.  Üruckinlen.sitat  berechnet  fUr: 
A:  unterhalb  Krause  im  Gips  =  24,94  Atm.  =  267,7  g  p*  1  qmm, 
B:  Krause  =14,18    »    =445,5»   »  1  > 


Draek- 

Zdt 

Draok 

zuniihme 
p.  4  SUl. 

3  /I. 

18»t. 

9  Mo. 

• 

.... 

6  Ab. 
10  » 

86.5  g 

86.6  >• 

5,»1g 

4./I. 

• 

8  Mo. 

9  Ab. 

119,9  ' 

«  8  t ,  8  » 

4,76  • 

»./I. 

• 

8  )lü. 

i.lH,  1 

4,t7  » 

8  Ab. 

S90,.S  " 

4,78  » 

«./I. 

a 

8  Mo. 

293,i» 

0,2S  • 
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Veit; lieh  X.  Zea  Mau. 
Wurzel  25  mm  lang,  davoa  2,3  mm  im  Gipsdeckel.  —  Tpt. 
»9,4— 20,2*  C  —  Federstarke:  I  Strich  ä  0,0169  =  2,94  g.  — 
Gipsspalt  =  0,4  mm.  < —  Krause :  Durchm.  =  1 ,6  umi ,  QuerschniU 
=  2,0qmm.  Der  an  die  Krause  basipelal  aoBcbiiessende,  im  Gips 
steckende  Wurzellbeil  misst:  Darcbm.  =:  4,4  mm,  Querschnitt 
=  1,54  qmm. 

Enddruck  198,8  —  1,7  =  197,1  g.  —  Druck intensiUll  fUr 
A:  unterhalb  Krause  im  Gips  =  12,39  Atm.  =  128    g  p.  qmm, 
B:  Krause  =  9,53    »  =  98,5»  »  » 


Zett 

Druck 

Druck- 
iBuhm« 
p.lBtd. 

11. /XII.  I8H. 

9  110. 

•    •    •  • 

6  Ab. 

IJ6,3  g 

8.0  g 

2a./XIL  » 

8  Mo. 

184,1  1 

7  Ab. 

198,8  » 

1  1,34. 

Versuch  XI.     Vicia  saliva. 

Wurzel  —  23  mm ,  davon  im  Gipsdeckel  2,2  mm.  —  Tpt, 
18,7-  19,5"  C.  —  Kederslürke:  1  Strich  l\  0,0169  =  2,9i  g.  — 
Krause.  Durchm.  0,8  mm;  Querschnitt  0,5  qmm,  Wurzel  unterhalb 
Gipsspalt  im  Gips:  Durchm.  0,6  mm,  Querschnitt  0,31  qmm. 

Enddruck  4i,1 — 1,5  =  42,6  g.   Druckintensiläl  für 
A:  Wurzeltheil  im  Gips  (0,31  (imm)  =  13,33  Alm.  =  137,7  g  p.  qmm, 
B:  Krause  f0,5     »  '  n    —  85,3»  »  >• 


Droek- 

MI 

DfttOk 

zunaluae 
p.l8td. 

IS93. 

10  Mo. 

•    «    •  ■ 

10  Ab. 

6,4  8 

19./I. 

n 

8  Ho. 

19.4» 

to./i. 

n 
• 

8  » 
8  • 

3S,3» 

4«, 6  » 

0,61 » 

J4./I. 

t 

8  » 

44,4  » 

0,19» 
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Versuch  XIL    Aesculus  hippocatlmam. 

Wurzel  iS  mm  lang,  davon  3,2  mm  in  der  Gipskappe.  ^  T^. 
17,6—19,4*  G.  —  Federstarke:  1  Strich  h  0,0188  mm  =  S2,8  g.  — 
Gipaspalt  gering  und  Wurzel  an  dieser  Stelle  kaum  angeschwollen. 
Durchm.  =  2,5  mm,  Querschnitt  =  4,9  qmm. 

Enddruck  340  —  3,2  =  336,8  g.  —  Drackintensitttts  6,65  Atm. 
=  68,7  g  p.  qmm. 


Zfllt 

J>ruok 

zunahmo 
p.  <8(d. 

St./Xl.  I89S. 

U  Mo. 

40  Ab. 

106,1  g 

1    A,56  8 

ta./xi.  » 

S  Ho. 

m,s  * 

U.ßL  » 

S  » 

tB0,8  » 

«,33  • 

<5./XI.  > 

«  » 

80C,S» 

i,38  • 

t«./XI.  » 

8  » 

840,0» 

tl./Xl.  • 

S  > 

8i0,0>  , 

0,0  * 

B.  Messungen  des  Uuerdrucks  an  Wurzeln  Ton  KetmpfliuiBen. 

Versuche  XUI— XXI. 

Versaeh  XIII.    Vieia  fabo. 

Activ  gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  8  mm  lange  Spitzentheil 
der  i'3  inm  langen  Wurzel.  Der  Deckel  wird  nur  um  0,06  mm  ab- 
geliobeii  unti  die  Wurzel  hat  eine  kaum  merkliche  Ausbauchung  nach 
diesem  Sj)aU  hin  gobildi't.  Flächeninhalt  des  Medianschnilts  des 
activen  Theiles  =  29  (|mm.  Seilen  wurzelanlagen  bilden  sich  in 
üblicher  Weise  in  allen  diesen  Gipsversuchen  (vgl.  Kap.  Vll).  Bis 
zum  SchiunKS  bat  sich  der  Sleogel  92  mm  hoch  Uber  den  Boden 
erhoben. 

Apparat:  Scbraubklenime. —  Federslttrke:  1  Strich  ä  0,0182  mm 
=  57,17  g.  -  Tpt.  17,3— lfi,0«C. 

Enddruck  1830  g.  Druckintensilttt  =6,11  AUn.  =  63,1  g 
p.  qmm. 
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Diurk- 

Zeil 

Druck 

zuiiahme 

p.  1  Olli. 

12./'- 

4893. 

9  Mo. 

10  Ab. 

<iOi  g 

4>36  g 

is./k. 

■ 

8  Mo. 

1401  » 

» 

6  Ab. 
SMo. 

U68« 
1816»  : 

4,07  it 

Druck  duich  Aiis(diniib«n 
verstärkt  auf 

IMo.  1146  g 

15. /1.  1893.      •  •  1773 » 

16.  /I.  »  8  »  1801  » 
t7./l.     »          8  »  l8fS» 

18.  /I.     «           8    >  1830  » 

19.  /I.     '           8    »  4  830  » 


.  40,78  a 

1,47  ■ 
0,8  i 
0,71  « 
0  » 


I 


Versuch  XIV.    Mcia  faba. 

Activ  gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  5,5  mm  lange  Spitzenlheil 
der  38  mm  langen  Wurzel.  Der  Deckel  wurde  nur  um  0,05  mm  ab- 
gdiolieD  und  dfe  Wurzel  zeigte  kaum  eioe  Ainbaochung  nach  dem  Spalt. 
Flttcheniiiliab  des  Medianschnilts  im  acliven  Theil  =  10,5  qmm. 

Apparat:  Schraubklemme.  ~  Federstttrke:  1  Strich  ä  0,0099  mm 
=  24,2  g.  -  Tomp.  17,0—18,9'»  C. 

Boddruck=  500  g. —  Üruckinlcnsitai=:  4,6 i  Alm.=  47,6g  p.qmm. 


Zeit 

Druek 

Druck- 

lunahmc 
p.  1  Stunde 

IS./XI.  I89S. 

8  Mo. 

•    •    *  • 

s 

U./XI.  » 

9  Ab. 
8  Ho. 

.139  g 
341  s 

•    8,04  g 

I4./XI.  » 

8  • 

386  1 

Nun  Druck 
4i.;XI.  )89i. 

gesieigcrl  auf : 
8  Ml).  '      i.'iK  g 

1 

1    4,04  » 

4  5. /XI.  • 
4  6. /XI.  » 
I7./3U.  » 

8  » 
8  a 
8  » 

48.1  » 
49Ö  " 
800  •  1 

0,8  » 
0,01  • 
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VersDoh  XV.    Vtcia  faba. 

Gegen  den  Gipsdeckel  wirkt  der  5  mm  bnge  Spitxentkeil  der 
30  mm  langen  Worsei.  Der  Deckel  wurde  um  0,17  mm  abgehoben 
und  die  Wurzel  hatle  sieb  etwas  nach  dem  Spalt  hin  ausgebaucht. 
Der  Fl&chmiinbalt  dieses  grOssten  Medianscbniltes  im  acliven  Spitzen- 
theil betrug  9,5  qmm. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstttrke:  I  Strich  ä  0,0204  mm 
=  9,4  g.  —  Ten.])   17,9— 19,6»  C. 

Bnddrnck  599,0  g.  —  Drucktntensitilt  =  0,11  Atm.  =  63,1  g 
p.  qmm. 


Zeit 


Ö./XI.  189  2.    8|  Mo. 


» 

6  AI) 

Ii  /XI.  » 
7.^X1.  » 

7  .Mo 

8  » 

8. /XI.  » 

8  > 

üruck- 
lambiM 

p.  i  Stunde 


6.H  g 


Druck  gesteigert  auf  .'i0t,9  g 


S./Xf.  I89i.  S  llo. 

»./XI.    »  8  • 

lO./XI.     >  8  » 

H./XI.     »  8  a 

It./Xt.     >  8  » 


SOI,«  g 
613,4  » 


fi,68  » 


0,8 


692,6  >  / 

697,3  «  / 

V  0,09» 
599,6  »  f 


Versuch  XVI.     Yicia  faba. 

Dieser  hier  nicht  näher  niitgelbeilte  Versuch  wurde  mit  dem- 
selben Apparat  und  niil  derselben  Feder  wie  Versuch  5  ausgeführt.  — 
Temp.  18,4 — 20,1"  Gegen  den  Gipsdeckel  wirkte  der  6,2  mm  lange 
Spilzentbeil  der  Wurzel.  Der  Versuch  dauerte  6  Tage.  Der  Gips- 
^mlt  erreichte  0,2  mm  und  eine  Ausbauchung  der  Wurzel  in  jenen 
war  merklich.  Der  grOsste  Medianschntlt  der  activen  Partie  eigab 
=  1 2,2  qmm. 

Bnddruck  =  542  g.  —  Druckintensitat  =  4,3  Atm.  =  44,4  g 
p.  qmm. 
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Versucli  XVII.     Vicia  faba. 

Von  der  44  mm  langen  Wurzel  war  der  7  mm  lange  Spitzeor 
theil  fix  eingegipst,  so  dass  die  Wurzelstrecke  von  7  bis  zu  1 5,7  mm 
gegen  den  Gipsdeckel  wirkte.  Dieser  wurde  um  0,46  m  abgehoben 
und  eine  nur  mltesige  Hervorwulstung  entstand.  Der  entsprechende 
grOaste  Hedianscbnitt  hatte  15,8  qmm  Fllteheninhalt.  Am  Schluss 
war  über  dem  Boden  ein  70  mm  hohes  Slengelslttck  erschienen. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  Federstarice:  i  Strich  ä  0,0204 
=  43,9  g.  —  TpU  47,8— e. 

Enddruck  =  897,3  g.  ^  DruckinlensiUU  =  5,5  Atm.  =  56,8  g 
p.  qmm. 


Üruck- 

Kell 

Drack  ' 

1 

zanahme 
p.  1  Slond« 

3./X.  189t. 

IS  Mo. 

7  Ab. 

•    «    •  ■ 

587,7  ü 

4.  /X.  » 

5.  /X.  * 

8  Mo. 
8  » 

694,7  * 
S9i,7  a 

>    6,77  g 

6./X.  » 

8  > 

894,7  • 

7./X.  » 

8 

Druck  geslci 
8./X.  1891. 

gert  auf 
8  Mo. 

73.3,"  0 
733,7  » 

1     7,36  • 

1 

9./k.  » 

6  Ab. 
S  Mo. 

87t,7« 
894,6  •  , 

\     1,56  ■ 

lO./X.  » 

8  « 

897,3  * 

i      0,11  » 

Versuch  XYIU.    Vtcta  fabo. 

Die  38  nun  lange  Wurzel  wurde  so  eingegipst,  dass  ein  7,5  mm 
langer  Spitzeniheil  frei  aus  dem  Gipse  hervorsah,  wttbrend  die  an- 
schUessende  40,7  mm  lange  Strecke,  also  von  7,5 — 4  8,2  mm,  gegen 
den  Gipsdeckel  zur  Wirkung  kam.  Die  firei  bervorsehende  Wurzel- 
spitze  wurde  zunächst  zwischen  nassem  Fliesspapicr  gehalten  und, 
nachdem  sie  10  mm  Länge  UborschriHen  hatlc,  in  einen  Topf  mit 
teuchlen  Sägespauen  gelenkt,    in  ciicseiü  wuchs  während  der  zehn- 
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tdgigen  VenadiBdaiier  der  Spitientlieil  zn  einer  Lange  von  130  mm 
heran  und  producirte  Nebenworseln  bis  zu  einer  Lunge  von  60  mm. 
Der  aus  dem  Topf  liervorBeliende  Stengel  war  inzwiadien  420  mm 

lang  geworden  und  das  Hypocotyl,  sowie  die  Basis  vom  Epicotyl 

hallen  Nebenvvurzeln  in  die  umgebenden  Sägespane  gelrieben. 

Die  iJasis  dos  freien  Wurzellheils  war  bei  Scliluss  des  Versuches 
nur  wenig,  elwa  um  0,2  mm,  dicker  als  das  aiimciuciide  uuler  dem 
Gipsdeckel  eingeengte  WurzeUluck.  Dieses  halle  nur  eine  minimale 
Ausbuchtung  gegen  den  goriiigmi,  etwa  aut  0,1  ö  mm  erweiterlen  Spall 
cntwickell.  Der  dem  Spalt  entsprechende  Medianschnilt  des  unter 
dem  Deckel  beOndlichen  WurzelslUckes  betrug  17,1  qmm. 

Apparat;  Zangenapparal.  —  Federstarke:  4  Strich  a  0,0204  mm 
z=  42,5  g.  —  Tpl.  17,1— 19,0«  G. 

Enddruck  =  689,2  g.  —  Druckintensität  =  3,9  Alm.  =  40,3  g 
p.  qmm. 


Zelt 

Drvek 

Oraek- 
lomhine 
p.  IStuodo 

ISftS. 

10  Mo. 

6  Ab. 

430  g 

«7./X.  » 

1  Mo. 

i32,ri » 

8,42  g 

i  8.yx.  - 

"  » 

432,5  > 

8  Ab. 

477,2  » 

Ü  nie  Ii  erhöht  auf 

530,5  " 

i9./X.  4892. 

8  Mo. 

630,6  * 

^     2,94  » 

7  » 

65B,S»  , 

Druck  erhBht  auf 

605,5  * 

i,u  9 

SI./X.  I89S. 

7  Mo. 

6H,7» 

lt./X.  » 

7  - 

6i9,f» 

1,66  > 

sa./x.  » 

7  » 

674,2  » 

1,04  » 

S4./X.  » 

7  » 

684,S  • 

0,49  1 

t5./X.  t 

7  » 

688  0  • 

0,16  > 

t6./X.  » 

7  » 

689,2  » 

0,05  » 
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Versach  XIX.    Vkia  fiAa. 

Wie  In  Versuch  17  wurde  die  42  mm  lange  Wurzel  so  ein- 
gegipst, dass  der  8  mm  lange  Spitzentheil  in  Gips  fixirl  war  und  die 
anschliessende  Strecke  von  8 — 21  mm  gegen  den  Gipsdeckel  wirklo. 
Dieser  wunic  bis  zum  Scliluss  des  Versuches  um  0,i  iiiiu  abgeliübeu. 
In  Folge  des  so  gewonnenen  Spielraums  gelang  es  einigen  Seitcnwurzel- 
anlagen  auszuwaclisen  und  üitli  durch  den  Spall  hindurch  nach  aussen 
zu  drangen.  Die  erste  hervorlreleude  Nebenwurzel  wurde  am  12.  Juni, 
also  nach  OlSgiger  Versuchsdaucr  sichtbar.  Am  Schluss,  also  nach 
13  Tagen,  ergab  sich,  dass  von  den  Nebenwuizclaulagen  es  5  StUck 
zum  Auswachsen  gebracht  hatten.  Die  drei  längsten  {10 — 20  mm 
lang)  traten  aus  dem  Deckel  heraus,  wahrend  unter  diesem  die 
3  uim  und  5  mm  langen  Wurzelchen  verborgen  blieben. 

Die  Hauptwur/el  selbst  hatte  sich  geijen  den  (iipsspalt  erheblich 
ausgebaucht,  so  dass  die  Durchmesser  in  dieser  Hichlung  2,1 — 2,4  mm, 
senkrecht  dazu  1,8 — 2,0  mm  betrugen.  Auch  die  entstandenen  Sei- 
tenwurzeln, besonders  die  langer  gewordenen,  waren  durch  Anprefisen 
an  den  Deckel  deutlich  abgetlacht. 

Der  der  SpaltHäche  entsprechende  .Medianschnitt  des  Stuckes  der 
Hauplwurzel  unter  dem  Deckel  wurde  zu  24  qmm  bestimmt.  FUr 
den  Medianschnitt  der  gegen  den  Deckel  [)ressenden  Stücke  der 
Seilenwurzeln  ergab  sich  der  ungefähre  Werth  von  25  qmm. 

Nehmen  mir  demgemäss  die  gesammte  wirksame  Flache  zu 
49  qmm  an,  so  berechnet  sich  aus  dem  Enddruck  vou  45H  g  eine 
Druckinlensitat :  B  von  2,98  Alm.  =  30,8  g  p.  qmm. 

Diese  Nebenwurzeln  konnten  aber  nur  mit  der  Zeit  und  mit 
entsprechender  Abhebung  des  Deckels  auftreten.  Da  nun  zwischen 
dem  7.  und  8.  Juni  die  Druckzunahme  minimal  geworden  war  (0,05  g 
p.  1  Std.),  dann  aber  zunächst  wieder  beschleunigt  wurde  (2,4  7  bis 
3,71  g  p.  1  Sid.],  um  endlich  qilUerhin  wieder  zu  sbken,  so  ist 
anzunehmen,  dass  vom  8.  Juni  ab  die  Action  dar  Seitenwurzeln  ins 
Spiel  trat.  Die  spfttere  Senkung  der  Druckzunahme  Ist  dann  die 
natürliche  Folge  der  mit  der  SSeit  auch  in  den  Nebenwuizeln  ver- 
langsamten Dmckanschwellung.  Unter  dieser  allerding»  unsicheren 
Annahme  wurde  zur  Veranschauliohnng  aus  dem  am  8.  Juni  erreichten 
Druckwerth  von  877  g  die  Druckintensitflt  unter  det  Voraussetzung 
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beredmet,  dass  bis  dahin  nur  die  24  qmm  grosBe  Fliehe  der  Haopi- 
ymnsA  gegen  den  Gipsdeckei  wirloam  war.  Ate  DrackiDtensitäl 
ergibl  sich  dann:  A  3,53  Aim.  =  36,8  g  p.  qmm. 

Am  SchloBse  des  Versuchs  ragte  der  Sprosstheil  400  mm  aber 
den  Boden. 

Apparat:  Zangenapparat.  —  FedersMrice:  1  Strich  ä  0,0S  mm 
=  42,5  g.  —  Temp.  22,2—84,0'  C, 


Zelt 


Druck- 

Druck  iniMhme 

p.  1  Stunde 


3./VI.  1891. 

10  Ho. 

♦    •    •  • 

3. /VI.  > 

6  Ab. 

68«  g 

4./SI. 

8  Mo. 

688  » 

5./VI. 

8  k 

6HH  n 

(5. /VI.  Ä 

« 

7»!  * 

7./ VI.  • 

8  . 

845  •» 

8./VI.  • 

8  » 

877  • 

9./VI.*  » 

8  » 

929  • 

lO./VI.  » 

8  » 

1018  » 

Druck  nun 

erhebt  m(  1310  g 

41. /VI.  IS9S. 

8  Mo. 

1370  g 

It. /VI.  • 

8  » 

1370  » 

13. /VI.  • 

8  " 

14. /VI.  ^ 

8  1' 

Ii7(  » 

)fi./VI.  » 

8  » 

1  498  » 

u.yvi.  « 

8  • 

löH  » 

I 


>  H,1Sg 

3,61  » 
0,95  * 

s,n  » 

3,7»  • 
5,3  » 


1,13  » 
0,34  • 


Versuch  XX.    Vida  fviba. 

in  diesem  Versuch  wurde  die  aus  dem  Bodenloch  des  Topfes 
hervors^mde  27  mm  lange  Wurzel  /.wischen  2  planggeschlifTene 
Plauen  aus  porOsem  Thon  gelenku  Durch  zwei  angegossene  Gips- 
leistchen  war  daftir  gesorgt,  dass  diese  Platten  höchstens  auf  4  mm 
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gegenseitig  geiuilicil  werden  konnten.  Üer  so  bleibende  Spall  war 
bei  verticaler  Aufstellung  der  Platten  nach  oben  und  unten  offen 
und  diesen  Spalt  halte  die  eingeklemmte  Wurzel  bei  ihrem  erdwlirls 
gerichtetem  Wachsen  zu  durchwandern.  Zum  Zwecke  des  Ziisain- 
menstellens  wurde  der  3  lum  lange  Sjülzentheil  der  etwas  angewelkten 
Wurzel  in  den  erweiterten  Spalt  der  Platten  gebracht,  welche  mit 
Hilfe  von  Gips  in  der  Schraubklemme  iFig.  i)  fixirl  waren.  Dann 
wurde  mittelst  der  Druckschraube  allmählich  die  Compressioa  und 
die  Herstellung  dos  gewünschten  Druckes  herbeigeführt. 

Erst  4  Tage  nach  der  Zusammenstellung,  am  2G.  Üclober,  er- 
schien am  unteren  Ende  des  Spaltes  die  normal  aussehende  Wurzel- 
spitze, welche  nun  wie  in  Versuch  XIX  behandelt  und  in  einen 
Topf  mit  Sügespäoen  gelenkt  wurde.  Bis  zum  Schlüsse  des  Versuchs» 
d.  Ii.  in  5  Tagen,  war  dieser  freie  Wurzeltheii  auf  eine  Lunge  von 
85  mm  herangewachsea  und  hatte  Neben  wurzeln  gebildet.  Solche 
waren  inzwischen  auch  am  Hypocolyl,  am  freien  basalen  Wurzellheil 
und  auch  zwischen  den  Thonplatten  entstanden.  Da  letztere  einen 
Absland  von  1,0 — 1,^  mm  boten,  die  Nebenwnrzeln  aber  dünner 
blieben,  kam  durch  diese  eine  Druckentwicklung  g^fen  die  Platten 
nicht  2u  Stande. 

Der  gemessene  Druck  fftltt  also  auf  den  zwischen  den  Platten 
steckenden  TheU  der  Hauptwurzel.  Da  die  parallel  za  den  Platten 
durch  dieses  WorzelstUck  gelegte  grOsste  Scbnittebene  43  qmm 
maass,  so  eigibt  sich  aus  dem  Bnddruck  von  959,2  g  eine  Druck- 
intensiUU  von  2,16  Atm.  =  22,3  g  p.  qmm. 

Dieser  Wurzeltheii  hatte  beim  Durchwachsen  einen  etwas  bogigen 
Weg  eingeschlagen  und  war  stark  abgedacht.  Wahrend  er  senkrecht 
zu  den  Platten  nur  4,0  bis  1,2  mm  dick  war,  hatte  er  parallel  zu 
den  Platten  oben  eine  Breite  von  3,2  mm,  unten  von  2,2  mm  auf- 
zuweisen. 

Der  im  diffusen  Licht  entwickelte  Spross  hatte  sich  ca.  100  mm 
aus  dem  Boden  erhoben. 

Angewandt  die  Schraubklemme  mit  einer  solchen  Federstttrke, 
dass  {  Strich  =  29,5  g  entsprach.  —  Temp.  18,3--20,4*  C. 
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Z«it 

Druck 

Zunahme 
p.  1  Sluude 

tt./X.  1893.  10  Mo. 

♦   •   •  • 

9,31  g 

S6./X.  » 

»  > 

885  « 

<,9  » 

«l./X.  » 

8  a 

919.7  » 

0,37  » 

SS./X.  » 

8  > 

938.6  * 

0.31  » 

SO./X.  » 

«  » 

988,3  • 

O.ti  * 

I./XI.  > 

8  « 

989,1  > 

Yersuch  XXI.    Zea  ATaw. 

Die  30  mm  lange  Wurzel  so  eingegipst,  dass  der  14,2  mm  lange 
Spitzentheil  der  Wnrzel  activ  gegen  den  Gipadecket  wirkte.  Der 
Deckel  wurde  nur  um  0,07  mm  abgehoben.  Dem  entsprechend  hatte 
sich  der  Wurzeltheil  kaum  nach  dem  Spalt  aosgebaocht  und  maass 
in  der  Spallebene  II  qmm  im  Hediaoschnitt.  Seitenwurzeln  hatten 
sich  an  dem  kurzen  freigebliebenen  BasalstOck  der  Wurzel  gebildet. 
Die  Blatter  der  Keimpflanze  waren  schliesslich  bis  60  mm  lang 
geworden. 

Apparat:  SchraubUemme.  —  FedersUIrke:  1  Strich  ä  0,0169  mm 
=  41,7  g.    Temp.  18,0—19,0«  G. 

Enddruck  =  749,3  g.  —  DruckintensitHt  =  6,59  Atm.  = 
68,1  g  p.  quim. 


Zeit 

Droek 

Druck- 
lunahme 
pro  4  Slnude 

11. /l. 

«893. 

10  Mo. 

.... 

9  Ab. 

604,6  g 

ll./I. 

1» 

8  Mo. 

604,6  B 

10,14  g 

13./I. 

8  » 

604,6  « 

14. /I. 

8  » 

708.9  » 

18./I. 

a 

8  • 

741,1  » 

1,39  • 

0,3  » 

16.J. 

» 

8  1 

749,3  > 
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G.  Diaekeutwicklang  der  muM  eingegipsten  Spitze. 

Versuch  XXn.    Vtcta  fOa. 

Die  Zusammenstellung  ist  in  der  p.  271  beschriebeneD  Weise 
so  ausgeführt,  dass  bei  A  ein  7  mm,  bei  B  ein  23  mm  langer  freier 
Spitzeutheil  der  Wurzel  gegen  die  nasse  Gipsplatte  wirkte. 

Bin  Strich  des  Mikrometers  entspricht  einer  Drackittoahme  von 

g 

In  Versuch  A  kam  der  Maximaldruck  von  i  3,5  g  in  3^  Stan- 
den zuwege,  die  mittlere  stttndliche  Zunahme  betrug  also  3,86  g. 
In  B  stellte  sich  dieser  stttndliche  Mittelwerth  auf  6,3  g,  da  es 
1  Std.  40  Min.  zu  einer  Druckentwiddung  von  10,5  g  bedurfte. 


A. 

Draek 

Druck- 
zunabma 
p.  i  Stuod« 

IS./X.  489«.  1  U. 

—  Min.  Ab. 

•  B 

«  B 

0,7  > 

S  B 

3  » 

30  »  » 

4,B» 
8,S  » 

3,86  g 

i  9 

• 

i  • 

30  »  a 

5  > 

0  » 

6  » 

3  » 

8  • 
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B. 


Ml 

Drnok 

 1 

Draök- 

zanabnM 
D.  4  SUiode 

U91.  SU.  15 Min. Mo. 

0,8  g 

8  »  «6 

f.8  a 

8  »  5S 

4,6  » 

'    6,8  g 

9  »  S6 

• 

8,3  > 

9  »  S5 

• 

1  A    f  • 

1  0,  ö  » 

40  >  25 

9,0  « 

H  t  — 

7,5  » 

1  »  — 

> 

Ab. 

i|6  > 

8  •  — 

> 

1,8  » 

8  •  — 

1,8  » 

•     8  ■  — 

t 

Mo. 

1,8  > 

Abth.  n.  Vergleichende  Veiwiclie  über  die  Wachsthums- 

schnelligkeit  von  Keimwurzelu  in  flüssigem  und  festem  Thon, 
resp.  iu  Gelatine.   (Zu  Kap.  vi.  a.) 

Versuch  XXUI— XXVn. 

Zweck  und  Ausführung  der  Versuche  ist  p.  323  angegeben.  In 
den  Tabellen  steht  in  der  ersten  Verticalreihe  die  Lange  der  Keim- 
wurzeln zu  Beginn  des  Versuchs,  und  zwar  derart,  dass  die  links 
stehende  Zahl  für  die  weichere,  die  rechts  stehende  für  die  härtere 
Masse  §;ill.  Die  beiden  folgenden  Verlicalreihen  geben  die  gemessenen 
Zuwachse  in  mm  an,  sowie  die  Summe  des  Zuwachses  und  die 
Mittelwerthe  für  je  eine  Wurzel  in  der  naher  bezeichneten  Zeit. 
Danach  folgt  die  in  24  Stunden  geleistete  Arbeit  in  Granunmitlimeler. 
In  der  Signatur  dieser  Borizontah^ihe  ist  der  Widerstand  des  härteren 
Thons,  resp.  der  bllrlereo  Gelatine  in  g  angegeben.  Der  Widerstand 
des  weicheren  Mediums  ist  zu  1  g  angenommen.  In  der  letzten 
.  Horizontalreihe  ist  die  Arbeit  in  dem  weicheren  Medium  =  1  gesetzt 
worden. 
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Versuch  XXIIl.    Vicia  faba. 
Kadfuni:  Thon« 


Lange  bei  Deginn 


Zuwachs  nach  9S  Std.  in 

wcichcrti  harlctn 


Tlioii 

'1  hon 

26  und  25  mm 

1  (ij.'i  mm 

12,0  mm 

17»    18  » 

16^0  » 

1<,0  » 

31    »    91  • 

11,0  » 

11,0  » 

31    >    3t  » 

17,0  » 

17,0  a 

36    »    34  » 

14,0  » 

11,»  • 

11    »    II  a 

IM  * 

11,0  • 

43    *    1«  > 

18  i> 

12,5  '• 

117,0  mm 

87,0  mm 

Mittel  für  f  Wnnel  in  13  Std. 

IC,7  i 

11,4  » 

1      »  »     >      »  14  • 

17,1  t 

11,9  ■ 

Ton  1  Wurzel  in  14  Sld.  ge- 

leistete Arbeit  (Thonwider- 

staiid  1  rasp.  1 00  g) 

17,4gmin 

I  i 90  gmm 

1 

74,1 

Temp.  '17,8—18,4''  C. 


Versuch  XXIV.   Vida  faba. 
Medium:  Thon. 


Zuwachi  nach  4S  Sld.  Id 


UlDge  bei  Beginn 

weichem 

hartem 

Thon 

Thon 

30  und  34  mm 

40  mm 

30  mra 

38    '>     37  » 

38 

i'i  » 

48    »     50  • 

37  » 

20  » 

60    •     59  > 

34,5  « 

23  » 

(  49,5  mm 

102  mm 

Mittel  für  «Wurzel  in  4  8  Std. 

37,4  » 

25,5  » 

j      »    >      *       f  24  a 

48,7  » 

41,7  » 

Arbitt  elnor  Wml  in  1«  Sld. 

(nionwidflntand  1  u.  110 

1S,7gBUD 

1514  gmm 

1 

81,8 

Temp.  17,8— 49,0 
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Versuch  XXV.     Vicia  faba. 
Medium :  Thon. 

Dieser  Yenuch  wurde  wie  Nr.  24  mit  je  4  Worzelfi  angestellt, 
deren  L&ngen  zwischen  35  und  43  mm  lagen.  Ich  beschränke  mich 
auf  Angabe  der  Mittelwerthe  für  je  eine  Wurzel. 


ZnwMdu  in 

weichem 

hartem 

Thnn 

Thon 

Mittel  für  <  Wurzel  in  i8  Std. 

39,8  mm 

29. 0  mm 

»      »   >      ■>       a  i4  i> 

19,9  • 

14,6  > 

Ailwtt  einer  Wunel  io  11  Std. 

(Thonwidentand  1  «.  iSS  ^ 

1 9,9  gram 

4740  gnun 

1  : 

87,4 

Temp.  18,0— 18,7  <*C. 


Versuch  XXVl.  ftcia  faba. 
Medium:  0,6-  vod  ISproc.  Gelatine. 


Zawacl»  nach  M  SId.  in 


LVDge  bei  Begiao 

weirher 

littrlerer 

Gflat 

n»' 

Gelatine 

88  uiui  J6  mm 

fi 

mm 

1  --^  

4  8,5  mm 

3i    »    :U  n 

16 

<  r. 

35     n     33  » 

4  8,5 

» 

t5,5  « 

39     »     4i  » 

10,0 

n 

ii  >» 

76,5 

» 

1%  mm 

Mittel  für  i  Wnrzel  in  S4  Std. 

i9,i 

» 

18  » 

ArbeH  einer  Warsel  In  14  Sid. 

(Geletinewiderstend  1  n.  16  g) 

i9|i  gmm 

460  gmn 

19,1  gmmBi. 

1 

1 

13,6 

Temp.  48,1^19,2<*G. 
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Vensodi  XXVII.    Zea  Mma. 
Medimn:  Thon. 


Znwadit  nac 

weichem 
Thon 

ih  14  8ld.  in 

hartem 
Thon 

J  (  und  33  mm 

2  5  mm 

1 6  mm 

36     »      H  » 

SO  » 

18  » 

35          37  » 

1 8  » 

13  » 

42    »     40  * 

U  » 

i7  Ji 

84  mm 

r>i  am 

Mittel  fiir  1  Wiiml  ia  14  Std. 

Sl  » 

16  • 

Arbeit  einer  Wurzel  in  2  1  Std. 

^IhouwidcrüUnd  \  u.  70  ^} 

H  gmm 

1  1  so  gmm 

•  i 

53,3 

Temp.  19,4— 

20,6"  C. 

Abth.  HI.  WachBthumsbeschlennigiuig  in  der  Wuraelspitze 
nach  Etnaehmelzen  in  Oelatine.   (Zu  Kap.  vi,  b.) 

Veraach  XXVIO^XXXin. 

Die  Veraadie  worden  in  der  p.  342  angegebenen  Weise  mit 
Keimwimeln  von  Vicia  faba  ausgeDlbri.  In  Vers.  28,  29,  30,  34 
und  32  wurden  die  Wurzeln  in  die  13proc.  Gelatine  eingeschmolzen, 
in  Vers.  33  aber  in  die  schon  erstarrte  Gelatine  eingestossen.  Ge- 
.  messen  wurde  mit  dem  Horisootalmilcroskop,  und  zwar  eotsprach 
ein  Theilstrich  in  den  Versuchen  28,  29,  30,  31  und  32  0,045  mm, 
im  Versuch  83  =  0,043  mm. 

Die  Tabellen  sind  schon  p.  342  erläutert.  Angegeben  sind  die 
•eweils  gemesseueu  IhöiUtrichc.    Nur  io  der  ersten  Horizontalreibe, 
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d.  b.  in  den  auf  den  Spitienthetl  bezügUcben  Messungen,  ist  die 
entsprechende  Länge  in  mm  in  den  Vers.  28 — 32  hinzugefügt, 
ünler  den  Tabellen  ist  ausserdem  der  gemessene  resp.  bereclmeie 

Gesanimlzuwachs  des  Spilzentheils  iimcihallj  2\  Stunden  angegeben 
lind  aiiHserdem  der  Zuwachs,  welchen  die  übrige  gemesäcne  Strecke 
in  der  Vorsucliszeit  ergab. 

hl  Vers.  33  ist  in  der  letzten  Verticalreihe  der  Zuwachs  der 
einzelnen  Zonen  verzeichnet. 


Venncb  XXVIU.    Vtcta  faU 

In  Gelatine  gebracht  S3.  lan.  1 893  Morgens  8^  Uhr.  Von  der 
38  mm  langen  Keimwurzel  befinden  sieb  S8  mm  in  der  Gelatine.  — 
Temp.  17,8'I8»6*G. 


Lage  der  Zone 

i.1  I. 
9  Mn. 

10  Mo. 

i  Na. 

7  Na. 

ik.fl. 

h  Mu. 

0|0  —  0,67  nutt  1 

=— 
0,C7  miu 

16  Str. 

0,67  mm 
15  Str. 

0,6Tmm 
15  Str. 

3,64  mm 
81  Str. 

H ,  1  mm 
960  Str. 

0,67—  4,99  1 

97  » 

90  i 

94  » 

96  t 

98  » 

4,99—  9,44  • 

99  B 

98  » 

99  * 

100  » 

101  « 

9,44—13,35  » 

88  » 

87  » 

88  » 

89  * 

90  t 

Die  Spilzenzone  verltlngerle  sich  von  i  Na.  bis  8  Mo.,  also  in 
49  Standen  um  10,53  mm. 

Der  Zuwachs  in  24  Standen  stellt  sich  also  auf  i  3,3  mm. 

Die  folgenden  Zonen  von  0,67  mm  bis  43,35  mm  nehmen  wilbrend 
S3  Stunden  zusammen  um  0,225  mm  an  Lange  zu. 
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Versuch  XXIX.    Vicia  (aha. 

Kingosrhniol/cn  in  Gelatine  5*4.  Jan.  IS'J.'i  M()ri:ens  8  Ulir.  Von 
der  50  mm  langen  Keimwurzel  befaodeu  sich  36  mm  in  der  Gelatine. 
Temp.  n,3— i8,7"C. 


IiBga  der  Zone 

a4./i. 

84  Mo. 

9  Mo. 

40  Mo. 

H  Mo. 

13  Mo. 

%  Na. 

I 

i  4  Na. 

7  Na. 

25/1. 
8  Mo. 

«,03 

1,03 

1,03 

1,03 

2,65 

3,69 

i,69 

11,02 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

0    —  1,03  mm 

Str. 

.Sir. 

Str. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

23 

23 

23 

13 

36 

59 

81 

Hl 

S46 

l,OS—  6,03  « 

89 

9« 

92 

91 

91 

94 

93 

94 

103 

5»03—  9,36  • 

96 

96 

93 

94 

95 

95 

96 

97 

101 

9,36—13,35  » 

89 

90 

93 

95 

96 

96 

96 

104 

Die  apicale  Zone  verlüngerte  sich  von  I  I  iMo.  bis  8  Mo.,  also 
io  21  Sld.  um  9,99  mm,  also  in  24  Std.  um  11,4  mm. 

Die  Zonen  von  1,03  bis  13,35  mm  nahmen  in  23  Sld.  zusammen 
um  1,44  mm  an  Lange  zu. 


Vereuch  XXX.    Vtcio  /ofra. 

Eingeschmolteii  in  Gelatine  am  25.4.  1893  um  8i  Mo.  Die 
Keimwurzel  ist  55  mm  lang  und  hiervon  befinden  sich  37  mm  in 

Gelatine.    Temp.  17,9— iU,OM:. 


LigB  dar  Zons 

i5./I. 
9  Mo. 

10  Mü. 

H  Mo. 

42  Mi). 

1  Na. 

Nu. 

4  Na. 

7  Na. 

2C./I. 
9  Mo. 

0,49 

0,49 

0,49 

0,49 

0,49 

0,8t 

1,30 

2,65 

10,17 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

0     —  0,49  mm  | 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str. 

H 

1 1 

H 

il 

11 

18 

29 

59 

116 

0,i9—  l,3»  • 

21 

11 

11 

21 

21 

21 

22 

23 

13 

1,39--  t,St  » 

63 

65 

66 

68 

68 

66 

64 

62 

61 

4,11—  8,40  a 

93 

93 

101 

104 

107 

108 

109 

109 

III 

0,40—11,31  » 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 

98 
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Zuwachs  der  apicalen  Zone  von  i  Na.  bis  9  Mo.,  also  in 
20  Std.  =  9,68  mm.  Daraus  berechnet  sich  für  24  Sld.  ein  Zuwachs 
von  11 ,6  mm. 

Der  Gesammlzuwachs  der  übrigen  Zonen  betragt  in  24  Std. 
=  0,85  mm. 

Veraucb  XXXi.    Viäa  faba. 

Von  der  37  mm  langen  Kcimwurzcl  befinden  sich  30  mm  in 
Gelatine.  Das  Einschmelzen  geschab  am  27.  Jan.  1893  7|  Mo. 
ierop.  17,6— 18,8"  G. 


Lage  der  Zone 

»7,/l.t 

8  U. 

40  .M.;«  Mo. 
Mo.  ! 

40  Mo. 

41. Mo. 

MMo. 

4  Na. 

i  Na. 

S  Na. 

|i8.1. 
8  Na.|8  Mo. 

9  Mo. 

0..'i8 

0,63 

4,43 

i.38 

'  3,S8 

5,17 

7,54 

47,4 

47,9 

tniii 

in  III 

in  I  II 

miii 

in  III 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

0    —  0,68  mm  | 

Str. 

Sir. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str 

Sir. 

Sir. 

Str. 

Sir. 

1.3 

13 

43 

14 

M 

53 

73 

145 

467 

380 

39» 

0,l»8—  f,t1  > 

1  4 

15 

(6 

«  C, 

ir, 

45 

4  5 

»5 

45 

16 

»,n  » 

88 

88 

94 

9i 

88 

87 

86 

84 

84 

86 

S6 

.    5,«7—  9,76  » 

lOi 

<04 

109 

409 

HO 

4  4« 

1  13 

t  <2 

413 

115 

IIS 

9,7C— H,6!  » 

<08 

iü7 

IU8 

108 

107 

4  08 

4  08 

408 

408 

408 

108 

Die  apicale  Zone  nimmt  in  8S  Std.  (4 1  Mo. — 9  Mo.)  nm  4  7,27  mm 
zu,  also  in  24  Std.  um  \  8,8  mm. 

Der  Ge.saromtzuwachs  der  übrigen  Zonen  stellt  sich  während  der 

Yersuchsdauer  auf  0,54  mm. 


Versuch  XXXO.    Vicio  fAa. 

Die  alteren  Theiie  der  Wurzelhaube  Warden  an  dieser  Wurzel 
abgeschabt  (vgl.  p.  346  Anmerkg.  2).  Darauf  wurde  am  29.  Jan.  1893 
um  7f  Mo.  die  60  mm  lange  Wurzel  so  eingeschmolzen,  dass  sieb 
38  mm  in  Gelatine  befanden.  —  Temp.  18,0 — 19,2^C 
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A. 


Lago  der  Zone 

19./!. 
HMo. 

91  Mo. 

lOillo. 

H|Mo. 

Na. 

i\  Na. 

30./I. 
Mo. 

9i  Mo. 

0,45 

0,4  Ii 

0..'>8 

0,99 

1,62 

3,0t 

4,77 

45,75 

46,42 

mm 

nun 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

0,    —  0|i6  mm 

Sir. 

Sir. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str. 

10 

<0 

<3 

♦2 

36 

67 

406 

350 

365 

0,46—  1,M  » 

16 

16 

46 

46 

16 

4  5 

45 

4  5 

46 

1,11—  1,76  9 

14 

U 

14 

U 

44 

4  4 

14 

4  i 

44 

4,16—  4,36  » 

68 

60 

60 

59 

59 

59 

59 

58 

59 

4,36—  9,05  a 

81 

86 

80 

75 

75 

78 

79 

81 

84 

8,05—4  2,69  > 

103 

104 

.0» 

lo-; 

409 

4  42 

415 

4  46 

4  46 

Die  apicale  Zone  ist  io  83  Std.  (10| — Mo.)  um  15,84  min 
gewachsen.  Hieraus  eigibl  sich  für  S4  Std.  ein  Zuwachs  von 
16,5  nun. 


B. 

Yor  dem  Eingipsen  war  in  der  apicalen  Zone  eine  grossere 
Zahl  dicht  aneinander  stehender  Marken  angdmcht  worden.  Nach- 
dem der  SpitaentheU  sich  bis  2^  Na.  auf  3,01  mm  verlängert  hatte, 
befanden  sich  die  nun  gemessenen  Marken  innerhalb  dieses  Spitzen- 
thelts  io  den  in  der  ersten  Yerticalreibe  in  mm  angegebenen  Posi- 
tionen. Der  ent^rechende  Abstand  in  Theilstrichen  ist  in  der  zweiten 
Yerticalreihe  verzeichnet.  In  der  dritten  Yerticalreihe  ist  dann  der 
Abstand  derselben  Marken  nach  8^  Std.  (öi  Na.)  angeführt. 


Lage  dar  Zoae 

21  Na. 

5|  Na. 

0     — 0,54  uiui 

1  2  Sir. 

4 1  Sir. 

0,54 — 0,76  » 

5  » 

5  » 

0,76 — 1,08  » 

7  n 

7  » 

4,08—4,39  » 

7 

7  t 

4,39—3,04  » 

36  » 

78  1 

Summa 

67  Str. 

4  06  Str. 
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Versuch  XXXIII. 


Die  iO  iiini  lango  Keimwurzel  wird  aui  27.  Jan.  1893  in  die 
schon  erstarrte  Gelatine  so  cingestosseD,  dass  sich  in  dieser  34  mm 

befinden.  —  Tcnip.  17.7— I8,r,  C. 


Lag«  d«r  Zone 

*7  ,1. 
8^  Mo. 

9  Mu. 

10  .Mo, 

4  ä  Mo. 

i  Na. 

5  Na. 

8  Na. 

18. ;l 

%\  Mo. 

Zuwachs 
1«  SU. 

Str. 

Sir. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

Str. 

0    —  1^16  mm 

;» i 

3.1 

:j.3 

33 

34 

34 

43 

6,31 

l,4ft—  5,46  » 

86 

90 

95 

400 

1  \1 

137 

173 

39S 

13,19 

6,16—  6,il  » 

99 

100 

«06 

113 

f  40 

«53 

159 

«r>9 

1,66 

9,41—13,41  » 

93 

94 

94 

95 

97 

97 

97 

uy 

6,16 

Gesammtzuwacbs  in  24  Std.  =  1 6,52  mm. 


Abth.  IV.  Waohsthum  nach  läogerem  Eingipsen. 

(Zu  Kap.  VI,  c.) 

Versuch  XXXIV.  V/na  faha. 
Zuwachs  nach  einstUndigem  und  nach  iSstUndigem  Eingipsen.  Die 
unter  A.  verzeichneten  Zuwachse  bc/ieln  n  sich  auf  5  Wurzeln  die 
nach  einstundigem  Eingipsen,  die  unter  B.  bezeichneten  auf  3  gleich- 
artige Wurzeln  die  nach  48sUlndigem  Eingipsen  in  Sägespänen  cui- 
tifiri  worden.  Die  erste  Messung  und  das  Einsetzen  in  feuchte 
Sägespane  gescbab  in  beiden  Fallen,  nachdem  die  befreiten  Wuneb 
I-  Stunde  im  Wasser  zogebracbt  hatten.  Die  Cultorbedingangen  ¥raren 
in  beiden  milen  dieselben.  Die  WorzelUlnge  betrug  zu  Beginn  3S  bis 
38  mm.   Temp.  18,8 — 20,2*  G.  —  Vgl.  p.  352. 

A.  Vorttbergdiend  eingegipste  Wurzeln. 

ZmvMihs  Alwi«!« 
in  den  «nton  14  SundM        in  dm  lblg*Bd«n  14  SImidflii 

16    mm  16  mm 

«7,5    »  !4.B  » 

24       »  SO  » 

II       »  18  t 

fl       »  1*  » 

MiUel  für  4  Wurzel:  13,9  mm  11,3  mm 
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B.  Nacb  iSstandigem  Eingipsen. 

Zuwadis  Zanraebs 

io  d«B  tmtoii  M  Statdm  ia  don  fol|«dw  14  Standen 

10  nun  19  mm 

11  »  tS  • 
Ii      »  16  > 

8      >  S3  « 

43      I  t6  » 


Mittel  für  <  Wurzel :  H,i  mm  i3,t  mm 


Abth.  V.  Drackversaohe  mit  Keimsteogelu. 

Versocb  XXXV—XXXVU. 

Die  AoBftthraiig  der  Versuche  geschah,  unter  entsprechender 
Anpassung  (vgl.  p.  S49),  nach  der  in  Abth.  I  (p.  440)  angegebenen 
Weise.  Ebenso  ist  aus  dem  p.  376  und  440  Gesagten  das  Nothige 
Ober  die  tabellarische  Zusammenstellung  zu  ersehen.  Das  Gewicht  des 
Gipsdeckels»  welches  hier  xu  dem  gemessenen  Federdrack  hinzu  addirt 
werden  mttsste,  wurde  vemachlSssigt.  Die  Pflanzen  war^  äUnmtItch 
im  Dunklen  erzogen  und  standen  wtthrend  der  Versuche  in  sehr 
stark  gcdäDipftem  Licht,  so  dass  in  das  Innere  der  Gipsholle  nur 
sehr  wenig  Licht  eindringen  konnte. 


Versuch  XXXV.    Vicia  [aba.    Längsdruck  des  Epicolyles. 

Das  Bpicotyl  ragt  43  mm  aus  dem  Boden,  und  zwar  befinden 
sich  9  mm  (yoo  dem  Scheitel  der  KrOmmung  ab  gerechnet)  in  dem 
GipsdeckeL  FederstOrke:  1  Strich  ä  0,0188  mm  =:  2S,8  g  —  Gips- 
spalt bei  Schluss  des  Versuchs  0,85  mm.  Der  Stengel  ist  in  dieser 
Zone  kaum  angeschwollen. —  Durchmesser  der  activen  Zone  =  5  mm; 
Querschnitt  =  19,6  qmm.  —  Bnddruck  1190  g.  —  Dmckintensität 
5,88  Atm.  =  60,7  g  p.  qmm.    Temp.  19,3 — 80,8*  C. 
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Zeit 

Dniek 

Drucli- 
tnoehoM 

p.  <  stunde 

'-^  >  

30.,  \.  1  892.  9  Mo. 

.... 

31. /X.      '      8  » 

580  g 

1  Na. 

654  > 

Onick  gesteigert  auf 

!010,5  g 

4. /XI.  I89S.  1  Ho. 

1010,5  S 

S./XI.     »     8  > 

1070,5» 

a./XI.  »8a 
i./Xl.     a     7  » 
6./XI.     »     8  » 
6./XI.     a     8  » 

HS7  a 
H67  > 
1184  « 

H90  • 

1,67  > 
0,7«  ■ 
0,18» 

Versuch  XXXYi.  Udianthm  annutu.  LüJi^ruck  des  Hypocotyls. 

Das  Epycotyl  ragt  ans  dem  Boden  47  mm;  davon  befinden  sich 
in  dem  Gipsdeckel  3  mm.  —  FedenUIrke:  i  Slrich  k  0,0482  mm  = 
22,8  g.  —  Gipsspalt  am  Schluss  0,18  mm.  Stengel  in  dieser  Zone  so 
got  wie  nicht  geschwollen.  —  Durchmesser  des  acliven  Querschnitts 
SB  2,6  mm;  Flttche  —  5,i2  (]mra.  —  Enddrack  =  400  g.  —  Druck- 
iDteDsitat  7,45  Alm.  =  76,9  g  p.  qmni.    lemp.  17,9  — 20,1»  C. 


Drnok- 

Zell 

Dnick 

zunahme 
p.  i  Sluode 

19./XI.  1891.  11  Mo. 

aO./XI.     a       8  a 

341  g 

8,07  g 

Druck  gesteigert  auf 

851  » 

.    I./XL     •      8  Mo. 

355  > 

l./XI.     »       8  a 

'     388  » 

1,37  » 

3. /XI.     »       8  » 

0,5  » 

ioo  ft  1 

Versuch  XXXVII.   Vicia  jaba.  Querdruck  des  Epicotyls  von  Vicia  faba. 

Das  Epicolyl  ragt  ö4  mm  aus  dem  Boden.  Activ  gegen  den 
Gipsdeckel  wirkt  eine  Zone,  welche  5,5  mm  von  dem  Scheitel  des 
Bogens  beginnt  und  7,5  mm  lang  ist    Der  Deckel  wurde  etwa 


Digitized  by  Google 


189] 


DbUGK-  und  ArBEITSUUSTIWU  DCACil  WACU&BNDB  PfMAZKR. 


471 


0,18  mm  ab^jehoben  und  der  Siengol  war  kanm  nach  dem  SpaU  hin 
ausgewachsen.  Flacheninlialt  des  HedianscbniUs  im  activen  Theil 

37,5  qmm. 

Apparat:  Klemmschraube.  —  FederstArke:  1  Strich  ä  0,0182  mm 
=  3\;ig.  —  EndJiuck  2154  g.  —  DruckiDteiiBiUlt  5,56  Atm.  =s 
Ö7,ö  g  p.  qmm.  —  Temp.  17,9—20,4°  C. 


1  /II.  <893.  fO  Mo. 

•     •     •  • 

I./U. 

»       8  » 

1396  g 

3./II. 

»       8  « 

1398  > 

i       8  » 

139«  » 

Dmek 

erniedrigt  tuf 

lOfO  » 

8./II. 

»       8  Mo. 

1111  > 

6./II. 

»           8  B 

1138  > 

i./n. 

*       8  f 

1154  » 

11,81  g 


0,67  » 
0,67  • 


Abth.  VI.  DnickmessungeD  mit  Orasknoten. 

Versuch  XXXVIII— XLII. 

Die  Versuche  sind  in  der  p,  389  angegebenen  Weise  angestellt. 
Ob  zur  Messung  das  llebeldynamometer  oder  die  Druckfeder  diente, 
ist  bei  den  einzelnen  Versuchen  gesagt.  Die  Genauigkeit  war  in 
beiden  F^en  dieselbe,  denn  durch  das  erwähnte  mikroskopische 
Ablesen  am  Hebeldynamometer  wurde  auch  erreicht,  dass  der  Ab- 
lesungsfehler den  Werth  von  1  g  nicht  erreichte. 

Das  Gewicht  des  freien  Halmtheiles,  einschliesslich  des  umgipsten 
Clasröhrchens  (c.  in  Fig.  10  p.  389),  betrug  2  bis  3  g  und  erreichte 
nur  in  dem  Versuche  mit  Mais  (Versuch  42)  einen  höheren  Werth, 
nttmlich  12  g.  Dieses  Gewicht,  resp.  das  enlsprechende  statische 
Moment,  wirkt  ebenfalls  dem  Knoten  entgegen,  muss  also  zu  den 
Angaben  des  Messapparates  hinzuaddirt  werden.  Bs  ist  zu  diesem 
Zwecke  dieses  statische  Moment  für  die  am  Hessapparat  angreifende 
Hehollango  berechnet  und  die  in  den  Tabellen  verzeichneten  Druck- 
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leistiiDgeD  in  g  sind  schon  in  der  Weise  vergrOsserl  worden,  daas 
sie  durch  Moltiplicalion  mit  der  angegebenen  Hebellftnge,  dem  Abstand 
der  Drahtschleife  d  von  der  Mitte  des  Knotens,  das  volle  statische 
Moment  fttr  die  Hebellange  1  ergelwn. 

Zu  Beginn  des  Versuches  wurde  ein  gewisser  Gegendruck  her- 
gestellt, wodurch  der  freie  Halmtheil  etwas  abwärts  gebogen  wurde. 
In  Folge  der  geolropischen  Reaclion  wurde  nach  Ausgleichung  dieser 
Beugung  die  ontiiegeugeselzte  Kiüuimung  im  Knoten  erzielt,  die  in- 
dess  bis  zum  Schluss  der  Versuche  nicht  mehr  als  5  bis  8"  betrug. 

Die  Tabellen  sind  für  sich  vcrslündlicb.  Hinsichtlich  der  Ver- 
werlhung  der  Zahlen  vgl.  p.  349. 

Einige  hier  nicht  mitgelheilte  Versuche  ergaben  ganz  gleiche 
Resultate. 

Versuch  XXXVIU.    IHÜeim  tpeUa. 

Der  Knoten  ist  4  mm  lana  und  hat  in  der  Milte  einen  Durch- 
messer vo!i  4.2  mm.  Die,  wie  überall,  mit  Hilfe  der  Papiermelhode 
besiiiumte  Fläche  des  Querschnills  im  ßlatltheile  des  Knoteo«  beträgt 
\\,6  qmm. 

Der  gemessene  I^nddruck  von  71.6  p;  wirkt  an  einem  Hebelarm 
von  48  mm  Lünge.  Statisches  Moment  also  3437  g.  Ueber  die 
aus  diesen  D^iu  n  berechneten  Grossen  vgl.  die  Tabelle  VU,  p.  395. 
Apparat:  Ucbeldynamometer.  —  Temp.  19,5 — 21,8"  C. 


Druck- 

Zell 

Dnick 

p.  1  stunde 

i3vvn.  isat.  3  Na. 

•    «    •  • 

7  » 

19,5  g 

U./VII. 

II 

6  Mo. 

40,7  » 

«.«8  g 

<ö.,  VII. 

>t 

(i  ii 

56,0 

0,63  • 

le.Yii. 

a 

C  " 

63,6  " 

0,31  » 

n./vii. 

> 

6  • 

69,7  . 

0,S5» 

IS./TII. 

to./vn. 

» 
» 

6  > 

<  • 

<  • 

10.5  > 
1t,t  » 

71.6  9  ' 

O.OU  n 

0,03  n 
0,0«  » 
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Versocb  XXXIX.    Triiicum  spella, 

Laoge  des  Knotens  4,2  mm.  Durchmesser  in  der  Mitte  =  4,4  mm. 
Flüchengrttsse  des  Blaltknotens  an  dieser  Stelle  =  4  Sl  qmm. 

HebellHnge  47  mm.  Also  statisches  Moment  bei  Scbluss  des 
Versachs  94,2 .  47  =  4286  g. 

Apparat:  Hebeldynamometer. 

Temp.  20,2—22,0*  C. 


Zelt 

Omok 

Druek- 

zunahmc 
in  4Sld. 

9./Vn. 

8  Mo. 

IS,4g 

8,88  g 

7  Na. 

44,1  • 

1.17  » 

io./vn. 

a 

ft  Mo. 

60,3  » 

H./Vll. 

6  » 

80,3  » 

0,39  • 

i2./vn. 

» 

6  s 

89,6  » 

0,07  » 

\  3./ V  II. 

6  » 

91,2  » 

Versuch  XL.    Tlilicum  vulgare. 

Länge  des  Knotens  3,5  mm.  Durchmesser^ in  der  Mitte  3,6  mm. 
Querschnittsfläche  der  Knotenmitte  8,2  qmm. 

HebeUttnge  46  mm.  Also  statisches  Moment  =  49,8 . 46  =  2291  g. 
Apparat:  Dmckfeder. 
Temp.  20,5^22,0*  C. 


Zeit 


Druck- 
zunabme 
lo  1  Std. 


I4./VJI.  I89S. 

9  Mo. 

18,8  B 

7  Na. 

19,«  • 

H./Vll.  1 

6  Mo. 

S8,Sa 

ll./TO.  • 

6  » 

37,1  » 

ta./vn.  » 

6  » 

45,9  > 

1 4./yn.  » 

6  » 

49,8  • 

ItMÜNh.  i.  WllMMI 

b,  nxm. 

0,67  g 
0,44  » 

0,34  » 
0,19  • 
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Versuch  XL1.    Hordeum  vulgare. 

LUngc  des  Knotens  5  nitn.  Durchmefiser  5  mm.  Querschoitt«- 
flflclio  der  knoleniuitto  =  I3,i  qniiu. 

Ilebellange  41mm.  Staiücbes  Moment  am  Scbluss=  12i,i.4l 
=  ä0ü6  g. 

Apparat:  Uebeidynamometer. 

Temp.  19,0— 20,1 


ZtXt 

Druck 

Druck- 
soathme 

in  1  Sid. 

3./VII.  1891.     10  Ho. 

\Q  Na. 

i   VII.      h           6  Mo. 

5.  VII.     •          6  » 

6.  /VU.     >         6  » 

7.  /VII.     ■         6  » 

1 

.... 

-9,3  F 
9«  ,9  » 
H2,0  > 

iia,t  • 

«,87« 
0,8«  1 
0,1«  > 
0,16  » 

Versuch  XLIl.    Zea  Mai»  (Cioquantiao-Mais). 

Durchmesser  des  Knotens  9,4  mm;  Dicke  der  Halmscbeide  1  mm. 
Qaerscbnittefläche  des  ganzen  Knotens  (Blalttheil  -|"  Stengeltbeil)  = 
69,4  qmm. 

HebeUtInge  55  mm.  Statisches  Moment  am  Schloss  402.55  = 
22110  g. —  Apparat  Hebeldynamometer. —  Terap.  20,5— 21,8*  C. 


Zeit 

Drack 

Druck- 

zunalime 
in  1  Stunde 

16. /VU. 

1801.  3  Na. 

•    «    •  • 

*V0  g 

i6./vn. 

t     0  Mo. 

180  g 

4,83  » 

17./VII. 

»   e  » 

106  1 

3,«8» 

18./VI!. 

»    6  > 

381  » 

0,83  » 

S9./V1I. 

i02  > 
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HISTOLOGIE  DER  FALTENZÄIINE 

PALÄ0Z0I8CI1£&  mOiUCfiPUALEN 

vmi 

HEBMANN  CREDNER, 

ORD.  IIITOUBD  DER  K.  SACHS.  0B8BLLSCHAPT  OSR  W18SBNSCHAFTBN. 


MIT  VIER  TAFELN  UND  FÜNE  TKXTl  iUUliEN. 


AUHnii.  «w  K.  8.  a«NiiNk.  i.  «immmk  mm. 


Einleitung» 


Einer  Kalksleiobank  des  Rothlicgenden  im  Plauenschen  Grunde 
bei  Dresdeo  werden  seit  nun  13  Jahren  die  fossilen  Reste  zahl- 
reidier,  aber  meist  kleiner,  amphibien-  und  repülienarliger  Geschöpfe 
entnommen.  Dieselben  haben  sich  im  Laufe  dieser  Zeit  zu  einer  der 
formenreicbsten  Faunen  von  IJrvierfUsslern  verkörpert,  die  bisher  be- 
kannt geworden  nnd  beschrieben  worden  sind'). 

Ausser  seltenen  rhynchocephalenartigen  Sanriem  (Palaeohat- 
teria  und  Kadaliosaarus)  worden  von  den  nur  wenig  mttcht%en 
KalkniederschlagBn  dner  dortigen,  verbSltnissnilssig  kleinen  Wasser- 
lache der  alteren  Permperiode  die  Skelete  vieler  Hunderte  von  In- 
dividuen verschiedenartiger  Slegocepbalen  nmhttUt  und  conservirtt  von 
kleinsten  salamandertthnlichen  Brauch io sauren  mit  ihren  nur  we- 
nige Gentimeter  langen  Larven,  an  denen  selbst  nodi  Reste  der 
Kiemenbogen  erhalten  sind,  bis  zu  dem  riesenhaften  Sc leroceph  a- 
lus  mit  fast  zotllangen  Zähnen,  in  denen  jedes  Dentinröhrchen  und 
die  feinste  Globularstructnr  der  Dentingrundmasse  Überliefert  ist 

Trotzdem  nun  diese  Fauna  aus  einer  so  frühen  Periode  der 


I)  B.  CuDMBi,  Die  Stegoeephalen  und  Saurier  ans  dem  Hoth- 

liegenden  des  Plauenschen  Grundes  bei  Dresden.  Znit<;chr.  d.  Deut. 
RPo!o!i.  Gcsellschnfl.  I.  Thcil:  <88!  S.  298.  —  IL  Tlieil:  <88«  S.  574.  — 
Ul.  Theil:  1882  S.  213.  —  IV.  Theil:  4883  S.  275.  —  V.  Theil:  1885  S.  694. 
—  TL  Tbt&i  1886  S.  S76.  —  TII.  TlieO:  1888  8.  188.  —  Vm.  Ilieil:  1889 
S.  319.  —  IX.  Thea;  1890  S.  UO.  —  X.  TbeO;  1893  (in  Dracklegaog).  Fer- 
ner: H.  CarniBB,  Die  Urvieifiissler  (fiotctrupuda)  des  SUchsischen  Rothliegcndcn. 
Berlin  1S9(;  Mwic  H.  CRKn>KR,  Stopocrphnlen  ilc-;  IlülIiliegcndcD.  Zwei  Wand- 
\»Mn  nolist  Kriäu(cruii|^cii.   l.eip/ig  —  II.  U.  GüLNiTZ  u.  J.  V.  DbicumülUIR, 

Nuclilnige  zur  Dyas  It  u.  Iii.    Knäsci  4  88  2  u.  84. 
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irdischen  Entwicklungsgeschichte  stamiot,  dass  nur  wenig  vor  ihr  die 
ersten  Anfänge  der  Erzeugung  eines  Knochenskeletes  aas  knorpeliger 
Anlage  zu  suchen  sein  dttrflen,  so  Ixsttzen  dodi  die  Stegocephalen 
des  PlaueiKchen  Grundes  bereits  eine  ausserordentliche  Bbnnigfaliig- 
keil.  In  ihrer  äusseren  Gestaltung,  in  dem  Grade  der  Ossificatlon 
des  Knorpelskeleles,  im  Wirbclbau,  in  der  Berippung,  im  Aufbau  des 
SchultergUrlels ,  in  der  Schuppenbedeckiing  und  in  der  Bezahnung 
giebl  sich  eine  so  hochgradige  DiHerenzirung  und  zugleich  eine  so 
verschieden  stark  nacii  dem  Keplilienskelel  gerichtete  Divergenz  kund, 
dass  die  Ahnen  unserer  permischen  Slegoceplialen  in  noch  weiter 
zurückliegenden  Zeiliiiunien  zu  erwarten  .sein  müssen. 

VerluUlnissiiiUssii;  am  geringslen  ist  die  Verschiedenarligkeit,  die 
sich  in  der  Bezahnuiig  i:;eltend  macht. 

Die  Zaline  der  Stegocephalen  des  süchsisclien  Rothiiegenden 
sind  ausnahmslos  einspilzig,  schlank  kegelfürniig,  vollkommen  gerade 
oder  schwach  gebogen,  zuweilen  an  der  Spitze  stumpf  zweischneidig 
und  stets  mit  einem  grossen  Pulpkegel  ausgestattet.  Sie  sind  ent- 
weder durch  Vermittlung  von  Cement  auf  gerader  oder  schrJig 
medianwjiiis  geneigter  Basis  mit  den  zahntragenden  Dei malknoehen 
verwachsen,  oder  gehen  an  ihrem  Sockelrande  direct  in  deren,  dem 
üauoin  homologe  Deckschicht  Uber,  so  dass  sie  nur  kegelförmige 
Ausstülpungen  derselben  bilden. 

Nach  ihrem  Hau  und  ihrer  inneren  Structur  gehören  diese  Zühne 
zwei  Typen  an,  indem  die  einen  nur  aus  einem  glatten  Dentin- 
hohl kcgel  bestehen,  wahrend  die  anderen  einen  einfachen 
radiär  faltigen  Aufbau  besitzen,  der  sich  nie  zu  der  mäandri- 
schen Labyrinthodontenslruclur  z.  B.  der  triadischen  Stegocephalen 
steigert.  Das  Auftreten  von  Schmelzkäppchen  ist  bisher  nur  in 
wenigen  Füllen  mit  Sicherheit  erwiesen,  ohne  deshalb  bei  den  Zahnen 
der  übrigen  Gattungen  ausgeschlossen  oder  selbst  unwahrscheinlich 
zu  sein. 

Wie  bei  den  verwandten  Urodelen,  so  ist  die  Zahl  der  zahn- 
tragenden  Knochen  auch  bei  den  Stegocephalen  oft  eine  grossCt 
doch  geben  sich  Ihm  deren  einzelnen  Geschlechtern  in  dem  Maasse 
der  Bezahnutig  der  Mundhöhle  grosse  Verschiedenheiten  kuod.  Wah- 
rend auf  der  GaumenflSche  von  Branchiosaurus,  trotz  deren  sehr 
günstiger  Erhaltung  an  zahlreichen  Exemplaren,  nie  Zahnchen  be- 


L^iyiii^.  j  Ly  Google 


<ij      ZuB  Histologie  obr  FALTSMziaKB  palaozoiscbbk  Stegocepualen.  i79 


obachtet  wwden  koonteD,  ihre  Besahn  ung  sich  viebnehr  auf  die 
Kiefer  beschrankt,  tragen  bei  Pelosauros  ausser  letsleren  die  Ptery- 
goidea  und  das  Parasphenoid,  bei  Acanthostoma  ausserdem  noch 
die  Vomero-Palatina  Zahnhecheln,  bis  endlich  bei  Melanerpeton 
und  Discosanrns  die  ganze  Gaiunenflttche  von  einer  dichten  Hechel- 
bezahnung starrt.  Bei  allen  aber  tragen  die  Kiefer  tm  eine  einzige 
Reihe  von  Zähnen. 

Gleichzeitig  macht  sich  bei  den  aufgezahlten  Geschlechtem  die 
Regel  geltend,  dass,  falls  überhaupt  Faltenzahne  auftreten  (wie 
bei  Pelosauiuü,  Acanthostoma,  Melanerpeton,  Disco- 
Maurus  i,  diese  auf  dif  Kieferreihe  beschrankt  sind,  während 
sämnUliche  Zühnciien  dci  (jauaieukiiochen  aus  einfachen  spitzen  Kegeln 
von  minimalen  Dimensionen  bestehen.  Hiervon  machen  nur  Ar- 
chcgosaurus')  und  Sclerocephalus  eine  Ausiuiliine,  bei  denen 
auch  i — 2  grosse  Fallenzähne  aul  dem  Vuiner  und  eine  Reihe  solcher 
auf  dem  Palatinuin  auftreten  unil  an  Grü-sse  die  KieferzUhne  er- 
reichen, z.  Th.  sogar  nocli  übcrtrellen  können. 

Unter  allen  Stegocephalen  des  sächsischen  Rothliegenden  ragt 
Sclerocephalus  labyrinlhicus  Gein.  sp.  nicht  allein  durch  seine 
gewaltige  Grosse  hervor,  sondern  zeichnet  sich  zugleich  auch  durch 
die  intensive  Vcrknöcherung  seines  Gesammtskelctes  aus.  Beide 
Eigen.schatlen  gelangen  namenthch  beim  Vergleiche  mit  Branchio- 
siiiiius,  deni  hiiufigsten  Vertreter  der  dortigen  UrvierfUssler  zur  Gel- 
tung. Krreiclil  dieser  Lurch  nur  eine  Maxiraallange  von  13  cm,  so 
muss  diejenige  von  Sclerocephalus  auf  mindestens  1,50  m  geschätzt 
werden,  —  Dimensionen,  die  ihn  zum  Riesen  unter  seinen  Aufent- 
haitsgenosscn  stempeln. 

Mit  der  Grösse  von  Sclerocephalus  steht  die  SoHditäl  semes 
Gesammtskeleles  in  Einklang  und  zwar  fallt  sowohl  die  Dickknochig- 
keit und  Ausdehnung  seines  Hautskeletes,  wie  die  intensive  Ver- 
knOcherung  seines  inneren  Skelctes  auf. 

Was  die  letzlere  anbetrifft,  so  ist  sie  bis  zur  vollständigen 
Ossification  des  Knorpelgerdstes  gediehen,  so  dass  sich  das  Giied- 

i)  H.  Bi'HMBiSTBH,  Die  Labjriulliodoateti  aus  d.  Saarbrück.  Sleiakolileu- 
gebir^e.  D«rtia  «850.  S.  S4.  Taf.  IV,  Fig.  1;  F.  A.  Qukkstbdt,  Neues  iahrb. 
f.  Hin.  1861.  8.  t98.  Taf.  Ol,  5;  H.  v.  Hbvbb,  RsptUiea  aas  d.  Steinkohlen- 
fonnatioiL  Cassel  1858.  &  Sl. 
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maaBseofikelet  ans  lauter  soliden  Koochea  mit  knöeheniea  Gelenk- 
enden,  die  Hand-  und  Fusswunel  ans  knOchernen  Carpalien  und 
Taraalien  aufbaut,  —  alles  dies  im  scbroffsten  Gegensatie  an  sKmml- 
liohen  ttbrigen  Stegooepbalen  des  dortigeu  Botbliegenden,  deren  Ex- 
tremitilen  dnrcb  a.  Tb.  nur  bantartig  danne  KnochenrtAiren  mit 
knorpeligen  Gelenkenden  gestutzt  werden  und  bei  fast  alten  denen 
Hand-  und  Fusswurzel  vollkommeii  knorpelig  TeAUeben  sind,  wSb- 
rend  l^tera  nur  bei  einigen,  scbon  Ml>bafle  AnUttnge  an  das  Rep- 
tUienskelet  verreibenden  Gescblechtem  eine  schwache,  und  aus- 
schliesslicb  bei  dem  unserem  Sclerooephalus  nahe  verwandten 
Arcbegosaurus  eine  intensivere  VerknOcherung  erfohren  haben. 

Ebenso  setzt  sich  die  rhachitome  Wirbelsttule  von  Sclero- 
cephalus,  trotz  dieses  ihres  primitiven  Baues  aus  einem  massigen 
oberen  Bogen  mit  knöchernen  Dom-,  Gelenk-  und  Querfortstttzen, 
sowie  ans  eben  solchen  Inter-  uikd  Pleurooentren  ausammen  und  irägt 
solide  Rippen.  Auch  die  beiden  Goracoidea  und  Ischia  and  zu 
kiMigcn  Knochenplatlen  ossificirt. 

Fast  mehr  noch  als  das  enchondrale  gelangt  bei  Sclerocephalus 
das  Hautskelet  zur  GoUung.  In  hohem  Maasse  ist  dies  zunüclist 
beiiu  Sc  Heid  ol  der  Fall,  der  bis  auf  das  die  Arliculalion  des  Uuler- 
kicfers  verniittt'lnde  Quadratum  und  aVrtinilarc  ausschliesslich  von 
dicken,  scul|)turii leii  oder  be/ahnten  flaulknuchenplalten  bedeckt  ist 
und  zwar  in  der  Ausdehnung,  welche  den  Schupjienlurchen  die  Be- 
nennung »Dachsehlidel«  (Siegocephala)  eintrug.  Von  knöchernen 
Hinterhauptsbeinen,  durch  deren  doppelten  Gelenkhöcker  bei  den 
Urodelen  und  mesozoischen  Labyrinlhoiionlen  die  Arlicnlation  mit  der 
Wirbcisiiule  hcwiikt  winl.  fehlt  jede  fossile  Ueberlieferung.  so  dass 
(Iii  se  ViM  i)indungssteile  bei  Scierocephalus  keine  betrUcbliiche  Ossi- 
iicalion  erlitten  haben  kann. 

Auch  die  Elemente  seines  Schul  lergürlels  bis  auf  die  Cora- 
coidea  erweisen  sich  noch  als  Theile  des  H;nifskelelos.  Jedenfalls 
waren  das  Epislernum  und  die  Claviculae  noch  nicht  in  das  innere 
Skelel  aufgenonjmen,  bildeten  vielmehr  gewaltige  Panzerplatten  vom 
histologischen  Bau  der  Ganoidschuppen.  Auf  die  abgeschrUgteu 
Rttnder  des  Episternums  legen  sich  dicke  Knochenschuppen,  deren 
divergirende  Strähnen  die  gesammte  Bauchflache  und  die  Unterseite 
der  Exlremiiaten  panzerartig  bedecken. 
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Die  Bezahnung  dieses  permischen  Riesenlurches,  des  Sclero- 
cnphalus,  ist  es,  welche  ia  Folgeadem  einer  specielleD  Befichreibung 
unterworfen  werden  soll. 

Herrn  Dr.  F.  Etiold,  Gustos  der  Sammlungen  der  S.  geolo- 
gischen Landesunt€irsuchung,  schulde  ich  für  seine  verstandnissvolle 
Beihttlfe  bei  der  durch  4 — 5  Jahre  forlgeselzlen  Aufsanunlung,  Sich- 
tang und  Prttparirung  des  jcUt  zur  Bearbeitung  gelangten  Materiales, 
sowie  für  die  von  ihm  auf  Grund  meiner  Handzeichnungeo  nach  der 
Natur  ausgeführten  graphischen  Darstellungen  auf  den  beigegebenen 
Tafeln  dankende  Anerkennung, 


L  üeber  die  zahntragenden  Knochen  nnd  die 
Bezahnung  von  Sderocephalus. 

1.  Histologie  der  Enochen  der  Mundhölile  und  Homologie 
derselben  mit  den  Ganoidsciiuppen. 

In  der  Mundhöhle  von  Sclerocephalus  sind  die  Zwischen-, 
Ober-  und  Unterkiefer,  die  Yomera,  die  nach  vorn  gewandten  Flogel 
der  Pterygoidea  und  die  Palalina  mit  ZMhnen  besetzt.  Vom  Para- 
sphenoid  ist  nichts  ttberliefort,  so  dass  seine  etwa%e  Bezahnung  nicht 
zu  Gonstatiren,  aber  auch  nach  Analogie  mit  nächst  verwandten 
grossen  Stegooephalen  (z.  B.  Arch^gosaurus)  überhaupt  nicht  wahr- 
scheinlich ist. 

Fireilich  sind  auch  alle  erstgenannten  Knochen  ebenso  wie  die- 
jenigen der  Schadeldecke  an  den  vorliegend^  Exemplaren  ihrer 
Masse  nach  fast  ttberaU  der  Vernichtung  durch  die  SickerwSsser  ver- 
foUeo.  Von  ihnen  ist  meist  nichts  geblieben  als  der  Abguss  ihrer 
tief  BCttlpturirtea  Aussenffilche  und  der  Abdruck  ihrer  glatten  Innen- 
seite, jedoch  beide  von  so  ausserordentlicber  Schürfe,  dass  aus  diesen 
Negativen  die  ursprungliche  äussere  Erscheinungsweifls  dieser  Knochen- 
platten  bis  in's  Kleinste  reconstruirt  werden  kann.  Doch  auch  für 
die  Erhaltung  der  inneren  Slructur  des  verschwundenen  Knochen- 
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goAvebes  wuid  bis  zu  einem  ge\vis;>ea  Grade  gesorgt,  indem  vor  dessen 
Veniicliluug  das  gcsaniinlc  die  Knochenmasse  durchziehende  System 
von  Gtfli.sscan.11en  mit  deren  zartesten  Verzweigungen  und  feinsten 
Ausläufern  mit  Kalkspath  ausgefüllt  worden  ist,  —  ein  Ausguss, 
welcher  der  Auslaugung  widerstand  und  entging  und  deshalb  als 
natürliches,  jetzt  voUkuuimen  freigelegtes  Injectionspräparal  des  Canal- 
gystems  erhalten  gebliebea  isU  Dasselbe  liefert  ein  so  klares  kör- 
perliches Rild  des  letzteren,  wie  es  durch  keineriei  Lttngs-  und  Quer- 
schUfl'e  erzielbar  sein  wUrde. 

Diese  zierlichen  Steinkerne  ergeben  sich  als  Ausdruck  einer  fUr 
fast  sämmtliche  Knochen  des  Schädels,  also  auch  der  Gaumenflache 
sowie  des  Unterkiefers  höchst  charakteristischen  Structur,  durch  welche 
sich  dieselben  als  den  Ganoidschuppen  nahestehende  Hautknochen 
kennzeichnen,  ihr  eigenthumliches  Gepräge  erhalten  di(^e  Ossißca- 
tionen  im  Gegensatze  zu  den  enchondralen  Knochen  des  Rumpf- 
skeletes,  sowie  dem  das  Unlerkiefergelenk  bildenden  Quadratum  und 
Arttculare,  in  erster  Linie  durch  ein  dichtes  und  derbes  System 
von  Blutgeffisscanttlen,  sogenannten  HaTersischen  Gantlen^), 
welches  sich  in  horizontaler  Richtung,  nbniich  in  der  FIftohe  der 
grOssten  Ausdehnung  des  Knochens  ausbreitet.  In  dieser  liegen 
sttmmtliche  GefHsscanflle  so  dicht  neben  einander  und  nehmen  eänen 
so  überwiegenden  Theil  des  Knochens  ein,  dass  man  auf  den  ersten 
Blick  versucht  sein  könnte,  ihre  spttthige  AuaßÜlungsmasBe  fUr  die 
Knochenstrahlen  zu  halten. 

Die  wie  derbe,  glatte,  cylindrische  Fttden  erscheinenden  Stein- 
keme  der  GetacanAle  bilden  in  der  Nachbarschaft  der  Oasificalions- 
stelle  ein  Sstig-maschiges,  wirres  Geflecht,  nehmen  dann  nadi  auasen 
zu  eine  radillre  Anordnung  an  und  stellen  sich  strahUg.  Die  einzel- 
nen Hanptstttmme  sind  nahe  dem  Ossificationspunkte  etwa  steck- 
nadeldick, dichotomiren  nach  aussen  zu  in  seidicbe  dflnnere  Aeste, 
welche  in  unregelmAssigen  Abstanden  durch  feinere  QuerrOhrohen 
verbunden  sind,  so  dass  ein  horizontales  maschiges  Netzwerk  ent- 
steht, dessen  radiflrer  Bauplan  jedoch  in  Folge  der  grösseren  Stttrke 
der  Langsstrahlen  deutlichst  zum  Ausdrucke  gelangt. 

Zwischen  diesen  sich  nach  aussen  veiüstelnden  StAmmen  des 

I)  Vergl.  H.  KlAATSUi,  Morpbol.  Jahrb.  XVI.  1890.  S.  139. 
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HorizontalsyBlems  vod  Geflisseanftleii  ist  hier  and  dort  noch  die 

Knochenmasse  selbst  erhallen  geblieben,  Ihre  homogene  klare 
Grundmasse  ergieb!  sich  als  ausserordenllich  reich  an  spiiuleltöniiigen, 
sowie  an  plumperen,  s[)rdtzigen  Knochenkörperchen ,  welche  durgh 
ein  Gewirre  von  /.arten  Ausläufern  in  Verbindung  Nlchen,  oft  dichte 
Striihnen  bilden  und  eine  ausgezeichnete  (luidale  Anordnung  besitzen 
oder  sich  concentrisch  um  die  Gunakjuerschnitte  ziehen.  Das  grüsste 
Volumen  innerhalb  des  Knochens  war  jedoch  von  dem  dichteu  Ge- 
webe jener  Gef^isscanäle  eingenonuneD,  deren  ttsUge  Steiokerne  so- 
eben beschrieben  wurden. 

Oeflers  Ifl£St  sich  beobachten,  dass  von  diesem  horizontalen 
Canalaysteme  zarte,  sich  yerzweigende  Aestchen  und  zwar 
in  den  Knochenplatten  der  Schideldecke  nach  oben  bis  an  die 
scolpturirte  Oberflttche  emporsteigen  und  hier  in  den  Vertiefungen 
des  Reliefe  munden.  Innerhalb  der  Deckknochen  der  Gaumenflilche 
Ungegen,  also  der  Yomera,  Pälatina  und  Pterygoidea,  senken  sich 
diese  Aestchen  von  den  Hauptstämmen  des  Gefilsscanalsystems  bald 
in  rechtem  Winkel,  bald  schräg,  geradlinig  oder  schwach  wurm- 
fttrmig  gewellt  nach  unien  zu  der  zahntragenden  Fklche  der  Knochen 
hinab,  wo  de  in  die  Pulpen  der  hechelartigen  Gaumenzähnchcn 
münden. 

Aehulichcs  izilt  von  dem  Rahmen  der  Gaumenkiioclien ,  den 
Zwischen-  und  Oberkiefern.  In  lelzloron  erreichen  die  im  vor- 
deren Drittel  des  Oberkiefers  entspringenden,  dem  horizontalen  Zahn- 
rande parallel  und  dicht  unter  iimi  verlaufenden  Hauptcaniile  eine 
besondere  Lange,  weil  sich  die  Oberkiefer  sehr  weit  nach  hinten, 
nämlich  bis  beträchtlich  hinler  die  Oibitae  erstrecken.  Zugleich 
zeichnen  sich  diese  Hauptstränge  durcli  ihr  grosses  Lumen  aus,  was 
damit  in  Zusammenhang  steht,  dass  sie  auf  später  klar  zu  legendem 
Wege  durch  absteigende  Aeste  Blutgefilsse  in  die  Pulpen  der  zahl- 
reichen and  grossen  OJberkieferzlÜine  absenden. 

Aach  in  den  Dennalknochen  des  Unterkiefers  (dem  Angulare 
und  Dentale)  nunmt  em  System  von  dicht  aneinander  gelagerten 
Gefilsscanttlen  den  Hauptantheil  am  Knochengewebe.  Im  Dentale 
schiessen  dieselben  von  dem  ganz  an  sdnem  Hinterende  gel^nen 
OssiBcalionspunkte  aus  in  Folge  der  grossen  Lllngenausdehnung  dieses 
Knochens  fast  horizontal  nach  vorn.  Binige  Hauplstrttnge  liegen 
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direci  unter  dem  Kieferrande  und  geben  durdi  diesen  AeBtehen  in 
die  Zahnpulpen  ab. 

Unterhalb  der  dicken  Knochenlage  mit  dem  Horixontalsystem 
von  Gd^flcanSlen  folgt  eine  glatte,  dttnne,  aas  zartesten  Kalk-, 
lamellen  aufgebaute  Basaiscfaicht,  mit  der  die  Deckknooben  des 
Scltildels  auf  dem  Primordialcranium  auflagerten,  die  deshalb  auf 
ihrer  Unterfllfche  vollkommen  glatt  erscheint  und  nach  weteher  steh 
auch  keine  Canidflstchen  wenden.  Innerhalb  der  Kalklamellen  liegen 
sehr  kleine,  isolirte,  langgestreckte  KnocbenkOrpeicfaen  mit  ausser- 
ordentlich feinen  ilst^n  AusläufSsrn. 

Die  Gavmenflttche  der  Yomera,  Palatina  und  Pterygoidea  isC, 
ebenso  virie  die  sculpturirte  Aassenflttche  der  Knochenplattoi  der 
Schttdeldecke,  von  einer  dttnnen  Lage  einer  fast  überall  stark  an- 
gewitterten ,  deshalb  nach  ihrer  Stniclur  meistens  nicht  mehr  defi- 
nirbaren  Substanz  bedeckt*  Jedenfalls  ist  diese  Deckschicht  wideiv 
standsföhiger  als  das  unter  ihr  liegende  Knochengewebe  und 
übensiehi  deshalb  oft  noch  als  baulartigc  Lage  die  Fliehe  der 
Gesteinsabgusse,  selbst  wenn  die  gesammte  flbrige  Knochenmasse 
verschwunden  ist. 

Von  eiDem  theilvveise  noch  mit  seiDer  Knochenmasse  erhalte- 
nen Vonier  gelang  es  jedoch, 
partielle  Qiiersclilillc  auch  durch 
die  dünne  Deckschicht  seiner 
GaumenflUchc  zu  gewinnen.  Die- 
selbe erwies  sich  hier  als  eine 
primitive  Modification  des  Den- 
tins. Die  klare  Grundmasse  des- 
selben wird  durchzogen  von  bald 
gedrangl,  hald  weitlüuflig  ßlehen- 
den,  kurzen,  oft  wellig  geboge- 
nen oder  treknickten  Dentinröhr- 
chen,  wHelie  sehr  hUufig  Aeslchen 
abgeben  und  durch  sie  netzförmig 
anastomosircn  können  (siehe  Textligur  1).  Die  Grenze  gegen  das 
Gewebe  der  unicriagcrndcn  Knochenplatte  ist  eine  wenig  scharfe, 
greift  jedoch  httufig  bucht  ig  in  dasselbe  ein  und  schneidet  deren 
jiohrttg  gegen  sie  verlaufende,  schlierige  LameUirung  ab.  Auf  dieser 
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Grenae  oder  nahe  ihr  in  der  bomogeneii  DentiDgniDdnHune  lt$geo 
kleinere  und  grossere,  ^ratzige,  vielaclcige  KnochenkOrpercfaeD,  de- 
ren nach  der  Ganmenfliche  gerichtete  AusUlufer  eben  jene  Dentin- 
rohrchen  vorstellen.  Die  von  diesen  ersengte  Deckschicht  ist  dem- 
nach Osteodentin. 

Dieselbe  setzt  sich,  wie  auch  an  anderen  der  vorliegenden 
Exemplare  beobachtet,  unmittelbar  in  die  Dentinschicht  der 
kleinen  Hechelztthne  fort,  so  dass  diese  nur  spitsconische  An»- 
stalpuDgen  derselben  bilden.  Es  würde  also  diese  ttusserste  Schiebt 
dem  »Ganoinc  der  Ganoidschuppen  homolog  sein,  welches  nach 
KuuTCCH*)  von  den  Dentiokegela  der  Schuppenzahne  herstammt  und 
deshalb  in  genetischer  Beziehung  als  Dentin  (nicht  als  Schmelz)  zu 
bezdcfanen  wäre.  Der  morphologische  Befund  an  den  bezahnten 
Hautknocben  von  Scleroccphalus  bestätigt  in  vollem  Maasse  die  von 
KuATSco  an  Ganoidschuppen  gemachten  bislogeactischen  Beobach- 
tungen. 

Es  gelangt  somit  die  Iloiiioloi^ic;  der  Deckknochen  des 
Sclerocephal us-ScIiildels  mit  den  Ganoidschu j)j)en  dadurch 
zum  vollsten  Ausdrucke,  dass  sie  wie  diese*)  aufgebaut  werden  aus 
drei  Schleiden,  nUmlich  aus 

1)  einer  dünnen  Basalschicht  von  Kalklamellen,  in  diesen 
isolirlc,  kleine,  langgestreckte  Knoclicnkürpercben  mit  ausserordent- 
lich zarten  Auslaufern  (Isopedin  Pandkr's)  ; 

2)  auf  sie  folgt  eine  viel  dickere  Schicht  von  Knochengewebe, 
reich  an  slrühnig  oder  Iluidal  um  die  Cauüle  geordneten,  unter  ein- 
ander durch  Auslüufer  verbundenen  Knochenk()rperchcn  und  ausge- 
zeichnet durch  ein  liorizontalsystem  von  derben,  meist  dicht 
an  oinandcM-  gelagerten  Gcfiisscauülen,  deren  HauptstrÜngc  in 
der  Ebene  der  Kiiochenplatten  ausstrahlen,  sich  in  derselben  Flüche 
verzweigen  und  von  ihr  aus  Aestchen  nach  der  Ausscnflüche  em- 
porsenden.  Diese  munden  bei  den  Deckknochen  der  Mundhöhle 


I)  i.  c.  S.  <3I  UQd  139. 

S)  K.  V.  ZlTTBL,  Il.indbuck  d.  Paliioulologie.  U.  III.  1887.  S.  II,  I3Ö,  US 
lt.  148.  —  0.  Hbbtwic,  Morphol.  Jahrb.  Y.  IS79.  S.  IS.  —  H.  Kuatsch,  Ebea- 
dort  XTI.  1890.  S.  97.  —  fiR.  UorBR,  Slatongaber.  d.  Ges.  f.  Morphologie,  Mün- 
cb«ii  1889.  S.  493.     U.  GuDHi»,  Zeltfob.  d.  D.  (jeol.  Oes.  1893.  Setorooephalm. 
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z.  Th.  in  die  Pulpen  der  Ztthne,  bei  den  DermalkDocben  der  Schädel- 
decke  in  die  Graben  der  OberBttcbenscuIptur; 

3)  den  ttiufiersten,  dttnnen  Ueberzug  der  Knochenplaiten  bildet 
eine  zarte  Lage  von  Osteodentin,  welcbe  bei  den  zahntragenden 
Knochen  direct  in  die  Dentinkegel  der  Hechelzähne  fortsetzt  und  der 
als  Ganoin  bezeichneten,  aber  dem  Dentin  zuzurechnenden  Ober- 
flachenschicht dei*  Ganoidschuppen,  z.  Th.  auch  dem  Kosmin  der  letz- 
leren homolog  ist* 

S.  Die  Bewihnniig« 

Die  einander  zugewandten  Rftnder  der  Zwischen-  und  Ober- 
kiefer und  der  Unterkiefer  sind  ?on  einer  Reihe  eng  aneinander 

stehender,  nar  im  Obeiv  und  Unterkiefer  nach  hinten  zu  etwas  weit- 

läufliger  gestellter,  gleichartiger  Zahne  besetzt.  Ihre  Gestalt  ist  eine 
spitzkcgcirörmige ,  dabei  schwach  einvvlirts  gekrümmte.  Ihr  Quer- 
schnitt ist  an  der  üiLssersten  Spitze  ciu  elliptischer,  .stuiupf  zwei- 
schneidiger mit  der  Zulinreilie  paralleler  Llingsaxe,  —  nahe  der 
Basis  ein  abgerundet  oblonger,  quer  gegen  die  Kieferaxe  gerichteter. 
Letzteres  wird  dadurch  veranlasst,  dass  die  Zahnbasen  zu  einer  dicht 
schliessenden  Reihe  eng  aneinander  gedrangt  stehen  und  sich  da- 
durch in  der  Forin  ihres  Querschnitles  beeindusst  haben.  In  jedem 
/wischenkiefer  dürften  etwa  8.  in  jedem  Oberkiefer  30—35  solcher 
einspilziger  Kcgelzähne  stehen.  Ihre  Hübe  ist  innerhalb  der  Zwi- 
sclienkiefer  und  der  vorderen  Strecke  des  Oberkiefers  die  gleiche 
und  betrögt  bei  den  grössten  Individuen  14 — 15  um)  bei  6^ — 8  mm 
basalem  Durchmesser,  nimmt  aber  dann  nach  dem  hiulcren  Kieferende 
zu  im  Alliremeiuen  langsam  und  gleichmössig  ab.  üeber  ihr  Niveau 
ragt  nur  em  an  der  Hi^  ^ung  des  Oberkieferrandes  zum  Scbnauzen- 
ende  stehender  I'angzahn  um  einige  Millimeter  empor. 

Was  den  allgemeinen  Bau  dieser  Kieferzähue  belrillt,  so  er- 
weisen sie  sich  auf  Quer-  und  Längsbrüchen,  sowie  an  Steinkernen 
ihrer  Pulpa  schon  dem  blossen  oder  dem  mit  Lupe  bewafTnülen 
Auge  als  an  der  Spitze  solid,  weiter  abwärts  durchzogen  von  einem 
sich  spitz  verjüngenden  Pulpkegel  mit  oben  kioisrundem,  im  Zahn- 
SOckol  ovülcTii  Huerschnitt,  in  welchen  sich  nach  unten  immer  länger 
werdeniie  und  dabei  sich  wurmfürmig  krümmende  Falten  einschieben, 
wodurch  der  Zahn  in  fast  drei  Vierteln  seiner  Hübe  einen  einfadi 
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radilirfaltigen,  nur  nahe  der  Basis  etwas  complicirtereo  Bau  erhalt. 
Derselbe  giebt  sidi  auf  der  Aussenseile  des  Zahnes  durch  in  gleichem 
Sehritte  mit  der  Verlängerung  der  Falten  sich  tiefer  einkerbende 
Lüngsfurchen  kund. 

Die  Verbindung  dieser  Zllhno  mit  dem  Kiefer  geschieht  auf 
folgende  Weise:  Jeder  Faltenzahn  geht  an  seiner  Basis  in  eine  von 
Gefässen  wirr  durchzogene,  deslialb  spongiöse  (leinentmasse  Uber, 
welche  zugleich  die  A ussentlUciie  und  die  beiden  Seitenflächen 
des  Zahnsockels  kragenartig  umwallt  (Texlfigur  2,  c)  und  mit  der 
Cementbasis  der  Nachbarzüline  zu  einem  dem 
Aussenrande  des  Kiefers  niSchslliegendcn  Ce- 
mentstreifeii,  —  einer  wallartigen  Zahnli  isle. 
—  verschmilzl.  Auf  ihrer  basalen  FUlclie 
(Unterseite)  geht  letztere  in  den  darunter 
liegenden  maxillaren  üernialknochen  über. 
Von  diesem  aus  biegen  sich  Aeste  von  Ca- 
nälen  seines  horizontalen  Gefässsystemes 
(siehe  S.  482)  steil  empor,  zerlheilen  sich 
entweder  in  der  Cementbasis  direct  zu  einem 
wirren  Geflecht  von  wurmförmig  gebogenen 
anastomosirenden  Canälchen,  um  durch  diese 
in  die  Pulpspeichen  zu  münden,  oder  sie  er- 
weitem sich  vorher  zu  auf  der  Grenze  zwi- 
sdien  Gement  und  Dermalknochen  gelegenen 
grosseren  Lacunen  (siehe  Textfigur  3,  S.  529). 

Dahingegen  gelangt  in  dem  nach  dem 
Innenrande  des  Kiefers  gewandten  Sockel- 
segmente die  Schicht  von  ßasiscement  und 
der  von  ihr  ausgehende  peripherische  Cementwall  des  Zahnes  nicht 
zu  selbständiger  Bntwicldung,  —  in  Folge  dessen  verlängert  sich 
hier  der  gefaltete  Dentinmanlei  bis  fast  zum  Kieferknochen  seihet 
(Textfigur  S,  t  und  fc),  greift  also  hier  mit  seinen  sich  länger  aus- 
»ehenden  Falten  tiefer  hinab  als  an  dem  durch  den  Cementwall 
erhöhten  Aussenrande  des  Kiefera,  —  seine  AufwacbsOttche  ist  mit 
anderen  Worten  schrflg  von  aussen  nach  innen  geneigt,  —  Sdero- 
cephalus  ist  also  pleurodont. 

Auf  der  von  Gement  nicht  aberzogenen  Innenflanke  des  Zahn- 


2.  Kill  mit  KpiniT  riiiit/e  in 
ins  Ii  o  s  t  « i  n  K  "  r  i  c  h  t  <•  t  c-  r  O  Ii  e  r  - 
kioreriithn.  i1i-->k<!ii  Di-ntin- 
msntal  <lurth<iieSi<kerw;>n-fr 
knigelangt  i»t.  «ihroud  ■!  i  o 
CvaantnmirBnauf  da»  Zahn- 

c  =  liurfii>i>iif6rinig«Cem«ntumw:il1i:nK 
mit  Elnst&Ipnngtn  in  dio  jvtit  vfr- 
Hrhwondenen  PentinhltCD ;  —  i  =  Ab- 
drack  dar  Mdislai  ZkhDOanke  okne 
CataanthUIe  alt  Usnartrocktan  Pal- 
Iwi  —  ft  «  fluBMliah«  daa  Obcr- 
kitCin  alt  AkirtAkM  vom  horiMnlal 
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Sockels  treten  nun  zu  den  von  unten,  aus  dem  Ganalsystem  des 
Dermalknochens  senkrecht  eraporsteigondcn  Geissen  noch  solche, 
die  horizontal  aus  dem  Bindegewebe  der  Gauniciifliidic  von  der 
Medianseite  her  in  die  Pulpspeichen  des  faltigen  Sockels  einmünden 
(Textfigur  2,  k).  Durch  sie  wird  an  solchen  Stellen  der  Denlin- 
mantel  durchbrochen  und  geht  dadurch  seiner  ContinuilUt  verlustig. 
Diese  1  oramiiui  entsprechen  den  GinmUndungsstellen  grösserer  Go- 
f^sse  an  der  Basis  der  GaumenzUhnchen  von  Sclerocephalus  und  der 
Schuppenztlhnchen  von  Ganoiden. 

Dadurch,  dass  das  Cemonl  den  Zahnsockel  nicht  ringsum .  son- 
dern hufeisenförmig  umwallt,  »  rscheinen  die  Zähne  am  Aussenrande 
des  Kiefers  wie  in  flache  Alveolen  von  Cementmasse  eingesenkt,  in- 
dem dieselbe  hier  die  sich  mit  der  Verjüngung  der  Zlihne  nach  oben 
keilförmig  erweiternden  Zwischenräume  zwischen  den  Zahnen  erfüllt 
und  .sich  dort,  wo  letztere  weitlaufliger  stellen,  zwischen  dieselben 
einschiebt.  Durch  diese  Bcsciiriinkung  der  Cementumwallung  auf 
die  Aussen-  und  Seitenflächen  der  Zahnsockel,  durch  deren  Fehlen 
auf  dem  inneren  Sockelsegraent ,  durch  die  hier  von  eintretenden 
HorizontalgefUssen  erzeugten  Lücken  zwischen  den  sich  in  die  iJknge 
streckenden  Falten  erklärt  sich  die  Asymmetrie  der  Querschaitte 
Fig.  U  und  28,  Taf.  ÜI. 

Von  einem  Zahnwechsel  durch  an  Steile  der  alten  Zahne  von 
UDten  nachrückende  Ersatzztthne  ist  an  keinem  der  vielen  Aufscbloss^ 
pmikte  in  die  Z&boe  und  deren  Basis  irgend  eine  Andeutung  wahp- 
zmiehmen,  so  dass  ein  derartiger  Zalmwechsel  bei  SclerO' 
cephalus  nicht  stattgefunden  haben  kann.  Die  nach  hinten 
abnehmende  Grösse  und  in  gleichem  Schritte  xonehmende  Weil- 
Iftttftigkeit  der  Kieferzähne  weist  vielmehr  darauf  bin,  dass  die  Neu- 
bildoog  derselben  innerhalb  des  Cementstreifens  aaf  der  hinteren 
Strecke  des  Kieferrandes  vor  sich  gegangen  ist. 

Das  sich  nach  Analogie  mit  anderen  St^cephalen  wahrschein^ 
lieh  ab  schmale  streifenförmige  Lamelle  an  den  zahntragenden  Band 
des  Oberkiefers  anschliessende  Palatinnm  scheint,  soweit  die  vor- 
liegenden, in  dieser  Beziehung  freilich  höchst  ungünstig  «beriieferten 
Reste  der  Gaumendedke  einen  Scfaluss  gestalten,  eine  Reihe  von 
spitzkegelfOrmigen  Zfthnen  getragen  zu  haben,  welche  in  ihrer  Grosse 
und  in  ihrem  Faltenbau  denen  der  Kiefer  suchen. 
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Das  Pterygoid  ist  wie  bei  den  übrigen  Stegocephalen  drci- 
llügelig.  Der  innore,  nach  dem  schildförmig  verbreiterten  Hinterende 
des  Parasplicnoids  verlaufende  Ast  desselben  ist  sehr  dick  und  kurz, 
^  der  bogig  nach  vorn  gerichtete  Ittog^te  FlUgel  umrahmt  mit  seinem 
medialen  ausgeschweiften  Rande  die  grossen  Gaumenlöcher  von  aussen 
ttod  ist  hier  auch  am  stärksten,  während  sich  sein  scharfer  Laterale 
rand  an  die  GaomeuflAche  des  Oberkiefers  und  des  Palatinums  an- 
leget, ~  der  drille  Arm  endlich  erstreckt  sich  nach  aossen  und 
hinten  zar  äosseisten  Hinterecke  des  ScbAdels,  wo  er  das  Qnadratam 
tragen  hilft.  Die  den  GanmenhOhlen  lienachbarte  FlKche  des  Ptery- 
goides,  also  namentlich  dessen  nach  vom  gewandter  Fhlgel,  tragt 
Ueme  kegelförmige  Zahnchen,  die  gegenüber  der  GrOsse  der 
Haxillarzahoe  fast  verschwinden,  dnrcbschnitllich  nur  1  oder  1,5  mm 
Hohe  erreichen  und  deshalb  kanm  ans  der  Schleimhaut  hervoigeragt 
haben  können.  Die  Ausdehnung  und  Dichte  dieser  Hechelbezahnung 
ist  individuellen  Schwankungen  unterworfen,  so  dasg  die  Zahnchen 
bei  einem  Exemplar  ziemlich  weiüauflig,  bei  dem  anderen  geradezu 
burstenartig  dicht  stehen  und  sich  dabei  bis  auf  den  nach  dem  Para- 
sphenoid  gerichteten  FlUgel  auslueiten  können.  Im  vorderen  Drittel 
des  l.ingslen  nacli  vorn  verlaufenden  Flugel^i  werden  diese  Hechel- 
zUh neben  ersetzt  durch  eine  einzige  Reihe  etwas  grösserer,  dicht  am 
Innenrande  des  Flügels  stehender  Zahne. 

Die  Vorne la  bilden  je  eine  Knochenlamclle  von  nur  wenig  ge- 
ringerer Dicke  als  die  Knochenplatten  der  SclUUleldeckc  und  reichen 
mindestens  bis  unter  die  hintere  Grenze  der  Nasalia  zurück.  Der 
Ossificationspunkt  derselben  liegt  weit  vorn  und  aussen  unfern  der 
Naht  zwischen  Maxillare  und  Intermaxiilare.  Von  ihm  aus  laufen 
nach  der  Medianlinie  des  Gaumens  und  nach  hinten  zu  in  schönem 
Schwünge  die  von  Kalkspalh  ausgeftiliten  Canftle  des  horizontalen 
GeßlBSsystemes. 

Die  Gaumenflache  der  Vomera  tragt,  wie  es  scheint  gerade  auf 
der  Stelle  des  Ossificationspunktes,  je  einen  grossen  spilzkegelförmigen 
Fangzahn,  der  ebenso  wie  die  Kiefeizahne  des  zugehörigen  Schadel- 
fragmentes an  der  Basis  einen  Durchmesser  von  9  mm  und  minde- 
stens 8  mm  Lange  besitzt,  radiarfoltig  gebaut  und  steil  nach  hinten 
gebogen  ist.  Die  Übrige  Flache  der  Vomera  und  zwar  namentlich 
deren  hinter  dem  Fangzahn  liegende  Region  ist  v<m  einer  Hechel 
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TOD  kleinsleo,  bis  etwa  1,5  mm  hohen  k^dformigen  ZtthnchMi  be* 
setzt,  die  sd  ihrer  Basis  kurz  md  schwach  gekerhl  and. 


II.  Spociellc  llistologie  der  Zähne  von  Sclero- 

cephaLos. 

1.    Die  Kieferzähne.    Ihre  histologisolien  Verhältnisse 
verfolgt  in  zehn  von  der  Spitze  bis  zur  Basis  gelegten 

Quersctinitten. 

Qicmhiutt  1  (Tafel  1,  Figur  1;  nebst  Figuren  2,  3  und  4). 

Dieser  Schliff  schneidet  die  ftasserste  Spitxe  des  Zslines  und 
zeigt  zunllchst,  dass  derselbe  hier  einen  elliptiscben  Qaerschnilt  besitzt, 
der  beiderseits,  jedoch  nicht  in  ganz  symmetrischer  Wölbung  in  stumpfe 
Kanten  auslauft.  Die  Ungsaxe  desselben  liegt,  wie  an  anderen  Prt- 
paraten  ersichtlich,  in  der  Richtung  der  Zahnreihe  und  des  sie  tra- 
genden Kiefeiknochens  und  misst  kaum  0,5  mm,  wShrend  der  Zahn 
an  seiner  Basis  einen  Durchmesser  ^00  6  bis  8  mm  errmcbt  Eine 
auch  noch  so  zarte  Fortsetzung  des  centralen  Pulpk^ls  in  die  Zahn- 
spitze ist  nicht  vorhanden. 

An  der  Zusammensetzung  der  letzteren  betheiligen  «ch: 

1.  Dentin: 

a.  Dentingrundmasse, 

b.  Dentinr5hrchen; 

2.  Schmelz. 

1.    Das  Dentin. 

a.  Dio  Dentingrundrnasse.  Die  ziemlif  h  weitUiuftigen  Den- 
tinröhrcheii  beschranken  sich  auf  die  C.enlralpartie  dos  Dentin;;,  so 
dass  ein  breiter  Randsaum  des  letzteren  frei  von  ihnen  bleibt  und 
deshalb  bei  Betraciitung  mit  der  Lu|)e  homogen  und  vollkommen 
klar  erscheint.  Bereits  bei  etwas  stärkerer  Vcrgrösserung  zeigt  sich 
jedoch,  dass  seine  «lusserste,  an  den  Schmelz  angrenzende  Zone  von 
einer  ausserordentlich  scharf  und  schün  ausgeprägten  Globularstructur 
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beherrscht  wird  (i'af.  I,  Fig.  2  u.  3).  Dieselbe  offenbart  sich  im 
Dünnschliffe  auf  die  Weise,  dass  die  Schnitte  von  bald  gi<)sseren, 
bald  kleineren  ellipsoidischen  oder  kugeligen  Spbttroiden  als  eilipU- 
sehe  oder  kreisförmige  Flächen  von  homogener  Kalksubstanz  (>r- 
Bcheinen,  die  eine  concentrische ,  aber  ziemlich  weitläuftige  Anord- 
nong  parallel  der  Schmelzgrense  imiehalten,  zu  welcher  besonders 
auch  die  Lftngsaxen  der  elliptischen  Schnttlflachen  gleichförmig  ge- 
stellt sind.  Um  jede  der  letzteren  ziehen  sich  je  nach  der  Grösse 
der  centralen  Globularkeme  4,  2  oder  3  vollkommen  ooncentrische 
und  scharf  begrenzte  lÜnge  von  abwechselnd  grosserer  oder  geringerer 
Helligkeit,  man  erblickt  also  schiessscheibenartig  gezeichnete  Quer- 
schnitte von  concentrisch-schaligen  Globularmassen.  Die  nächst- 
folgenden Schichten  schliessen  diese  schaligen  Kerne  nicht  mehr 
ringsum  ein,  sondern  verschmelzen  mit  den  entsprechenden  Lagen 
des  Nachbarsphfiroides  zu  einheitUchen  Lamellen,  welche  zuerst  noch 
in  die  einspringenden  Winkel  des  Kugelkranzes  einbiegen,  dann  aber 
auf  der  centralwürts  gerichteten  Innenfläche  des  Globiilarkranzes  ilieM.^ 
Buchten  immer  mehr  ausgleichen,  eiiUlich  einen  dei  ZahnconUu  ent- 
sprechenden, vollkommen  concentrischcn  Verlauf  erlangen  (Taf.  I, 
Fig.  2)  und  wenigstens  in  dci  breiteren  aufgeblühten  Hälfte  des  Zahn- 
(juersclmittes  als  elliptische  Auwachsslreifeu  das  Zahnccntrum  um- 
ziehen. Die  durch  diese  Struclur  erzeugte,  ausserurdentlich  zarte, 
z.  Th.  nur  hauehartig,  moiröähnlich  schimmernde  Zeichnung  von  sich 
durch  ihre  verschiedene  Helligkeit  von  einander  abhebenden  ring- 
und  bogenförmigen  Lamellen  erinnert  an  die  Papillarlinien  auf  der 
Innenflache  der  Hand  und  Finger. 

Uebrigens  ist  die  scbalig-Iamellare  Verschmelzung  der  einzelnen 
Zahabeinkageln  eine  so  innige  ,und  dichte,  dass  eine  vollkommene 
Gontinuitat  der  Grundmasse  erzeugt  wird  und  Interglobularrllume 
niigends  ausgespart  bleiben.  Die  bnprflgnation  der  dentinogenen 
Zwischensubstanz  durch  Kalkmasse  ist  also  eine  vollständige. 

Nach  innen  zu  verschwimmt  dieser  conoentrische  Schichtaufbau 
des  Zahnbeines  ganz  allmählich,  besdirftnkt  sich  also  auf  die  Rand- 
zone des  Dentins  und  macht,  sobald  sich  centralwttrts  die  Dentin- 
rOhrchen  eingestellt  haben,  einer  fast  homogenen  Structur  der  Grund- 
masse  Platz.  Zwischen  jenen  schimmert  nur  hier  und  dort  eine  ganz 
schwach  angedeutete  ooncentrische  Lamellirung  hindurch. 
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Globulare,  latnellare  und  homogene  Deatingnindmaese  verliaUeD 
ach  im  polarisirteo  Lichte  gleicbmassig  isotrop. 

b.  Die  DenlinrOhrchea.  Die  DentinrObrciieii  and  auf  die 
Kerapartie  dea  soliden  DentiDkBgels  der  Zahnspitze  beschrVnkt,  und 
zwar  steigen  dieselben  in  der  sich  zur  schärferen  Seitenkante  ver- 
schmlllemden  Hälfte  des  Zahnquerschnittes  senkrecht  empor,  werden 
deshalb  von  der  Schliffilttcbe  quer  durchschnitten  und  erscheinen  auf 
derselben  als  weitlttufUge  derbe  Punkte,  während  sie  sich  in  der  an- 
deren Qimchnitthalfte  flach  nach  aussen  umbiegen,  so  dass  hier  inner- 
halb dea  Dünnschliffes  lAngere  Stacke  der  Röhrchen  au  liegen  kommen. 

Aus  diesen  Quer-  und  Längsschnitten  ergiebt  sich  zunUchst^  dass 
die  Dentinröhrchen  recht  wdtIttufUg  von  einander  stehen,  indem  die 
homogene  Grundmasse  das  Vielfache  ihres  Volumens  betitigt,  —  femer, 
dass  sie  keine  emfochen  glatten  Canalchen  bilden,  sondern  bdnahe 
quirlartig  (Fig.  4,  a)  und  in  korzesten  Abstanden  kleinste  Aestchen 
(Fig.  2;  Fig.  4,  d,  e)  abgeben,  um  endlich  selbst  in  Form  aller- 
feinster  Verzweigungssysteme  innerhalb  der  klaren,  globularen  Randr 
Zone  des  Dentins  auszutOnen  (Fig.  3;  Flg.  4,  6).  Die  Grenzlinie  zum 
Schmelz  erreichen  selbst  die  zartesten  Aestchen  nicht,  so  dass  von 
einer  Fortaetzung  derselben  bis  in  den  Schmelz  nicht  die  Rede 
sein  kann. 

2.  Der  Schmelz. 

Ein  zartes  Schmelzhttutclien  von  gleichmassiger  Dttnne  umbullt 
das  Dentin  und  verstärkt  sich  nach  den  beiderseitigen  Kanten  zu  um 
ein  Mmimum.  Bs  ist  vom  Dentin  durch  eme  haarscharfe  Grenzlinie 
getrennt,  lasst  eine  schwach  angedeutete  Schichtung  in  2  oder  3  La- 
gen wahrnehmen,  besitzt  aber  sonst  eine  vollkommen  homogene  Be- 
schaffenheit im  Gegensätze  zu  der  Globularstructur  der  ausserstcn, 
peripherischen  Denlinzone,  welche  von  der  Schmelzgrenze  unvermittelt 
abgeschnitten  wird.  Nirgends  treten  Dentinröhrchen  in  die  Schroelz- 
lage  ein.  Jede  AndL'iitung  j)i  i>iii;ilisi  hon  Aufbaues  fehlt.  Dahingegen 
ist  ihr  Verhallen  in  polarisirtciu  l.it  liUj  durchaus  iihwcicliiMid  \(n\  dem 
der  ghjbulareti  und  homogenen  Dentini;rnnthiiasse  (also  auch  dc.-^  \  itro- 
dentins,  siehe  S.  iW3  und  öOi),  indeui  sich  h'lztere  fast  vollkonnueu 
isotrop,  der  Schmelz  hingegen  doppelbrecheud  erweist,  und  zwar 
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in  iingefiilir  tleiu  gleirlien  Grade  \vi<!  der  Schmelz  von  z.  ß.  Alligator 
luctus.    Auch  der  Charakler  der  Doppelbrechuog  ist  der  Dttmliche. 

«iMndiidtt  2  (Tafd  I,  Vlgu  5). 

Bereits  etwas  tiefer,  aber  immer  noch  nahe  der  Spitze  des 
Zahnes  liegt  der  Querschnitt  S.  Da  die  Zabnspitze  schwadi  einwUrts 

gebogen,  der  Schliff  durch  sie  aber  horizontal  gelegt  ist,  gelangt 
dieselbe  /.u  einem  asymmetrischen  Anschnitte,  in  welchem  die  eine 
der  Seilenllachen  \\  «'nii^  convox .  die  gegenUlxT  licfionde  hingegen 
stark  und  zwar  halhkreisloniiig  ausgeljiichh't  erscheint.  Beide  laufen 
in  scharf  ansgeprilglen  Seitenkanfen  zusamnion.  Die  diese  beiden 
Kanten  vertjmdcnde  Liingsaxe  des  Zahiniuerschnillcs  iinsst  etwa  I  nun. 

Die  in  einem  tieferen  Theile  des  Zahnes  sich  conisch  verjdni^cnde 
Pulpa  hat  sich  bereits  ganz  au.sgespitzt,  —  die  Zahnspitze  ist  also 
hier  bis  auf  die  Dentinröhrclien  durchaus  verkalkt  imd  von  solidem 
Bau,  an  welchem  sich  \)  Dentin,  2)  Schmelz  betheiligen. 

L  Das  Dentin. 

Das  Zahnbein  besitzt  auch  im  Niveau  dieses  Quersobnittes  eine 
doppelte  Aasbildungsweise.    Seine  schmale  Süssere,  vom  Sdunelz 

scharf  begrenzte  peripherische  Randzone  besteht  aus  rOhrchenfreier 
Grundniassc  ; Vilrudentin)  von  globulärem  Bau  und  setzt  sich  aus 
lauter  dicht  aneinander  gcdriiugten ,  deshalb  im  Querschnitte  meist 
polygonal  unuanilelen,  grösseren  und  kleitu-rcn  Spharoiilcn  /.usaiimien, 
welche  hier  und  dort .  namentlich  in  der  Region  der  Zahnkanten, 
schwache  Andeutimgeu  concentrischer  LamcUiruni;  zeigen.  Dieselben 
liegen  so  dicht  gepackt,  dass  zwisclien  ihnen  fast  keine  mterglobui.lre 
Füllmasse  bemerkbar  ist,  jedenfalls  aber  keine  Interglobularräume 
otfen,  also  unverkalkt,  geblieben  sind.  Nach  innen  zu  verliert  sich 
die  Globularstructur  und  macht  einer  an.scheinend  homogenen,  aber 
immer  noch  feinst  globulflrea  Modification  der  Dentingrundmasse 
Platz.  Von  dieser  wird  die  den  bei  Weitem  grössten  Raum  des 
Qaerschnitles  einnehmende  Kernpartie  des  Zahnes  gebildet. 

Erst  in  ihr  stellen  sich  die  Dentin  röhr  eben  ein.  Dieselben 
sind  innerhalb  des  Dentins  des  gesammten  Zahnes,  also  bis  hinab  zu 
dessen  Basis,  bis  in  ihre  feinsten  Verzweigungen  von  Brauneisen 
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erfüllt,  heben  sich  in  Folge  dessen  in  ihrem  u;anzen  Verlaufe  von 
den  Odotitoblaslen  bis  zum  zartesten  Aestcheii  auf  das  scliäirfste 
von  dt'i  \\  asserhellen  Dentingrundnia.sse  ab,  —  ein  Erhaltungszustand, 
der  an  Klarheit  und  Vollständigkeit  der  Ueberliefcruni,'  die  auf 
künstlichem  Wege  erziellen  Imbibitioos-  und  Eulkulkungsprapurale 
übertrifft. 

hn  Querschnitte  2  steigen  die  Dentinröliichcn  in  dessen  verhlilt- 
nissniassig  umfangreicher  Cenlrairegion  vertica!  in  die  Hohe  und  er- 
scheinen demgeujüiS  im  Querschnitte  als  schwarze,  «lurch  Abzwei- 
gungsstellon  sich  ebenfalls  senkreclil  etnporwendender  Aeslchen  zackig 
zerschlitzte  Punkte.  Die  dieses  verlicale,  weitiliutlige  Hührenbtindel 
umrahiueuden  Dentinrohrchcn  haben  sich  radiär  nach  aussen  umge- 
bogen, werden  deshaü)  in  der  ScrhliHllüche  für  grössere  Strecken 
ihres  Verlaufes  sichtbar  und  erweisen  sich  dann  als  von  zartesten 
Aeslchen  begleitet,  bis  sie  sich  endlich  in  ^|)itz  quastenfürmige  Büschel 
feinster,  fast  parallel  verlaufender  Verzweigungen  auflösen.  Sie  rei- 
chen bereits  beträchtlich  weiter  nach  aussen  als  im  Spitzenschliff  \ , 
so  dass  die  globuhire,  auch  hier  volikommea  röhrchenfreie  Randzone 
des  DenUns  viel  schmttler  ist,  aU  ia  jenem. 

2.  Der  Schmelz. 

Der  Schmelz  schmiegt  skh  in  gleichmUssiger  Dicke  ab  zartes 
Band  um  den  ganzen  Denlinqnerschnitt.  Nor  an  den  beiden  Enden 
der  Lflngsaxe  des  letzteren  verdidct  sich  dasselbe  um  etwa  das  Dopfielte 
und  bildet  so  die  eigentlichen  Schneiden  der  Zahnkanien.  Der  Schmelz 
ist  vom  Dentin  audi  hier  durch  eine  haarscharfe  Grenzlinie  getrennt 
und  hebt  sich  von  dessen  [globulttrer  Randzone  sowohl  durch  seine 
Klarheit  und  seine  Homogenitat,  wie  durch  seine  Doppelbrechung  ab. 
Bei  500focher  ^VergrOssening  macht  sich  innerhalb  des  Schmehces 
eine  schwache  Lamellarstructur  bemerlcKch. 

Uaenehnitt  3  (Tafel  1,  Figar  6;  uebst  Figuren  7  und  8). 

Dass  die  Spitzen  selbst  unmittelbar  neben  einander  stehender 
TMme  sowohl  in  der  Contnr  ihres  Querschnittes,  als  auch  in  ihrer 
inneren  Slmctur  nicht  unwesentlichen  Schwankungen  unterworfen 
sind,  ergiebt  sich  aus  dem  Querschnitt  3  (Taf.  I,  Flg.  6)  und  ans 
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dessen  Veiigleic!i  mit  den  soeben  erlflnterten  Scbliffen  durch  die 
Spitie  der  benachbarten  Zahne. 

Von  letzteren  unterscheidet  sich  der  Querschnitt  Taf.  1,  Fig.  G 
zuDäclist  durch  seine  schärfer  ausgeprägte  Zweiscimeidigkeit  und 
nähert  sich  dadurch  mehr  einer  ausgezogenen  Ellipse .  an  welcher 
sich  jedoch,  weil  der  Schnitt  gleichfalls  nuhl  vollkommen  recht- 
winklig auf  die  Zaimaxe  geführt  ist,  ebenso  wie  bei  Schliff  1  und  'Z 
eine  etwas  stärkere  Wölbung  der  einen  Seitenconlui  im  Gegensalze 
zu  der  ihr  gegenüber  liegenden  geltend  macht.  Gleiches  gilt  von 
den  Zahnkanlen,  indem  sich  die  Seitenflächen  zu  der  einen  derselben 
in  spitzerem  Winkel  verjüngen,  als  es  zu  der  ihr  diametral  gegen- 
über stehenden  Kante  geschieht.  Die  auf  solche  Weise  erzeugte 
Asymmetrie  ist  nicht  nur  eine  äusserlichc,  sondern  findet  zugleich, 
wie  gezeigt  werden  soll,  in  der  inneren  Slructur  ihren  Ausdruck. 

Der  Pulpkegol  reicht  auch  in  diesem  Zahne  nicht  bis  zur  Hölie 
des  zu  erörternden  Querscimittes.  Die  Zalmspitze  ist  in  Folge  dessen 
ebenfalls  solid  und  zwar  wird  fast  ihr  gcsanmiter  Querschnitt  von 
klarer  Dentingrundmasse  gebildet,  welche  ausscliliesslich  in  der 
der  einen  Kantenzuschärfung  nächst  liegenden  Partie  von  einer  nur 
geringen  Zahl  steil  emporsteigender  Dentinröhrchen  weitläuftig 
durchzogen  wird.  Dieser  Dentiokegel  ist  von  einer  zarten  Schmelz- 
schicht umgeben. 

1.   Das  Dentin. 

In  der  Mikrostructur  der  klaren,  röhrchenlosen  Dentin- 
grundmasse macht  sich  insofern  eine  dreifache  Ausbildung  geltend, 
als  die  nach  der  einen  Kante  zu  stärker  gewölbte,  phmipere  Hälfte 
des  Zahnquerschnittes  gänzlich  von  einem  combinirt  lameliar-globtt- 
lären  Aufbau  beherrscht  wird,  während  in  dem  sich  zur  schärferen 
Seitenkante  veijttngenden  Abschnitte  ausschliesslich  die  globulttre 
Textur  und  zwar  sogar  nur  rundlich  zum  Ausdrucke  gelangt,  —  und 
endlich  in  der  zwischen  beiden  Zouensegmenten  gel^enen  centralen 
Kernpartie  eine,  wie  sich  jedoch  zeigen  wird,  nur  scheinbar  homo- 
gene Beschaffenheit  obwaltet. 

Die  globuUre  Lamellarstructur  der  grösseren  Hälfte  des 
Zahnquerschniltes  wird  auf  die  Weise  erzeugt,  dass  sich  die  klare 
Denlh^rundmasse  in-  Lamellen  gliedert,  welche  nahe  der  Peripherie 
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des  Zahnes  am  dicksten  sind,  nach  innen  su  dUoner  werden  ond 
hier  zugleich  an  Scharfe  ihrer  gegenseitigen  Abgrenzung  YM'Keren 
(Tar.  I,  Fig.  7).  Jede  dieser  Lagen  besteht  ans  didit  an  einander 
godrtlQgten,  im  DunnscbUlfe  matten,  von  aussen  nach  innen  albnldi- 
Heh  an  Grosse  abnehmenden  Sphäraiden  mit  sehr  wenig  Fulfanasse 
von  etwas  grösserer  Helligkeit,  welche  die  sehmalen  Rllume  zwischen 
den  Kugelgebilden  ausfttllt.  Bei  sehr  dichter  Aneinanderlagerung 
dieser  letzteren  beeinflussen  sich  dieselben  in  ihrer  Gestaltung,  so 
dass  sie  abgerundet  polygonale  Umrisse  annehmen  kdooen.  Je  zwei 
solche  globnllre  Lamellen  werden  durch  eine  dttnne  Lage  vollständig 
homogen  erscheinender  Grundmasse  von  einander  getrennt. 

Da  diese  globuläic  Lamellirung  in  vollkommen  concentrischen 
Halbkreisen  verläuft,  —  die  Contur  der  von  ihnen  aufgebauten  Hälfte 
des  Zahuquerschnilles  aber  sich  allraahlich  zu  einer  Kante  verjüngt, 
so  entsteht  zwischen  diesem  äusseren  L'airisse  und  der  ersten  iialb- 
kreisfürmigen  Globularlamclle  eine  Denlinzone  von  fast  hufeisen- 
förmigem, parabolischem  Querschnitte,  ilne  Structur  ist  zu  üussersl 
eine  fein  globuläre,  wird  aber  nach  innen  zu  viel  ijrübcr,  wobei  zu- 
gleich die  einzelnen  Kugeln  wie  in  der  Randzone  des  Querschliffes  \ 
von  lauter  concentrischen,  abwechselnd  helleren  und  matteren  Lagen 
umgeben  werden,  die  sich  zuletzt  niit  solchen  des  Nachbarkernes 
vereiniijen  und  dann  Lamellen  bilden,  welche  sieb  den  einzelnen 
Globulis  Hl  buchligen  Wellenlinien  anschmiegen. 

Die  geschilderte  Lamellar.structnr  dieser  einen  HlUfte  des  Zahn- 
querschnittes verliert  sich  in  der  Hichtung  iuk  h  tler  diametral  gegen- 
über gele'genen  Zahnkante  zu  ziendich  rasch,  so  dass  in  der  peri[)he- 
rischen  Raudzone  der  zweiten  Ualfte  nur  noch  eine  rein  globuläire 
Textur  zum  Ausdrucke  gelangt  fTaf.  I.  Vlix.  8).  Das  Dentin  besieht 
hier  demgemäss  aus  lauter  wirr  und  dicht  an  einander  liegenden 
Zahnbeinkugeln  von  grösserem  und  geringerem  Duichniosser  tind 
bald  freier  Ausbildung,  bald  durch  enge  Packung  beeinthisster  Form 
(globiilüre  Orundmasse  des  Dentins).  Die  zwischen  ihnen  be- 
lindliche  Füllmasse  ist  meist  auf  eine  feine,  sich  zwischen  den  Ku- 
geln hindurciiwiudende  Schicht  beschrankt,  jedenfalls  aber  vollständig 
verkalkt  und  deshalb  auch  von  optisch  gleichem  Verhalten  wie  die 
GlobuU  (interglobulüre  Füllmasse  des  Dentins).  Nur  an 
einigen  wenigen  Stellen  ist  es  in  der  dentinogenen,  protopiasmatiscben 
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Giuodsabstans  zwischeo  den  bereits  verkalkten  Zahnbebkiigeln  nicht 
inr  Ausscheidung  von  Kalksalzen  gelaugt,  so  dass  nach  ihrer  Ver- 
wesung HohliUume  entstanden,  vyelche  stob  ganz  wie  die  oben 
besdiriebene  kalkige  interglobulttre  Fttllmasse  zwischen  den  einander 
zugewandten  Kngelsegmenten  hindurchwinden  und  zwischen  sie  mit 
äpitzkeilfOrmigen  oder  zackigen  Ausluulcru  eingicifeu.  Diese  echten 
InterglobularrUumc  .sind  durch  spätere  Inültration  mit  Uraunoiscn 
ausgefüllt  worden  und  heben  sich  deshalb  auf  das  Schärfste  sowoid 
von  den  sie  rings  abschnürenden  Zahnbeinkugela,  wie  von  deren 
kalkiger  Zwischenmasse  ab. 

Von  der  Randzone  nach  innen  zu  verschwimmt  diese  Globular- 
structur  allmählich  bis  zu  ganz  verblassenden  Andeutungen.  Erst 
dann  stellen  sich  die  in  weitläufligen  Abstünden  ziemlich  steil  em- 
porstrebenden, sich  nach  oben  nicht  selten  verästelnden  Dentin- 
röhrchen  ein.  Dass  diese  noch  beim  Abslerben  des  Tliieres  einen 
Odontoblastenauslättfer,  also  eine  Denlinfaser,  enthalten  haben  und 
nach  deren  Verwesung  offene  Canäle  bildeten,  geht  daraus  hervor, 
dass  sie  bis  in  die  kleinsten  Aestchea  mit  Brauneisen  ausgefüllt  wor- 
den sind  (Dr  Fig.  8).  Ganz  anders  bei  den  die  eigeniiiche  Kem- 
partie  des  Zahnquerschnittes  in  flacherer  Neigung  durchsetaeenden 
DentinrOhrchen.  Hier  fehlt  die  secundftre  Inflltration  der  €anttle, 
vielmehr  sind  dieselben  von  der  nttmlichen  Kalksubstanz  aui^fllllt, 
aus  welcher  die  Grundmasse  besteht.  Beide  polarisiren  in  genau 
derselben  Weise.  Hier  also  ist  nicht  nur  eine  vollständige  Verkalkung 
der  dentinogenen  Grundsubstanz  und  dadurdi  eine  Verschmelzung 
der  Zahnbeinkugeln  zu  einer  fast  homogenen  Dentingrundmasse  er^ 
folgt,  sondern  der  Verkalkungsprocess  hat  sich  bis  auf  die  organischen 
Zahofasem  im  Innern  der  Zahnscheiden  erstreckt  und  die  hier  ihrem 
Ende  nahen,  deshalb  sehr  zarten  Röhrchen  gänzlich  ausgefüllt,  so 
dass  deren  frühere  Existenz  nur  noch  in  sehr  geringen  Helligkeits- 
dilTerenzen  zwischen  Grundmasse  und  Höhrchenausfullung  zur  Wahr- 
nehmung gelangt.  Dieselben  setzen  in  radiärer  Kitlituiig  autli  nutli 
quer  durch  die  innersten  der  eoncentrischen  Dentinlamellcn  hindurch, 
um,  von  (Jlubulai  lagen  nnterbrociien .  selbst  in  den  äusseren  lluf- 
eisenlamcllen  nochmals  zur  i^rsclieinung  zu  gelangen  (Dr  Fig.  7). 

Dieses  gesaminle.  so  wechselvoll  slruirte  Dentin  erweist  sich 
bei  Betrachtung  im  polarisirlen  Lichte  isotrop,  auf  welches  Verhalten 
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die  slracturelle  Beschaffenheit  desselbeo,  also  sein  lamelUurer  oder 
globularer  Aufbau  oder  seine  vollkommene  HomogeniUt,  das  Vor- 
handenaein  oder  Fehlen  von  DentinrOhrchen  keinerlei  Btnfluas  aus* 
Qbt.  Vietanehr  erscheint  der  gesammle  DentinquerschnitI  bei  ge- 
kreuzten Nicols  als  gleidmittssig  dunkle  FtAcfae.  Nur  auweilen 
erblickt  man  in  dieser  einselne  kleine,  mehr  oder  weniger  lebhaft 
doppdbrechende»  rundliche  oder  polygonale  P^utien,  die  sich  jedoch 
als  bei  Herstellung  des  Schliflfos  in  die  verhKltnissmllssig  weiche 
Kalkmasse  des  Dentins  eingetriebene  Scfamirgelkttmer  ergaben. 

2.  Der  SctamelK. 

Die  Scfamelzschicht,  welche  den  Dentinkegel  im  Niveau  des  Qoei^ 
Schliffes  3  Aberzieht,  ist  ausserordentlich  zarl,  grenzt  sich  aber  auf 
einer  der  Aussencontnr  vollkommen  parallelen,  sehr  scharf  gezogenen 
Linie  von  dem  Globulardentin  ab,  wird  nirgends  von  DentinrOhrchen 
erreicht  oder  durchsetzt,  besitzt  keine  Prismenstrudur  und  erscheint 
demnach  als  homogener  heller  Saum,  der  sieh  jedoeh  im  Gegensätze 
zu  der  Dentingrundmasse  als  doppelbrechend  erweist. 

Bei  stärkerer  Yergrösserung  erkennt  man,  dass  sich  die  ddnne 
Schmelzschicht  aus  3  bis  i  langgezogen  flaserigen  Lamellen  von  sträh- 
nigem Verlaufe  aufbaut,  in  welchen  minitiialc,  isolirte,  rundliche  oder 
eiförmige  Körnchen,  nirgends  aber  Andeuluugeu  vuu  priämaliächur 
Struclur  sichtbar  worden. 

<ti«nehidtt4  (XalUI,  Kigu9;  nebst  Figoren  10  und  11). 

Der  in  Figur  9  auf  Tafel  I  wiedergegebene  Querschnitt  gehört 
einem  etwas  tieferen  Niveau  an,  wie  die  let/.lbeschriobenen  Schnitte, 
liegt  nümlich  bereits  etwa  3  mm  unter  der  S[)itze  des  14 — 15  mm 
hohen  Zahaes  und  bcsiUt  deshalb  auch  schon  eiuen  Durchmesser  voo 
2,25  inni. 

Der  phmip- elliptische,  zweikanli_:ic  Ouer.sclinilt  der  tiussersten 
Spitze  hat  liier  einer  fast  vullkoimiien  kreisrunden  (lontur  l'lalz  ge- 
macht, wobei  die  eine  Zahnkanlc  vollkommen  gescliwunden  ist,  wah- 
rend die  andere  sich  zu  einer  minimalen,  scliarlrilekigen  Leiste  re- 
ducirt  hat.  Gleichzeitig  ist  die  sich  von  unten  her  spitz  kegetfUrmjg 
verjUogende  Pulp höhle  in  den  Zalioquerscboitt  eingetreten. 
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L  Die  Pulpa. 

Die  Pulpa  »igt  noch  keinerlei  AndeutoDgen  der  sich  weiter  unten 
einsteUendeo  ladiSien  Ausstaipungen,  beoizi  deghälb  kreisrunden  Um- 
fang und  errelchl  hier  nahe  der  Musseraten  Endiguug  des  Pulpkegels 
kaum  den  siebenten  Theil  des  Zahndnrehmessers.  Ihre  Wandung  ist 
demgemMan  noeh  sehr  stark  und  besteht  ebenso  wie  der  pulplose 
oberste  Theil  der  Zahnspitze  aus  Dentin  mit  einem  aussei  ordentlich 
dtinnen  Uetienug  von  Schmelz. 

2.  Des  Dentin.  . 

All  (lein  Aufl)au  ilos  Donliiw  bclliciligen  sich: 
ii.  Dontingrundinassü, 

b.  üenlintuhrclien, 

c.  Dentinhöhlen. 

Durch  lagenweise  Verschiedenheiten  in  der  Grösse  und  Schürfe 
der  die  Dentiuij;rundraas8e  zubuinincn.selzenden  kleineu  Zahnbeinkiigol- 
chen,  —  durch  (l;is  vollslündige  Fehlen  von  Dentinröhrchen  in  der 
schmalen  peripherischen  Zone  der  Grundmasse,  —  durch  das  reich- 
liche Auftreten  von  solchen  in  der  Kernpartie  dos  Zahne.s,  —  durch 
ihre  Verlaufsrichtung  innerhalb  der  letzteren,  —  durch  die  auf  con- 
centrischen  Kreislinien  sich  einstellenden  SecundJirbiegungen  der  Röhr- 
chen, endlich  durch  die  kranzförmige  Vertheilung  von  Dontinhöhlen 
erhült  der  Querschnitt  einen  ausgezeichnet  cnncontrisch-zonaren  Auf- 
bau, welcher  durch  den  zarten  peripherischen  Uing  von  Schmelz  und 
den  fast  central  gelegenen,  kreisrunden  Puipcanal  zu  noch  schttrferem 
Ausdrucke  gelangt. 

Die  Dentingrundmassc  besitzt  eine  ausserordentlich  fein  glo- 
buittre  Structur,  wobei  die  Zabnbeinkügelchen  mit  einander  und  der 
lnlerglobularmas<>c  so  innig  verflösst  sind,  dass  sie  sich  nur  durch 
sehr  geringe  Helligkeitsunterschiede  verrathen,  weshalb  die  Gesamnit- 
heit  der  Dentiogrundmasse  oft  fast  homogen  erscheint.  Innerhalb 
derselben  macht  sich  eine  ebenso  zart  angedeutete  concentrische  ta- 
mellining  namenilich  dadurch  bemerklich,  dass  feinste  und  etwas 
gröbere  und  deshalb  schttrfer  ausgeprtgte  Globulirung  mit  einander 
wechseln,  wobei  die  gröberen  Kügelchen  schmale  concentrische  Ringe 
innerhalb  der  feinst  globulirten  Hauptmasse  bilden. 
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Die  DenlinrObrchen  steigen  in  der  centralen  Region  des  Quer- 
schnittes, die  sich  jedoch  nicht  ganz  gieichmlgsig  um  die  Pulpa  vet- 
Iheilt,  senkrecht  oder  sehr  steil  empor  nnd  encheinen  deshalb  inner- 
halb der  Ueren  Grandmasae  als  dankte  Ponkte  and  koriere  bis 
Ittngere  Strichel,  an  welchen  letzteren  man  hinfig  ablaufende  Aestchen 
bemeilct.  Die  weiter  aoswflrts  von  unten  her  in  die  SchlUilbIcbe 
emporsteigenden  Röhichen  haben  sich  hier  bereits  horiasontal  umge- 
bogen, veilaufen  also  in  dieser  mehr  peripherischen  Zone  des  Quer- 
schnittes bis  m  ihren  ttussersten  Enden  paraUel  der  Schliffebene  und 
zugleich  senkrecht  auf  die  Zahnoontor.  Durch  diesen  Gegensatz  in 
der  Yerlaubrichtung  der  Canlllchen  wird  im  Querschnitte  des  Zahnes 
einerseits  eine  Äussere  breit  ringförmige  Zone  von  in  einer  horizon- 
talen Ebene  ausgezeichnet  radiär  angeordneten  ROhrohen,  anderaeils 
eine  von  dieser  UDuogene  schmale  Gentrah  egiuD  mit  als  Punkte  und 
Sirfashel  geschnittenen  ROhrchen  erzeugt.  Der  Verlauf  der  ersteren, 
die  ziemlich  dicht  aneinander  liegen,  ist  ein  geradliniger  und  strecken- 
weise ein  so  regchuässig  gleichsinniger,  als  wUre  die  dichte  Röhrdicn- 
zeicbnung  mit  der  Liniirmasclnnc  aufgetragen.  An  uiulcren  Stellen 
luacheu  sich  minimale,  llachwellige  Biegungen,  zuweilen  auch  feinste 
Knickungen  der  Rühnhen  bemcrklK  Ii  (Tafeil,  Fig.  lOojr.  Diese 
Setuntliir-Biegtingen  vollziehen  sicii  ijtets  in  bestimmten,  last  immer 
mit  gröber  glül)uliilen  Ritigen  der  Grundmasse  zusammenfallenden 
Kreislinien  oder  Kreissegiiicntcii  und  zwar  Scimmllich  in  Gestillt  einer 
kleinen  VVellcDbiegung  mit  gleidisinnig  gerichteter  «  oncavilill.  Hier- 
durch wird  eine  Art  coneentrischer  Biinderung  erzeugt,  welche  die 
eine  Classe  der  OwENSchen  Conluilinien  reprüsenlirl. 

Innerhalb  des  radiär  gerichteten  Verlaufes  vieler  Röhrchen  linden 
spitzwinkelige  Gabelungen  in  sich  rasch  dem  engen  Radiürsyslem  ein- 
ordnende gleicli\\(  rlliii.'»"  Zweige  statt.  Ebenso  gelten  die  llauptröhr- 
cheii  iiiclil  seilen  zarte  Aestchen  ab,  welche  die  Üentingruiidmasse 
schräg  oder  (|uer  diircliziehen,  sich  dann  bisweilen  mit  den  Naciibar- 
röhren  vereinen  oder  fiederartig  den  Uauptslamm  für  kurze  Strecken 
begleiten,  um  sich  «lann  auszuspitzen.  Die  Abgabe  von  anastoriK»- 
sirendcn  Quer-  unil  Uiagonaliislcn  findet  namentlich  auf  krois>en  von 
Secundar-Biegimgen  der  Dentinröhrchen,  zugleich  aläo  auf  gröber  gio- 
bulirten  Hingen  der  Grundmasse  statt. 

Schon  bei  der  Betrachtung  des  Dünnschliffes  mit  scharfer  Lupe 
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iMcben  ndi  laMrlutlb  des  DeatiniDaiitelB  auflsenMrdeiitlieh  rogclmüssige 
dunkle  concenlriache  Kreidhuen  ktnntlicfa.  BfA  Anwendung  mikro- 
flkopisoher  YergrOssemog  Utaen  noh  dieselben  in  nngRtrmige  Schnuren 
von  mit  Braimasen  erfnllten  Dentinhohlen  (Taf.  I,  Fig.  10  Mond 
Dhk)  sttf,  von  deren  GrOMe  und  mehr  oder  weniger  weitlttuftiger 
Aneinanderreihung  oder  mascbiger  Verwebung  die  SchSrfe,  Breite, 
Dichte  und  Deutlichkeit  der  von  ihnen  erzeugten  concentrischen  Ringe, 
einer  zweiten  Gruppe  der  Conturlinien  Owen's,  abhängt.  Durch 
sie  gelangt  im  Vereine  mit  detn  in  concentrischen  Lagen  erfolgenden 
Wechsel  \u  der  (dobularstruclur  der  Grundmasse,  sowie  mit  der  sieh 
gleit  liiicilig  voll/ii'hendcu  SecundHrbiegunt;  und  Gabelung  der  llöhr- 
chen  die  sehidilweise  Ablagerun«  des  Dentins  zum  Ausdrucke. 

Die  Form  dieser  Denlinhohlen  ist,  soweit  sie  in  isolirler,  weil- 
UUiftiger  .Aneinanderreihung  concentrische  Perlschnuren  bilden  und 
deshalb  allseitig  trei  entwickelt  sind,  eine  ausserordentlich  vielge- 
staltige, zerri.ssene  und  zorspratzte,  mit  sackförmigen  Au^^lUlpungcn, 
knorrigen  Aeslen,  teinzackigen  .\uslaufern.  die  sich  meist  in  die  auf 
sio  zulaufenden  Dentinröhrclien  fortsetzen  'Taf.  I,  Fig.  11).  Daliin- 
gt'i/cii  findet  eine  directe  Onerverbindung  zwischen  den  Dentinhöhlen 
derjenigen  2 — 3  weitlaufliert)  Kriinze,  wie  sie  die  peripherische  Zone 
des  Höhrchendentins  sin  (  kenweise  umsäumen,  nur  seilen  statt  iTaf.  i, 
Fig.  10  Dil),  im  Geiiensatze  zu  diesen  mehr  ländlichen  Schnuren 
besteht  der  centralwllrls  nHchsKok'ende  Kranz  Dlif;  aus  l)elrilclitlich 
grüsseren,  dicht  aiicinaiuler  gcschaarlcn  Hohlen,  welche  meist  durch 
ihre  dicken,  knorrig  gewundenen  Ausiiiufer  in  gegenseitiger  N  erbin- 
diinu:  sl(>lH'n  und  aiif  diese  Weise  ein  spongiöses  Maschenwerk  bilden. 
Noch  weiter  mi  Inneren  des  Denlinmantels  folgt  noch  eine  Anzahl 
concentrischer  Hinge  von  meist  sehr  kleinen  Dentinhohlen,  in  welche 
jedesmal  I  oder  2  Denlinröhrclien  mtlnden,  um  dann  nicht  selten 
jenseits  derselben  in  gleicher  Radiärrichtung  weiter  fortzusetzen. 
Uttufig  jedoch  entspricht  die  Zahl  und  Richtung  dieser  Fortsetzungen 
derjenigen  der  von  innen  her  eintretenden  Röhrch<ni  niclitf  ja  sie 
enden  im  äussersten  ilöhlenkranze  nicht  selten  blind  in  einer  saok- 
fbrniigen  oder  vielzackigen  Höhle. 

Viele  der  Höhrchen  verdicken  sich  vor  ihrem  Eintritte  in  die 
Bühlen  mehr  und  mehr  zu  cnveiterten  Mundungen  und  ebenso  be- 
ginnen die  von  den  Dentinbohlen  ausUufenden  Rohreben  oft  last 
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entsprecheo  somit  auf  der  lanenffitobe  des  DenlinmaiitelB  die  scbwadieii, 
centralwttrto  gerichtetea  DentiDfalteii. 

Von  den  Wellenbergen  der  Pulpa  gehen  die  ansgerofdenkUoh 
zarten  und  gracilen  DentinrOhreheo,  ond  zwar  jetzt  mar  noeh  in 
ebener  Lage  aas,  bilden  aber  nicht  mehr  ein  einheitUohes  Bad&i^ 
System,  sondern  ebenso  viele  selbständige,  horizontale  FAcher- 
Systeme,  als  PulpTorsprUnge  vorhandoi  sind.  lede  der  die  letz- 
teren trennenden  Oentinfalten  gehört  deshalb  zur  «Hnen  Hälfte  dem 
Koks,  zur  anderen  dem  rechts  von  ihr  liegenden  Fächersysleni  von 
DentfairOhrchen  an,  welche  von  beiden  Seiten  her  in  schön  ge- 
schwungenen Bogen  auf  die  Medianebene  der  Falle  zustreben,  ohne 
sie  jedoch  immer  zu  erreichen  (Taf.  II.  Fig.  1  :i  und  14Ä).  So  bleibt 
denn  in  jeder  Falle  eine  schmale  Mcilianzone  fast  rölirchenfrei  und 
besieht  dann  aus  klaret,  feinst  globulürer  l)enlii)grun<hnasse,  in  wel- 
cher sich  von  beiden  Flanket)  her  die  Rührchen  veiiisteln  und  ver- 
lieren und  nur  in  seltenen  Fallen  mit  ihren  feinsten  Zweigendeu  in 
gegenteilige  Verbindung  Ireteu, 

Die  ein/i'lnen  Phasen  im  Verkalkungsprocesse  des  Dentins  finilen 
ihren  Ausdruck  in  einer  ausgezeichneten  vveilcnfftrinigen  An\va«  hs- 
lamellirung.  Dahingegen  fehlen  Kränze  von  Dentinhr)hlen .  sowie 
soldio  von  Secundärbiegungen,  ebenso  grössere  Zahnbemkugeln  im 
Gegensalze  zur  Zahnspitzo  vollständig.  Nur  nahe  der  Peripherie  des 
Denlinniantels  vcrlüuft  eine  breite,  scharf  markirte  Zone  von  ver- 
filzten Dentmhühlen  (Taf.  I,  Fig.  Ii  und  Taf.  II,  Fig.  13  und  U  Uhy). 

Diese  Körnellage  bildet  je(l(M  h  nicht  mehr  einen  geschlossenen 
Kreis,  sondern  gliedert  sich  in  lauter  bogenförmige  Guirlanden, 
deicn  jede  ein  Fücbersystem  von  Dentinröhrchen  nach  aussen  al>- 
schliesst. 

Auf  die  Körnelbogen  folgt  wie  im  Scbliil'  4  die  peripherische 
llu  lisch  ich  t  von  röhrchenfreier,  fein  globulUrer  Grundmasse,  die 
sich  zwi.schen  je  zweien  der  aneinander  slossenden  Körnelbogen  hin- 
durch unmittelbar  in  die  Medianzone  der  Falten  fortsetzt.  Diesen 
Einstulpun^tellen  entsprechen  auf  der  Äussenilache  des  Zahnes 
die  Lttngsfiirchen.  Das  Zabnsegment  zwischen  je  zwei  solchen  Fur- 
chen gehört  also  jedesmal  einem  Fttcbersysteme  von  DenttnrOhp- 
chen  an. 

Die  Schmelzkappe  der  Zahnspitze  hatnch  bereits  voUkommen 
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conoentnsch  angeordnete  Schnur  oiit  Luekeii  zwischen  den  EkaeA' 
hohlen  bildet,  so  sieht  an  diesen  Stellen  die  peripherische  klare 
Hüllschicht  mit  der  gleichartigen ,  sich  auch  optisch  genau  so  ver- 
haltenden und  ebenfalls  fein  glohnlürou  Grundmasse  des  Höhrcheu- 
dentins  in  direcleui  Zusanimenhani^c  und  bildet  die  eiiilieillicho,  aber 
röhrchenfreie  Forlsetzung  der  letzteren,  ist  also  »Vitrodentin«,  — 
keinesfalls  aber  ein  Ablagerungspiüduct  des  Schnielzorganes.  Noch 
be.stiiiimlcr  fast  zeigt  sich  dies  dort,  wo  der  Uusserslc  Höhleukranz 
des  Üenlins  streckenweise  ausselzl.  Hier  sieht  man  die  Köhrchen  sich 
in  der  Grundniasse  allmählich  ausspitxen  und  letztere  jenseits  der 
UüiircheuendcQ  zu  der  klaren  Masse  der  Uulbchicht  werden. 

3.  Der  Schmelz. 

Die  selbst  an  der  Uusserslen  Zahnspitzc  nur  zarte  Schmelzkappo 
hat  sich  in»  Niveau  des  Querschnittes  4  noch  mehr  verdünnt,  so  dass 
sie  hier  nur  noch  eine  ausserordentlich  schwache,  sich  aber  durch 
ihre  Doppelbrechung  immer  noch  scharf  abhebende  iiaul  aui'  der 
peripherischen  Zone  von  röbrchenfreiem  Dentin  bildet. 

(iMnelnmS  (TaMI,  Flgwl^;  nebst  Fig.  13  und  Ii  auf  Taf.  II). 

Auf  der  Strecke  zwischen  dem  zuletzt  beschriebenen  und  dem 
etwa  3  mm  tiefer  gel^enen  Querschnitt  5  hat  sich  eine  wesenllicbe 
Umgestaltung  im  gesammten  Zahnbau  vollzogen. 

Zunächst  hat  der  ZahnquerBchnitt  die  Contur  eines  znr  Zahn* 
reihe  und  zum  Kiefer  quergestdlten  Ovals  aogenoonnen,  denen  Axen 
3  und  4,5  mm  messen. 

Die  Pulphöhle  bat  sich  sehr  stark  erweitert,  beansprucht  jetzt 
die  Httlfte  des  kürzeren  Zabndnrcbmessers  und  wird  in  Folge  denen 
von  einem  aar  0»75  mm  slaricea  DenUmnaDlel  umgeben. 

Gleichzeitig  hat  die  GrenzOttcbe  der  Pulpe  gegen  letzteren  ihren 
glatten,  rein  kreisförmigen  Yerlaaf  eingebOsst  und  daRlr  eine  flach 
wellenförmige  Gestaltung  angenommen,  indem  sie  sich  zu  etwa 
30  Binzelwellen  aus-  and  embiegt.  Jeder  Wellenbei^  dieser  Grenz- 
linie, also  jede  Ausbuchtung  der  Pulpa  spiegelt  sidi  auf  der  Aussenr 
Seite  des  Zahnes  hu  Gestalt  einer  breiten,  sehr  flachen  Lttngsrippe 
wieder.  Der  Lage  der  LHngsftnrchen,  weldie  diese  Wölbungen  trennen, 
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Stark  ab^rundet  inersmtige  Gonturen  angeDommen  hat,  wobei  g^ödi- 
zeitig  seine  kurze,  in  der  LKngsriditung  der  Zahnreilie  liegende  Axe 
bis  zu  3,75,  —  die  lungere,  rechtwinkelig  darauf  stehende  auf  5  mm 
angewachsen  ist. 

Hand  in  Hand  mit  dieser  VergrOsserung  des  Durchmessers  geht 
die  Verlängerung  der  bis  dahin  nur  schwach  wellenförmigen  Denlin- 
einstülpungen  zu  Falten  von  meist  zungen förmigem  Querschnitt  (Plici- 
dentin),  durch  welche  eine  tiefere  Zei  .sclilitzung  der  Pulpa  in 
lauler  spitz  endende  Pulptascheu  orzeiigt  wird.  Auf  der  AusscnflUche 
des  Zahnes  findet  dieser  Fortschritt  in  der  Fallenbiidung  durch  eine 
tiefere  Lüngsfurchung  des  Dentins  seinen  Ausdruck.  Auch  die  Körnel- 
guirlanden  werden  in  Mitleidenschaft  gezogen,  gliedern  sich  durch 
Zwischenräume  weitUlufliger  von  einander  ab,  erstrecken  sich  mit 
ihren  Flügeln  viel  tiefer  in  die  Medianzone  der  Falten  hinein  und 
liefern  deshalij  hufeiscufoi niige  Querschnitte.  Zugleich  vollzieht  sich 
die  Einmündung  der  Deniiuiöluclien  in  die  Dentinhöblen  der  Körnel- 
guirlanden  viel  oflenkundiger  als  weiter  oben. 

Die  Zahl  der  nach  innen  vorspringenden  Fallen  des  Dcntin- 
mantels  Leidigt  etwa  32.  Ihre  Gestaltung  und  Hohe  sind  keine 
durchaus  couötanlen.  Im  grosslen  Theile  des  Zahnquerschniltes  hndet 
zwar  eine  regelmilssif:!'  Alternirung  von  höheren  zungenförmigen  Fal- 
ten mit  kürzeren,  nur  halb  so  hohen,  abgerundet  keilförmigen  Vor- 
sprUngen  des  Dentinniantcls  statt.  —  im  entgegengesetzten,  wie  sich 
zeigen  wird,  einwärts  gerichteten  Drittel  des  letzteren  jedoch,  reichen 
sämmtliche  Falten  doppelt  so  weit  nach  innen  wie  dort  und  beginnen 
an  ihrem  centralwarts  gerichteten  Ende  schwache  Biegungen  und 
Krümmungen  zu  erleiden.  Dort,  wo  höhere  mit  niederen  Dentinfalten 
altemiren,  erfahren  die  Pulpausstulpungen  durch  letztere  nach  aussen 
zu  eine  Gabelung  in  zwei  Zinken.  Diese  Pulptaschen  enden  nur 
selten  in  abgerundeten  Bogen,  sondern  keilen  sich  vielmehr  meist  in 
spitzem  Winkel  zwischen  den  Falten  aus. 

Von  jeder  dieser  Radiärausstülpungen  der  Pulpa  gehl  ein  FUcher- 
system  von  Dentinröhrchen  aus  (Taf.  II,  Fig.  16  A),  deren  mittlere 
Gruppe  geradlinig  nach  der  Peripherie  verlauft;  die  beiderseits  sich 
anschliessenden  divergiren  in  spitzem  Winkel  und  bi^n  sich,  sobald 
sie  die  Peripherie  nicht  mehr  erreichen  können,  in  immer  steileren 
Bogen  nach  der  Medianebene  der  Falten  um.   An  diesen  von  der 
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spitzen  Endigung  der  Pulplaschen  ausstrahlenden  Röhrchenfftcher 
schliessen  sich  die  von  den  beiden  Seitenflächen  derselben  aus- 
gehenden Deulinröhrchen  an,  indem  sie  sich  von  der  Pulptasche  aus 
in  immer  stumpferem  Winkel  in  die  jederseils  angrenzende  Dentin- 
talle wenden.  Jede  der  32  Pulpiascheu  läuft  in  ein  sol(;iies  selb- 
ständiges, mit  seinen  Nachbarn  nicht  in  Coramunicalion  stehendes 
Kächersyslem  aus.  Zuweilen  gabeln  sich  die  Röhrchen  unterwegs  in 
zwei  gleichvverlhige  Zweige,  die  sich  alle  im  Sinne  des  gesammten 
Fäcbersyslems  nach  aussen  wenden.  Kleinste  Querästchen  hingegen 
sind  im  Gegensatze  zu  ihrer  Häuügkeii  an  den  DentioröhrcheD  der 
Zahnspitze  viel  seltener. 

Die  Grenze  des  Dentins  gegen  die  Pulptaschen  ist  keineswegs 
eine  glatte,  vielmehr  fast  itberall  eioe  uDregelodUeig  feiozackige.  Es 
rUbri  dies  daher,  dass  die  Zellen  der  OdontoblaBtenachicht  mit  ihrem 
gegen  das  Dentin  gerichtelen  Ende  sich  m  einen  ForlsaU  zuspitzen, 
welcher  als  Dentinfaser  in  das  DentinrOhrchen  ausMuft.  Diese  Fort» 
stttze  der  Odontoblasten  markiren  sich  am  Dentinrande  des  Quer- 
schnittes 6  deshalb  so  scharf,  weil  sie  ebenso  wie  die  Rfihrchen 
selbst  von  Brauneisen  erfUlll  sind  und  deshalb  als  schwarze  Uneben- 
heiten in  die  klare  Dentmgrundmasse  eindringen  (Taf.  U,  Fig.  16  o]. 
Nicht  selten  sieht  man  die  DentmrOhrchen  von  diesen  minimalen 
Hockerchen  oder  ztthnchenartigen  VorsprUngen  ihren  Urspnmg  nehmen. 
In  tieferen  Niveaus  des  Zahnes  werden  wir  jedoch  diese  Verhttlt- 
nisse  sich  noch  viel  deutlicber  und  conslanter  gestalten  sehen. 

Nach  aussen  mOnden  die  Dentinrührchen  jedes  Fflchersystems 
in  die  dicht  aneinander  geschaarten  Dentinhöhlen  einer 
Kürnelj^uii  lande  (Tal'.  II,  Fii^.  \ii  Dhy),  deren  jede  somit  einen 
Röhrcheufachcr  in  Funii  einet;  Hufeisens  abscliliessl.  Der  Bogen  eines 
solchen  liegt  demgemliss  jedesmal  übei-  dem  Ende  einer  Pulptasche, 
wahrend  sich  seine  Schenkel  eine  Slrcckc  weit  in  die  Medianzone 
jeder  Falte  forlselzen,  sich  hierbei  spitz  ausziehen  und  meist  in  eine 
sehr  weillUuflige  lleilie  von  isolirten  Dentinhühlen  auflösen,  die  bis 
nahe  nn.  ja  bis  in  das  Faltenendc  reichen  können.  Da  sich  jeder 
der  einander  zugewandten  Schenkel  zweier  neben  einander  liegen- 
der Hufeisen  in  dieser  Weise  nach  innen  zieht,  so  enthüll  jede 
Falte  zwei  solche  mehr  oder  weniger  schaif  markirle  und  weitr- 
Ittuftige  Reihen  von  Dentinhöhlen,  welche  durch  eine  der  Median- 
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ebene  der  Falten  entsprechende  Zone  von  klarer  Grundmasae  ge- 
trennt werden. 

In  dem  bogenförmigen,  periplierisclicn  Abschnitte  der  Körnel- 
giiirlatulon  grenzt  sicli  die  Gestalt  der  sie  bildenden  Kin/i  lliühlen 
in  Fulge  dert^n  dichter  Zusammendrängung  nur  selten  scharf  ab.  Wo 
dies  aber  der  Fall  ist,  zeigen  sie  sich  knollig  oder  spratzig- zackig 
conturirt  und  durch  derbe  Ausläufer  mit  einander  verbunden  (Taf.  II, 
Fig.  18)»  wodurch  die  Kümelguirlanden  iliren  spongiOsen  Habitus  er- 
halten. Sobald  sich  jedoch  die  Schenkel  der  letzteren  in  der  Me- 
dianzone der  Falten  zn  einer  oft  Ittckwbaften  Reihe  lauter  isolirter 
DentinbOblen  ausziehen,  diese  sich  also  indlvidualisiren,  hebt  sich 
deren  Gestalt  in  vollster  Klarheil  aus  der  Iiomof^en  Dentingrund- 
masse  ab.  Sie  zeigen  dann  (Taf.  II,  Fig.  49)  alle  Üebergangsfonnen 
von  kleinsten,  glatt  conturirten,  rundlichen  oder  sackfitlmugen  Auf- 
blähungen der  Rohrchenenden  bis  zu  vielfach  eingeschnürten,  mit 
zahlreichen  keilförmigen,  knorrigen  oder  fadenartigen  Auslllufem  ver- 
sehenen, grosseren  Hohlen  von  mannigfaltigster  Form,  welche  z.  Th. 
die  grOsste  Äussere  Aehnlichkeit  mit  KnochenkOrperchen  zur  Schau 
tragen.  Nirgends  aber  gleichen  sie  den  Interglobularitumen  zwischen 
den  Zahnbeinkugeln  der  Zahnspitze  (siehe  S.  497  und  Taf.  I,  Fig.  S), 
überall  vielmehr  erweisoi  sie  sich  als  directer  Zubehör  der  Den« 
tinrOhrchen,  welche  in  sie  einmttnden. 

Am  deutlichsten  Ittsst  sich  auch  dies  an  den  weiÜHuftigen  HOhlen- 
reihen  innerhalb  der  Fallen,  aber  ebenso  bestimmt  am  Innenrande 
der  peripheren  KOmelbogen  verfolgen.  Mit  der  Annäherung  an  diese 
sieht  man  die  bis  dahin  glatt  und  gleidunässig  veriaufenden  Denlin- 
rObrchen  kleine  wellige  Krümmungen  machen,  sich  kurz  vor  dem 
Erreichen  der  KOmelschidit  oft  in  S  oder  3  Aeslchen  gabeln  und 
dann  mit  diesen  in  knorrige  oder  schlanke  Auslaufer  des  innersten 
DentinhOhlenkranzes  ausmünden  oder  sich  zu  solchen  verdicken  (Taf.  II, 
Fig.  18  und  19). 

Wahrend  die  in  jedem  ROhrchensyslem  radiär  nach  aussen  strah- 
lenden DentinrOluien  und  ihre  Verästelungen  ausnahmslos  in  Dentia- 
hohlen  und  zwar  in  diejenigen  der  KOmelguirianden  münden,  ist 
dies  bei  den  auf.  die  Medianebene  der  Falten  gerichteten  ROhrchen 
nicht  immer  der  Fall,  indem  sich  hier  die  Zahl  der  Dentinhohlen 
selir  vermindert  lial  und  dem  entsprechend  auch  nur  ein  geringer 
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Theil  der  Röhrchen  \n  solche  auslaufen  kann.  Die  übrigen  pflegen 
sich  in  der  Medianzonc  der  Falten  in  feinste  Aeste  zu  gabeln  und 
sich  mit  denselben  allniiihlicli  ausziispilzen,  ehe  sie  die  Medianebene 
selbst  erreichen,  so  dass  diese  meist  ebenso  frei  von  Kuhrcben  wie 
von  Ihihlen  blriht  (Taf.  II,  Fig.  lü). 

Die  klare  Grundmasse  des  liohrchendentms  besitzt  durch- 
weg eine  Hiisgczeichnele,  aber  sehr  feine  Glol)ularstructur  und  \M'isl 
im  Niveau  der  Querschnitte  5  und  6  eine  höchst  zarte,  aber  ausst;r- 
ordenllich  zierliche  und  recht  com|)li(irlo  Larnellirung  auf.  in 
welcher  die  einzelneu  Stadien  des  nach  innen  grrichlolen  Dickcn- 
wachslhums  des  Dentins  zum  Ausdrucke  gelangen.  Im  Querschnitte 
erscheinen  diese  Lamellen  als  Systeme  von  mehr  oder  weniger  steilen 
Bogen,  die,  ohne  durch  scharfe  Grenzlinien  getrennt  zu  sein,  sich 
durch  den  verschiedenen  Grad  ihrer  Helligkeit  von  einander  abheben. 
Dies  wird  namenlUch  dadurch  bedingt,  dass  sich  einzelne  dttnne 
Bttnder  von  gr()beren  KUgelchen  zwischen  breilere  Lagen  von  feine- 
ren Gkibulis  einschalten.  Ueber  jeden  Pulpavor&prung  slttlpt  sich  ein 
solches  System  von  sich  gleicbsinnig  mit  ihm  emporwölbenden  La- 
mellen. Jeder  der  Rührchenfacher  hat  also  sein  eigenes, 
ihm  zugehöriges  Bogensystem  und  sein  selbständiges  Verkalkungs- 
gebiet, das  jedesmal  bis  zur  Medianzone  der  beiderseitigen  Nacbbar- 
falten  reicht.  Die  Steilheit  und  Tiefe  der  Wachsthumsbogen  nimmt 
in  gleichem  Schritte  mit  der  Lange  der  Pulpvorsprttnge,  also  auch 
mit  der  Höhe  der  Dentinfalten  zu. 

Bei  dem  Querschnitte  5  (Fig.  4S  und  13),  wo  die  Grenzfläche 
der  Pulpa  gegen  das  Dentin  nur  eine  wellenförmige  ist,  besitzen  die 
Schnitte  der  äussersten,  zuerst  gebildeten  Lagen  von  Dentingrund- 
masse  die  Gestalt  eines  Hufeisens,  dessen  Schenkel  conform  den 
homogenen  Medianzonen  der  beiderseitigen  Nachbarfalten  centraUvärts 
gerichtet  sind.  Bei  den  nächstfolgenden  Dentinlagen  wird  ilcr  bogen- 
ftirmige  Qiiei  sclinilt  schrittweise  ein  iinnjcr  flacherer,  bis  er  schlit!ss- 
lich  den  wellenlVuinigen  Verlauf  der  i^lll)grenze  angenommen  hat. 

liu  Querschnitte  6  (Taf.  II,  Fig.  lö  und  IG';,  in  dessem  Ni- 
veau die  PulpvnrsprUnge  bereits  viel  tiefer  und  spit/er  und  die 
Dentinfalten  beliiichdich  hoher  geworden  sind,  wo  ferner  die  von 
den  Furchen  ausgehende  l^inslülpung  der  Aussenschicht  in  die  homo- 
gonen  .Meüianzonen  der  Falten  bifi  fast  zu  dcrem  Ende  roicbl,  sind 

85* 

Digitized  by  Google 


ütO 


Hbbmann  Crbdneb, 


[36 


in  UebereiDstimmuDg  mit  diesen  Verhültnissen  die  Lamellenbogen  eng 
zusanunengepresst,  deshalb  viel  steiler,  schmaler  und  spitzbogiger  und 
schwingen  sich  nur  noch  als  xarte  Saomlinien  um  das  centralwürts 
gerichtete  Ende  der  Falten, 

Die  FKcher  von  DentinrOhrchen  durdistrahlen  das  ihnen  zuge- 
hörige GewOlbsystem  von  Anwachsstreifen,  ohne  sich  g^;«iseitig  im 
geringsten  in  ihrem  Verlaufe  zu  beeinflussen. 

Auch  im  Längsschnitte  (siehe  Taf.  II,  Fig.  23)  gewahrt  man  die 
oben  beschriebenen  Anwachslamellen  meist  erst  bei  zweckdienlicher 
Abbiendung  des  Lichtes  in  vollster  Schttrfe.  Dann  aber  ergiebt  es 
sich,  dass  die  einzelnen  Denttniagen  nichi  parallel  zur  Aussenflttche 
des  Zahnes  veriaufea,  sondern  derartig  angeordnet  sind,  dass  sie 
die  letztere  untor  spitzem  Winkel  treffen,  nach  innen  zu  sich  aber 
immer  steiler  stellen,  bis  die  innersten  Lamellen  der  Pul])^renzflflche 
confonn  stehen.  Es  bilden  mit  anderen  Wortm  die  inneren,  jüngsten 
Dentinlagen  sehr  steile,  —  die  Süsseren  Lamellen  hingegen  etwas 
stumpfere  Dttten.  Diese  Bauweise  enispricht  vollkommen  dem  »Schema 
ober  den  Verlauf  der  Zahnbeinlamellen  im  Lttngsschliffe  eines  mensch- 
lichen Sdhnddezahnes«,  welches  V.  Esmi  im  ScanFP^schra  Hand- 
buche  der  Zahnheilkunde  I.  Wtai  1891.  S.  283,  gegeben  hat. 

Die  Ghribuli  der  Denlingrundmasse  werden  ausser  durch  diese 
Anwachslamellirung  in  ihrer  Anordnung  zweitens  durch  den  Verlauf 
der  Dentinrö.hrchen  beherrscht,  indem  sich  die  einzelnen  Kugel- 
chen  zu  lauter  Reilien  gruppiren,  deren  je  eine  oder  zwei  zwischen 
zwfei  Dentinrührchcn  liegen.  Sie  bilden  in  Folge  dessen  lauter  den 
RöhrchenfiK hcrn  confoimc  Strahlensysleme  von  l'erlscbnuren 
(Tat.  II,  ¥\ii.  17). 

Die  röhrclicn freie  Aussenschicht  weist  ebenfalls  eine  ausser- 
Oniciillicli  tciii  gloixiliii t'  Ziisaiiiiuenselzung  auf.  Gloich/cillg  macht 
sich  in  ihr  eine  zarte,  coiicciUrisolie ,  flascriy  laiinllare  liaiuloriinii 
bemerklich,  welcher  die  Anordiuing  der  Globuli  folut.  Vom  Tiefsten 
jeder  Aussenfurche  au.s  dringt  die  feinglobulirte  Masse  der  Aussen- 
schiclit  durch  die  Lücken  zwischen  je  zwei  Kfunelguij landen  in  die 
Dentinfallen  hinein  und  bildet  innerhalb  dieser  die  bereits  erwlihnten 
ruhrchenfreien  Medianzonen,  welche  die  Bereiche  der  benach- 
barten l*uljita.>clien  find  die  von  letzteren  anstehenden  Röhrchen- 
ßicher,  sowie  die  Gewolbsyslcme  von  Anwachslamellen  von  einander 
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scheiden  (Taf.  II,  Fig.  10).  Bis  an  diese  Medianzone  reichen  die 
äussersten  Verzweigungen  der  beiderseiligcn  Röhrensysteme,  um  sich 
z.  Th.  auszuspitzen,  z.  Th.  in  jenen  kleinen,  isolirten  Dentinhühlen 
zu  enden,  welche,  wie  soeben  (l.iii^olegt ,  als  vveillauftiger,  lücken- 
hafter Saum  die  homogene  Medianzone  l)oiderscits  begleiten.  Dass 
ein  einzelnes  Dentinröhrchcn  quer  durch  letztere  hindurchsetzt  und 
sich  in  ihr  mit  einem  solchen  des  Nachbarsystems  vereint,  konnte 
nur  in  äusserst  seltenen  Fällen  beobachtet  werden. 

Ebenso  fehlt  auch  jene  in  der  Grundmasse  des  beiderseitigen 
Röhrchendentins  so  scharf  auBgeprSIgte  fächerrörmige  Gruppirung  der 
pertechnurartig  aneinander  gereihten  GlobuU  innerhalb  der  Mediun- 
zonen  vollstttndig.  Vielmehr  geben  sich  letzlnre  bereits  durch  die 
von  den  Aussenfurcben  aus  radiär  nach  innen  gerichtete  schlierig* 
lamellare  Aooidnung  ihrer  Ktigelchen,  wie  sie  sich  nicht  selten  be- 
merklich macht  (Taf.  D,  Fig.  17  a),  als  Binstttlpungen  der  Aussen- 
schiebt  zu  erkennen. 

Terticale  Gefiisscanttle,  wie  sie  in  einigen  wenigen  der 
Aussenftirchen  des  Zahnes  bis  hinauf  in  das  Niveau  des  vorher  be- 
schriebenen Querschnittes  emporste%en  (siehe  S.  505),  haben  sich  in 
dem  etwas  tieferen  Schliffe  6  bereits  in  fast  allen  Fürchen  eingestellt 
(Taf.  II,  Fig.  15  e  und  Fig.  46c].  Dieselben  liegen  innerhalb  der 
die  Kerben  der  Lttngsfurchen  fast  einebnenden  rOhrchenfireien  Aussen- 
Bchicht  entweder  mehr  randlich  oder  rttcken  zwischen  den  Schenkeln 
der  Körnelguirlanden  ziemlich  tief  nach  innen  und  besitzen  meist 
lang  ovalen,  zuweilen  abgerundet  dreieckigen,  scharf  umrandeten  Quer- 
schnitt. In  ihrer  l  iiualiiming  nimmt  die  sunsl  nur  zurtost  angedeutete 
Lamelliruiig  der  Viij^senscliicht  eine  viel  grossere  Schürfe  an  und  kann 
durch  schnurenlurmige  Einlagerung  kleinster  dunkler  Kürpcrchcn  noch 
bestimmter  markirl  werden. 

Ilnefsciiitt  7  (TaMII,  Fignr20;  nebst  Figur  21). 

In  diesem  Querschnitte  machen  sich  im  Vergleiche  mit  den 
vorigen  folgende  Veränderungen  bemerklich: 

Die  bis  dahin  im  Querschnitte  keilförmigen  oder  zungenartigen 
PulpvorsprOnge  haben  sich  zu  r^elmttssigen,  vom  centralen  Pulpkegel 
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aosstrableBden  Spddien  verlängert,  deren  seitliche  Grenzflttchen  zum 
grössten  Theile  fast  parallel  verlaufen,  ja  nach  aussen  scbvrach 
divergiren  kOnnen,  wodurch  steh  die  Pulpspoichen  an  ihrem  aus- 
wärts gerichteten  Ende  keulenfßnnig  verdicken  und  dann  an  lauter 
selbständige,  aneinander  gcpresste,  deshalb  im  Querschnitte  lang  ovale, 
nur  centralwärts  sich  vereinigende  Einzelpiilpen  erinnern.  In  glei- 
chem Maasse  haben  die  Falten  an  Höhe  und  Schlankheit  zugenommen. 
Innerhalb  der  von  den  Pulpspeichen  auslaufenden  Fachersysteme 
stehen  die  zarten,  schlanken  DentinrOhrchen  viel  dichter  als  weiter 
oben,  werden  aber  in  ihrer  Vertheilung  und  Verlaufsrichtung  von 
genau  denselbon  Gesetzen  beherrscht  und  münden  ebenfalls  in  die 
Dentinhühlon  der  peripherischen  KOrnelguirlanden  sowie  der  Median- 
zouen  der  Falten  ein. 

Von  grosserer  histologischer  Bedeutung  jedoch  ist  die  Entwick- 
hing, welche  die  rölirrhenfreie  Uandschichl  (siehe  S.  504)  in  dfiu 
kurzen  Zwischenniiiiue  zwischen  dem  vorher  beschriebenen  Qurr- 
schnitt  und  diesem  nftchst  tieferen  Schliffe  erfahren  hat.  Die  bis  da- 
hin klare,  feinst  globulare  Anssenschicht  mit  iliren  zarten  Ftirchen- 
caniUcn  hat  jetzt  den  «iliarakter  eines  scharf  abgegrenzten,  an 
Knochenzellen  und  (iefilsscan.llen  reichen  Knuchenirewobes  ango- 
noinmen.  Die  ersten  Andeutungen  dieses  V()i,:,'ani.'i's  miirliten  sicli 
bereits  an  einer  Stelle  des  h<>her  gelegenen  Onerscluuttes  •>  bemerk- 
lich. In  der  klaren  Grundmasse  dieser  periplierischcn  Kuochenschichf 
(CeuK  nt-(  liiclit^  Herren  zunUchst  die  schon  ans  höheren  Niveaus  des 
Zahnes  beschriebenen,  jedoch  jetzt  viel  sllirkeren,  meist  dreiseitigen 
Furchencanlile.  \  m  diese  und  entlang  der  ganzen  Grenze  zum  Den- 
tin ziehen  sich  Schwarme  von  spindeltVirmiiien  Knochenzellen,  welche 
z.  Th.  durch  irleichgerichlete  .Vushiider  mit  einander  in  Verbindung 
stehen.  Hier  und  dort  stellen  sich  innerhalb  dieser  Strichelschwärnje 
«grössere,  rundliche,  vielzackii.'(>  Kncjchenzollcn  mit  (jucr  stehenden 
AusUlufern  ein.  Local  verdickt  sich  diese  Hülle  um  das  Zwei-  l>is 
Vierfache  und  umschliesst  dann  grosse  C.eRlsscanille  von  ovalem, 
rundem  oder  lappigem  Querschnitte,  welche  das  drei-  bis  zwolffache 
Lumen  der  Fiirchencanüle  besitzen  (Taf  II,  Fig.  20  c).  Von  ihnen 
gehen  in  weilliinftigen  Zwischenräumen  kurze,  jjseknickte  und  ver- 
üstelle  I'rimitivröln clieu  aus.  In  der  die  Gefasscanale  umgebenden 
klaren,  aber  immer  noch  feinst  globulirten  Grundmasse  liegen  eben- 
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falls  Schwttnne  von  klemen  spindelfSOrmigm,  sowie  von  grosseren, 
rundlich  zackigen  KnochenkOrperchen. 

Von  den  Farcben  aus  zieht  sich  die  klare  Grundmasse  dieser 
peripherischen  Cemenlschicht  in  die  Falten  hinein,  um  deren  Median- 
zone zu  bilden.  Innerbalb  dieser  gesellen  sich  nun  zu  den  kleinen, 
mehr  randlich  gelegenen  DentinhOhlen  der  beiderseitigen  Fttcher- 
sysleme  die  viel  grosseren,  zackigen,  vielfach  zerschlitzten  Knochen- 
kOrperchen der  sich  emstttlpenden  Knochenmasse  (Fig.  21  kk),  so  dass 
die  Fallenmilten  ein  buntes  Gewimmel  solcher  Hohlen  beider  Art 
beiden,  die  sich  meist  nur  durch  ihre  Grösse,  nicht  aber  durch  ihre 
Gestalt  unterschpiden  und  durch  lange  Auslüiifer  sowohl  unter  ein- 
ander,  wie  mit  (liii  Dt  iitinnihrchen  in  Zusammenhang  sloht-n.  In 
diesem  Falle  sind  also  die  Odontoblasten  durch  du;  Dt  ntinrohrrhen, 
die  Dentinhöhlen  und  die  Ausläufer  der  Knochenzellen  mit  letzteren 
continuirlich  vfM'huiulcn  gewesen. 

Aus  Obigom  gehl  hervor,  dass  sich  im  Niveau  des  Querschnittes  7 
zu  dem  noniiali  ii  Ilöhrchcndi  iilin  pchle  H a u t  kn  o r  h  f> n sii  b s t a n z 
(Ce m e n  tk n üc he  n m a SS e)  als  neues,  die  Dentiiilitillschicht  er- 
setzendes Element  gesellt  hat  und  zwar  nidit  nur  als  peripherische 
Schicht,  sondern  auch  als  von  dieser  aus  zwi.schen  je  zwei  Fächer- 
sysfeuni  der  Pulpspeichen  nach  innen  eingeschobene  Einstülpungen, 
weh  lie  die  Medianzone  der  Falten  lulden,  aber  hier  durch  ihre  Zellen 
und  deren  Auslaufer  mit  dem  Dealin  auf  das  Innigste  verwachsen  sind. 

aieitMshiitt  8  (Tafel  UI,  Figar  24;  nebst  Figuren  85,  86  und  87). 

Dieser  Querschnitt  gehOrt  bereits  einem  der  Zahnbasis  ziemlich 
nahe  gelegenen  Niveau  an.  In  Folge  der  hier  sehr  dichten  Anein- 
anderpressung  der  Zahnsockel  hat  deren  Querschnitt  eine  abgerundet 
trapezförmige  Gestalt  angenonunen.  Seine  Axen  messen  8  und 
5 — 6  mm,  wobei  der  längere  Durchmeeeer  quer  zur  Zahnreihe  steht 
und  zugleich  sein  sich  schwach  verbreiterndes  Ende  dem  Innenrande 
des  Kiefers  zugewandt  ist. 

Durch  die  Zerschlitzung  der  Pulpa  in  mehr  oder  weniger  tiefe 
und  schlanke  Speichen  werden  zahlreiche  Dentinfalten  erzeugt,  die 
jedoch  ganz  abgesehen  von  der  statthabenden  Altemirung  längerer 
und  kürzerer  Falten  einen  zwiefachen  Habitus  besitzen.  In  den  nach 
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aussen  gerichteten  schmaleren  zwei  Dritteln  des  Querschnittes  sind 
dieselben  kurz,  gedrungen  und  uiil  plumpen  Aus«  und  Einbuchtungen 
versehen,  im  verbreiterten  inneren  Drille!  liingegcn  lang,  schmal  und 
schlank.  Wie  ihre  Gestaltung  und  ihr  Verlauf,  so  ist  auch  ihre 
Stniclur  eine  verschiedene  und  ebenso  ist  auch  der  Aufbau  des 
Zahnmantels  in  beiden  Abschnitten  ein  durchaus  verschiedenartiger. 
Werden  die  mit  den  kurzen  Falten  ausgestatteten  zwei  Drittel  der 
Dentinwandung  von  einer  scharf  abgesetzten,  an  verticalen  GefUss- 
canttlen  reichen  Gementachicht  umwallt,  so  verschwindet  diese  in 
allmählicher  Ausdünnung  nach  dem  inneren,  mit  den  langen  Falten 
versehenen  Drittel  hin  fest  völlige  so  dass  hier  die  spomartig  ver- 
breiterten Faltenbasen  die  einzige  und  zwar  nur  Ittckenhane  Um- 
randung des  Zahnes  bilden  [yetfß.  S.  487  and  488). 

9«  mdi  ansBcn  gorlAteCe^  sehmilere  Segment  ies 
Zahnqaersehntttee. 

Von  der  5  mm  messenden  Queiii\c  dos  schmäleren  Zahn- 
soguiontt's  niniriit  die  Dicke  dos  Zahnmanti'ls  jodorsoils  0,5 — 0,75mm 
in  Anspruch.  Von  soinom  ionoren  Kunde  aus  springen  die  plumpen 
Kalten  1,25 — 1.50  mm  weit  nach  innen  vor,  so  dass  im  Cenlrum 
dos  Zahnes  ein  solider  l'ulpkorn  von  ehva  2  mm  un/orschlilzl  bleibt. 
Die  Lüngst'urchen  des  Dentinmantels  werden  durch  die  dicke  äussere 
Cementschicht  vollständig  ausgeglichen. 

An  dem  Aufbau  des  Zahnes  betheiligen  sich  in  diesem  Ab- 
scluiitie:  1.  die  l'uljia;  —  i.  das  sieh  eeniraiwrtrts  zu  gedrungenen, 
kräftigen  Falten  zwischen  die  Pulpspeichen  einschiebende  Dentin; 
—  eine  peripherische  Schiclil  von  Demo n t knocben^laS8e^ 
die  sich  tief  in  die  iMedianzone  der  Falten  eiuslUlpU 

1.  Die  periplierisclie  CementschlchU  (Fig.  S4  uad  25  C.) 

Die  peripherische  Schicht  von  Cementlmochenmasse  grenzt  sich 
gegen  den  von  dem  Bogenkranze  der  Kömelguirlanden  gebildeten 
Aussenrand  des  Dentins  scharf  ab  und  besteht  aus  klarer,  nicht 
mehr  globulttr  struirter,  also  jetzt  homogener  Grundmasse, 
welche  von  verhttltnissm&ssig  grossen  Geftisscanfllen  durchsetzt  und 
von  flnidalen  Strähnen  kleiner  KnoehenkOrperchen  durchzogen  wird. 
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Die  GefftsscanKle  besibsen  entweder  rein  ovalen  oder  polygo- 
nalen Querscbnitt  und  zwar  liegen  die  eck^n  Ganttle  meist  Uber  dem 
einq)ringenden  Winkel  zwischen  je  zwei  der  KOmelhufeisen,  also  in 
der  Verlttngerung  der  Medianebene  der  Falten,  tmd  sind  demnach  die 
Fortsetzungen  der  S.  51 1  geschilderten,  ebenfalls  meist  kantigen  und 
zwar  dreiseitigen  FurchencanAle  (Taf.  II,  Fig.  14,  16,  20).  Jeder  der 
Canttle  ist  theilweise  erfttllt  oder  ausgekleidet  von  schwarzbraunem 
Eisenhydruxyd,  wodurch  sidi  die  Grenzlinie  des  Canallumens  nach 
aussen  scharf  absetzt.  Es  zeigt  sich  hierbei,  dass  diese  Grenze  nicht 
glatt  verittnfl,  sondern  dass  die  peii[))iere  Zellenschicht  der  GanAle, 
genau  wie  die  Odontobkistenfortstttze  in  das  Dentin,  mit  kleinsten 
Zttckchen  und  Zfthncben  in  die  umgebende  klare  Grandmasse  ein- 
greift. Diese  mhiimalen  Vorsprunge  hiufen  in  kurze,  aber  veiiilll^ 
nissmdssig  deibe  und  weiUttuftig  stehende  Böhrehen  aus,  die  zwar 
im  Allgemeinen  eine  radittra  Richtung  innehalten,  aber  sich  winkelig 
biegen,  krUmmeo,  verzweigen  und  kurze  Querflstchen  absenden  (Taf.  III, 
Fig.  25  c). 

In  einiger  Entfernung  von  den  Canälen  zieht  sich  um  deren 
Mehrzahl  eine  concentrisch  verlaufende  Strühne  von  langgestreckten 
zerschlitzten,  spindelförmigen  oder  .striciiehii Ilgen  Knochenkörpcr- 
chen,  welche  fluidal  gruppirt  und  an  ihren  Enden  oft  duicli  Au.s- 
lünfcr  mit  einander  ver\voljoii  ^.ind.  Hut  und  ilurl  iii'gen  zwischen 
diesen  spindellurniigcn  auch  isolirle  grossert;  rundliche  Knochen- 
kürperchen  mit  strahligen  Anslüufern  eingestreut.  Bcich»  stehen  zu- 
weilen mit  Kadiarröhrchcn  des  tiitfasscanales  in  Verbindung. 

Durch  die  unter  den  Aussi'nfiirchen  des  Dentins  gelegenen  LUcken 
zwi.>rhen  je  zwei  Kornelginrianden  zieht  sich  die  Grundmasse  der 
peripherischen  Knochensehieht  auf  der  .Medianebenc  der  Fallen  in 
diese  hinein  und  bildet  eine  klare,  aber  nnrli  .iusscrm ilrntlich  ftiin 
globulilre  Medianzone,  welche  hier  ebenso  wi(!  l)ereils  weiter  oben 
im  Zahne  (siehe  S.  511  und  Taf.  II,  Fig.  16)  die  Uührcheusvsteme 
je  zweier  Pulpspeichen  scheidet  und  in  ziemlich  regelmässigen  Ab- 
stünden grosse  plump  spindelförmige  Knochenkürperchen  enthüll, 
die  jedoch  ausnahmslos  mit  ihrer  Längsaxe  reciit winkelig  gegen  die 
Medianebene  der  Falten  gerichtet  sind  (Taf.  III,  Fig.  25). 

Die  peripherische  Knochenschicht  gleicht  die  Furchen  aut  der 
Aussenseile  des  Dentins  vollkomuien  aus  und  bedeckt  letzteres  im 


54G 


Hermann  Cbedner, 


Bereiche  des  grosseren  Zabnsegmentes  als  derber  Ueberzug,  ver- 
dOnnt  sich  aber  gegen  das  breite  Innendrittel  des  ZahnquerscbniUes 
mehr  und  mehr,  um  endlich  fiist  ganz  zu  verschwinden.  Diese  Er- 
scheinung erklärt  sich  aus  den  Darlegungen  auf  S.  487,  wonach  nur 
die  Aussenflache  und  die  beiden  Seitenflächen  des  Zahnsockels  von 
Gementknochen  kragenfiOrmig  umwallt  werden,  wtthrand  die  Gaumen- 
flttche  des  Sockels  unbedeckt  bleibt. 

Einen  sehr  klaren  Einblick  in  die  Structur  der  peripherischen 
Knochenschicht  ge\'^hrt  auch  die  Taf.  II,  Fig.  22  abgebildete  Partie 
des  um  ein  Minimum  hoher  gelegenen  Querschnittes  eines  Nachbar- 
zahnes. Die  hcHROgeno  Grundnunse  des  Knochengewebes  hebt  rieh 
auch  hier  haarscharf  von  der  fiussersten  Ktfroelguirlande  des  Dentins 
{Dhg)  ab,  wird  ebenfiills  von  zahlreichen  grösseren  und  kleineren 
Gefttsscanülen  {c)  durchzogen  und  enthalt  ziemlich  zahlreiche,  z.  Th. 
spindelförmige,  z.  Th.  rundlich  zackige  Knochenzcllen  (kk),  welche 
sich  in  Schnuren  und  Schwärmen  fluidal  um  die  Gefiisscanale  grup- 
piren.  Von  einzelnen  der  letzteren  gehen  kurze  listige  AusUiufer  aus. 
nie  Aussenfurciien  des  Dentins  zwischen  den  stark  gewölbten  Körnel- 
giiirlanden  sind  tief  eingekerbt.  Die  in  ihnen  liegenden  Futchen- 
canltlc  besitzen  noch  ihre  charakteristische  dreiseitige  Gestalt.  Die 
homogene  ünindmasse  erstreckt  sich  in  Form  eines  schmalen  Strei- 
fens zwar  noch  weniger  tief  in  die  Medianebene  der  Falten  Junein, 
enthält  aber  auch  hier  schon  kleinste  spindeiföruiigeKnochenkörpercheQ. 

« 

2.  Das  Dentin  fPi«.  U  and  «6). 

Die  Dcntinfalten  dieses  Ahschnilü  s  sind,  wie  bereits  conslatirt, 
dick  und  gedrungen  und  stellen  keine  durch  geradfliicliige  Wtinde  be- 
grenzten Lamellen  vor,  sondern  eiliiillen  durch  beiderseitige,  bauchige 
.Uisbuclilungen  der  Pulpa ,  niimenllich  in  der  centralen  Hitlfte  der 
Falte,  einen  |>hmip  w  urmförmig  gekrümmten  Querschnitt. 

Diese  gros.sen  derben  Falten  alteriiiren  mit  viel  kürzeren,  sich 
nur  wallartig  in  die  Pii!()a  Norschiebenden,  deshalb  inn  Querschnitte 
wie  Warzen-  oder  buckelförniige  Einstiilpimgen  erscheinenden  F'alten, 
durch  welche  der  peri|)herische  Abscliluss  der  l'ulpspeichen  eine 
l''iubuclilung,  also  eine  plumpe  Gabehing  crieidel.  Von  jedem  dieser 
rund  abgestumpften  Pulpenden  stialilt  ein  H  a  u  p  l  fa  ch  e  rs  j  s  teni 
vFig.  Siö  h)  von  langen,  schlanken  Deolinrübrchen  aut»,  dessen  radial 
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gerichtete  Röhrchcngnippo  sich  aus  anfüoglich  dicht  stehenden  Höhr- 
eben  zusammensetzt,  welche  sich  nach  aussen  gabeln  und  mit  diesen 
ihren  peripherischon  Aoslclu^n  in  die  schwammig  mit  einander  ver- 
wobencn  Dentinhöblen  der  hufeisenförmigen  KOmelguirlanden  ein- 
münden, die,  wie  gesagt,  das  Dentin  in  bogig  ausgerandetem  Kranze 
von  seiner  Knochenumwatlong  scheiden. 

Wahrend  in  den  bisher  beschriebenen,  nSchsl  höheren  Ab- 
schnitten des  Zahnra  von  jeder  Pulpspeiche  aus  nur  ein  einziges, 
einheitliches  Rlchersystem  von  DentinrOhrchen  ausstrahlt  und  das 
zwischen  den  Medianzonen  zweier  Nachbarftilten  gelegene  Radial- 
segment des  Zahnes  beherrscht,  hat  sich  diese  Einheitlichkeit  im 
Querschnitte  8  bereits  verloren.  Die  Fächersysteme  der  höheren 
Niveaus  beschranken  sich  auf  die  eben  beschriebenen,  von  den  ab- 
gerundeten Enden  der  Pulpspeichen  auslaufenden  Haupt f£icher.  Neben 
diesen  entspringt  jetzt  von  jeder  der  tieferen  oder  flacheren  Aus- 
buchtungen, welche  die  Seitenflächen  der  Pulpspeichen  in  die 
Falten  machen,  ein  selbständiger  Secund&rfttcher  von  naturge- 
mäss  viel  kürzeren  Rührchen  (Fig.  2ö  s). 

Yhv  uHch  der  Medianzone  der  Falte  gerichtelcn  Röhrchen  jedes 
solchen  ScMiindiirfHchers  iiiüiiden  hier  nach  gleich  langem  Verlaufe 
in  ziemlich  grosse,  oft  dicht  geschaarte  Dentinholilen.  welche  deshalb 
gerade  wie  die  Körnelguirlanden  der  Haiiplfalten  in  mehr  oder  we- 
niger scharf  au!?gesj>rocliener  bogenförmiger  Anordnung  über  jeder 
Ausbuchtung  der  Pulpa  in  den  Dentinfalten  liegen.  Die  von  der  Mitte 
dieser  secundiiren  Fiicliersy.sleme  nach  rechts  und  links  abbiegenden 
Dentinröhrehen  enden  meist  blind,  so  da.ss  /.wischen  je  zwei  solchen 
Fachern  eine  Zone  klarer  Gnmdmasso  röhrchenfrei  verbleibt.  In 
diesen  Ein-  und  Ausbuchtungen  der  Dentinfalten  wiederholt  sieb  also 
die  Structur  der  Hauplfalten  im  oberen  Theile  des  Zahnes,  was  für 
die  später  zu  erörternde  Genesis  der  Faltenzahne  von  Bedeutung  ist. 

Die  Röhrchen  dieser  secundiiren  Ftiehersysteme  haben  jedoch 
nicht  wie  diejenigen  der  Hauptpulpspeichen  einen  geraden,  glatten, 
sondern  einen  kundiogig  geschlangelten,  local  geknickten  Veriauf, 
verastein  sich  nicht  selten  in  spitzem  Winkel  und  senden  stellen-, 
weise  kurze  Querzweige  rechtwinkelig  nach  beiden  Seiten  ab.  Die 
Dentinbohlen,  in  welche  sie  medianwarts  mtlnden,  besitzen  eine 
sehr  wechselvolle  Gestalt  und  Grosse,  sind  aber  sammtlich  mit  zahl- 
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reichen  strahligeii  Ausläufem  versehen  und  deshalb  von  xackig  ser- 
sprateter  Contur.  Wo  sie  gegen  das  centralwarts  gerichtete  Ende 
der  Falten  hin  dichter  geschaarl  liegen,  sind  sie  durch  derbe  Aus- 
rufer zu  Guirlanden  verknöpft. 

Die  Grundmasse  des  Dentins  besiixt  ebenso  m  weiter  oben 
(S.  609)  eine  sehr  feine  Globularstructur,  wobei  die  Zahnbeinkugcl- 
ehen  in  der  Ridilang  nach  den  S^tenr&ndem  jedes  Hauptfilcbep- 
syslems  an  GrOsse  zunehmen  Jind  sich  schttrfer  individualisiren^  In 
Folge  dessen  grenzt  ach  die  zvrisohen  zwei  Fachavystemen  von  der 
peripherischen  Knochenschidit  aus  eindringende,  nur  feinst  gekOmelte 
Medianzone  schon  durch  ihre  Structur  von  jenen  ab. 

Die  Grenze  zwischen  Pulpa  und  Dentin  erscheint  in  Folge  der 
in  letzteres  spitz  eiogreifcnden  Odontoblasten  unrcgelmüssig  hückerig 
gezähncit.  Oft  sieht  man  diese  FortsiUze  der  letzleren  unmittelbar 
in  die  Dcntinröhrchen  auslau  Ion.  Wo  diese  in  Dcntinhölilen  ein- 
münden, lassl  sich  der  directo  Zusammenhang  zwischen  letzteren  und 
den  Odonloblaülen  uberbUcken. 

b.  Das  sich  nach  innen  Terbrelternde  Segment  des 
Zahnqierselmittes. 

Aus  Obigem  ergab  sich  u.  A. ,  dass  in  dem  nach  aussen  gc- 
rifliteten  Segmente  des  Zalintiuerscluiiltes  in  Folge  energischer  Dentin- 
;il)si  ln'idung  von  Seilen  der  von  den  Enden  der  Pulpspeicheu  aus- 
strahlenden Haupt- Köhrchensysteme ,  die  mit  einer  betrüchllichen 
Verstärkung  der  Aussenlage  von  Cemenlknochenmasse  Hand  in  Hand 
ging,  ein  sehr  krüfligor  Zahnmantel  erzeugt  wird,  von  welchem  dicke, 
gedrungene  Falten  auslaufen.  Ganz  anders  hingegen  gestaltet  sich 
der  Zahnbau  in  der  nach  innen  gewandten,  schwach  birnformigcn 
Verbreiterung  des  Querschniltes  Fig.  24,  26  u.  271.  Nach  ihr  zu  ver- 
dünnt sich  zunliehst  die  selbstaiuligc,  scharf  abgesiHzle  ilussere  Ce- 
meutschichl  mehr  und  mehr,  —  gleichzeitig  wird  der  aus  der  bogigen 
Aneinanderreihung  der  Faltcnbasen  gebildete  Dcntinmantel  immer 
dünner,  —  die  ihn  nach  aussen  abgrenzende  Kürnelguirlande  ver- 
schwindet, —  Dentin-  und  C.ementraasse  verschmelzen  in  Folge  dessen 
völlig  mit  einaruler,  —  grosse  Gef?isscnniile  stellen  sicii  in  und  an 
der  Basis  der  Falten  ein  und  unlerbreehen  hier  deren  solide  Be- 
schaffenheit, —  eodlich  verlieren  die  durch  solche  isoUrte  Yerlical- 
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camile  spornarlig  gegabelten  Falleabasen  dadurch,  dass  zwischen  ihnen 
von  der  Gavmenfläche  her  Gefässe  in  die  Pulpspeichen  eintreten  {hc), 
stellenweise  ganz  ihren  gegenseitigen  Zusammenhang  oder  werden 
nur  noch  durch  ein  dttnnes  Gewebe  von  an  KnochenkOrpercfaen 
reicher  Cementmasse  sdiwach  verbunden. 

In  gleichem  Schritte  vollzieht  sich  eine  Streckung  der  Falten, 
was  damit  in  Zusammenhang  steht,  dass  der  Zahn  auf  einer  schrSgen, 
nach  innen  geneigten  Basisflache  sitzt  und  deshalb  die  nach  dem 
Innenrande  des  Kiefers  verlaufende  Sodcelflanke  und  ihre  Falten  tiefer 
hinabsteigen,  als  auf  der  entgegengesetzten  Aussenseite  (S.  487).  In 
Folge  dessen  werden  die  Falten  in  dieser  Richlung,  also  nach  der 
bimförniigen  Abplattung  des  Zahnquerschnittes  zu,  immer  Ittnger  und 
schmtUer,  zugleich  aber  auch  schlanker,  und  erreichen  schliesdich 
fsst  die  doppelte  Lttnge  der  derben,  plump  wiirrofönnig  gekrümmten 
Falten  im  gegenüberliegenden  Segmente,  bei  kaum  mehr  als  halber 
Dicke  der  letzteren.  Ihr  Verlauf  ist  kein  vollkommen  geradliniger, 
macht  vielmehr  .schwache  Krümmungen  und  Ein-  und  Ausbiegungen, 
jedoch  bei  weitem  nicht  in  dem  Maasse,  wie  dies  bei  den  kurzen, 
gedrungenen  Fallen  tlie  Hegel  ist.  Die  niedrigen  FallcnwUlle,  welche 
ini  anderen  Segmeute  des  Querschnitti'rf  mit  den  plumpen,  jüngeren 
Falten  regelmUssig  alterniren,  sind  verschwunden,  vielmehr  reichen 
fast  slUnmlliche  Falten  liloichweil  bis  zur  Milte  des  l'iiljtkcgels.  Nur 
an  zwei  Stellen  scim-biMi  sich  zwischen  dit;  ueun  laniren  schlanken 
Fallen  solche  von  eben  derselben  Schlankheil,  aber  von  nur  etwa 
einem  Diillcl  deren  L'inge  ein. 

In  den»  Anfliau  dieser  l'alten  und  zwar  besonders  in  der  cen- 
tralw  iirts  gerichtelen  längeren  HUlt'le  jeder  derselben  macht  sich  z.  Th. 
ausserordentlich  scharf  eine  Gliederung  in  eine  Mittelzone  und  je  zwei 
auf  diese  symmetrisch  folgende  seitliche  Zonen  bemerklich. 

Die  Millelzune  (Fig.  20  iiml  27  c)  besteht  meist  aus  voll- 
kommen klarer,  aber  feinst  i^lobulirler  Grundmasse,  welche  sieh 
von  der  Peripherie  di^s  Zahnes  ans  als  schmaler  Streifen  in  die  Falte 
hineinzirlit.  Sie  entliiill  in  weiten,  zieinlieh  repelnUissi^en  Abstünden 
sich  w  iederholende,  sehr  grosse  Knociu  ukni-pei  rhen  oder  verschmolzene 
Gruppen  von  solchen,  die  siimmtlich  mit  ihrer  Langsausdelinung  quer 
zu  derjeniijen  der  Millelzune  gestellt  sind  (Fig.  26  und  27  /./;).  In 
dieser  Ausbildungsweise  erstreckt  sich  letztere  ununterbrochen  durch 
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die  ganze  Lange  der  Falten  bis  xu  derem  cenlralen  Ende,  wo  sich 
die  Koochenkörperchen  zu  mehren  und  anzuhttufen  pflegen.  In  ein- 
zelnen Falten  ist  die  Conlinuitilt  dieser  homogenen,  deshalb  klaren 
Mittelzone  mehrfach  durch  reichlichere  KnochenkOrperchen  oder  durch 
Einschnürungen  von  Seiten  der  Nachbarzonen  unterbrochen. 

Beiderseits  und  zwar  meist  sehr  scharf  wird  die  Mittelzooe  be- 
grenzt von  einem  Saume  dicht  gescfaaarter,  kleinster,  complicirt  ge- 
schlitzter, z.  Th.  durch  anastomosirende  Ausläufer  verketteter  Den- 
tinhöhlen, die  sammtlich  nach  der  Medianzone  zu  blind  enden, 
nach  aussen  aber  zackig-strahl^  Forlslltze  entsenden,  in  deren  jeden 
ein  DentinrOhrchen  auslauft  (Fig.  26  und  27  o-^-ik-^Dh). 

Auf  diesen  Saum  von  DentinhOblen  folgt  aussen  eine  Zone  von 
Rührchendentin,  bestehend  aus  stark  vorwiegender,  homogen  er- 
scheinender, keine  Globularstniclur  auAfvei^ender  Grundmasse  mit 
weitlauftigen,  \v(;geQ  der  geringen  Dicke  der  Dentinschicht  nur 
kurzen  DentinrOhrchen.  Dieselben  bieten  ein  ganz  anderes  Bild  ab 
die  beschriebenen  Fachersysteme  der  kilifiigen  Falten;  —  sie  sind 
trotz  ihrer  geringen  Lange  gekrtUnmt,  geknickt,  stumpf  und  spitz 
gegabeil,  mit  Domen  und  kleinen  Querastchen  zuweilen  dicht  be- 
setzt and  nicht  selten  mit  diagonalen  VerbindungsEweigen  versehen 
(Fig.  27  />r).  In  Folge  des  Mangels  tieferer  Einbuchtungen  der 
Pulpspeichen  in  die  schlanken  Falten  gelangen  die  S.  517  beschrie- 
benen secundaren  FaGhersysteme  (Fig.  2G  s)  nur  hier  und  dort  und 
dann  nur  schwach  zur  Ausbildung.  Abgesehen  von  solchen  Stellen 
stehen  die  ROhrchen  rechtwinkelig  auf  den  Seilenfluchen  der  Fallen 
und  erstrecken  sich  bis  zu  dem  Saume  von  Dentinhöhlen,  in  deren 
Auslaufer  sie  unter  glei(  h/tütiger  Zunahme  ihrer  Dicke  einmünden. 

Die  Wanduugen  der  Fallen  werden  bedeckt  von  einer  Lage  von 
Brauueisen,  welche  die  Schicht  der  Odontoblaslen  ersetzt,  deren 
Enden  in  die  Grimdinasse  des  Dentins  eingreifen,  dadurch  die  Fein- 
zackigkeit  seiner  Aussengrenze  liLM  vorrtifen  und  in  die  Dentinrühr- 
chen  au^lallfen.  Auf  (lie>e  VVciso  wird  auch  hier  ein  direcler  con- 
linuu  hcliei  ZiisauiiniMiliann  zwischen  den  ()dünlobIa>lon  und  den 
Denlinhühlen  des  Kornelsaunics  durch  die  l)cnlinrohrchen  verniittell. 

Die  ijracilen  Iiaupl-Ff1cliers\ sleuie,  welche  wir  l)isher  von 
deck  Enden  aller  Pulpspeichen  ausstrahlen  sahen,  sowje  die  sie  ab- 
schliessenden hufeisenfurmigeu  Denltnhöhtenguirlunden  sind  gänzlich 
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verschwunden.  Die  basalen,  also  peripherischen  Verbindungsstucke 
zwischen  einzelnen  der  Fallen  weisen  viehnelir  nur  kurze,  spärliche, 
in  ihieni  unrcgelmnssigen  Verlaufe  an  die  Primitivrölirclien  der  (ie- 
fässcanüle  erinnernde  Hührchen  ohne  Kürnelguiriauilen  auf.  In  Folge 
dessen  ist  der  charakteristische  Habitus  des  RöbrchendeallDS  hier 
vollsläodig  verloren  gegangen. 

Die  peri[)herisclien  Verlicalcanäle  werden  umgeben  von 
einer  Zone  von  homogener  Grundinasse  und  diese  von  einein  Kranze 
2.Th.  spituiell "(inniger  Knochenkürperchcn  (Taf.  III,  Fig.  240/);  Fig.  2V)Cj. 
Van  der  Zelleuschichl,  welche  die  GeßisscanUle  auskleidet,  laufen 
unregeloiüssig  gnippirte  und  gestaltete  Köhrchen  in  die  uuigebeode 
homogene  Grundmasse  und  kÖDOeD  z.  Xh.  bis  zur  Einmündung  in 
Zellen  der  KnochenkOrperchenkranze  verfolgt  werden.  Wo  letzlere 
nicht  dicht  geschlossen  sind  oder  stellenweise  ganz  aussetzen,  er- 
scheint die  Grundmasse  um  die  Gefitescanttle  und  diejenige  des  be- 
nachbarten Dentins  als  eine  vollkommen  einheitliche  Substanz 
(Fig.  24  OD;  Fig.  SC).  Auch  die  DentinrOhrchen  haben  meist,  wie 
soeben  constatirt,  ganz  die  Form  der  PrimitlvrOhrchen  angenommen, 
stehen  nur  noch  etwas  dichter  als  di^,  so  dass  hier  ein  Unter- 
schied  zwischen  Knochenmasse  und  Dentin  kaum  mehr  wahrzunehmen 
ist  und  sich  verticale  Gefttsscanllle  und  Pulpspeicben  gleichwerthig 
verhalten. 

In  der  sich  verbreiternden  Basis  mancher  Falten  gabelt  sich 
deren  Hedianreihe  von  Knochenkürperchen  in  zwei  divergirende 
Strähnen  (Fig.  2(3),  welche  mit  der  Knochenkörperchenguirlande  um 

die  peripherischen  GefässcanHle  verfliessen,  —  mit  anderen  Worten, 
die  Knoehenkörperchen,  welche  die  unter  den  Faltenhascn  gelegenen 
Verticaleunale  umkrUnzcu,  ziehen  .sieh  hier  seiiweitartig  in  die  Median- 
zoue  der  Falten  hinein. 

I)i(!  .NiiinnilliclK'n  leUlerwtiliiiteii  Kr.seheinungen  beweisen,  dass 
in  diesem,  dem  Zaimsockel  aMi;ehurig(Mi  Segmente  nicht  nur  eine 
innige  Veizalinuug  zvvisehen  (Ä'mentkiiocIienmafSü  und  Dentin  statt- 
findet, sondern  dass  sieh  eine  Ver.sehmelzung  beider  Zahnelementc 
zu  einer  untrennbaren  Substanz  (Osteodentin)  anbahnt,  —  ein  Vor- 
gang, der  in  den  näcbsl  tieferen  Querschnitten  noch  vollkommtiner 
zum  Vollzuge  gelangt. 
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aienMhaitl  9  (Tafel  III,  lügurSS;  nebst  Figuren  20  und  30 

auf  Taf.  IV). 

Im  nächst  lieferen  Querschnitte  0,  der  einem  etwas  kleineren 
Nachbarzahne  entnommen  ist,  sind  die  Falten  noch  weiter  nadi  der 
Hille  zu  eingedrungen  und  lassen  nur  einen  kleinen  Centralem  der 
Pulpa  unbertthrt,  haben  diese  viehnehr  zum  grOssten  Theile  in  lange, 
z.  Th.  wurmfbmiig  gekrümmte  RadiUrspeichen  zerschlitzt.  Aber  auch 
jetzt  noch  macht  sich,  wenn  auch  nicht  mehr  in  gleich  hohem  Maasse 
wie  im  Querschnitte  8 ,  der  Gegensatz  zwischen  einem  grosseren 
Segmente  mit  kürzeren,  plump  wurrafürmig  gekrümmten  Falten  und 
einem  Gaumen-Abschnitte  mit  lungeren,  schlaiikoren  Falten  bcmerk- 
lifh,  die  ersteren  mit,  die  letzteren  ohne  gesondci  te  Hüllst  Iii»  Iii  von 
(^lenientknochen.  Anderseits  aber  gelaniil  die  foi  (x  lucileiule  Kni- 
wicklung dieses  lelzlcrcii  auf  Kosten  des  normalen  Dentins  der  oberen 
Zalmpartie,  die  innige  Verllössiiiii,'  desselben  mit  dem  hier  im  Zaliii- 
sockel  bereits  modificirten  Dentin  noch  mehr  wie  im  nUchsl  iioher 
gelegenen  Querschnitte  zur  (jctltiing.  Namenilich  ollefibart  sich  dies 
in  dem  äusseren  mit  kürzeren,  unregelmüssig  gewuudeueo  Falteu 
ausgeslatleteu  Querschniitasegmenle. 

a.  Das  iussere  Zahnsegneit. 

Dieses  etwa  zwei  Driüel  des  ZahiKjnerschnittes  in  Anspruch 
nehmende  Segment  besteht  aus  D(>ntiii(alten,  die  mit  ihren  Hasen  in 
jener  Mantelsrluciil  son  (lementgewebe  wurzeln,  welches,  wie  be- 
reits S.  487,  ölG  und  ils  er()rl(Tl.  die  nach  aussen  und  nach  beiden 
Seiten  gewandten  1  liu  heu  des  Zahnsoi  kels  umwallt. 

Die  Dentinraiten  dieses  Abschnittes  haben  nicht  sammtlich  die 
gleiche  Uingc,  vielmehr  wechseln  längere  mit  kiirzeii  ii,  z.  Th.  nur 
wallarlig  vorspringenden  Falten  in  ziemlich  regelmassiger  Alleinirung 
ab.  Vorzüglich  an  den  liingeren  derselben  machen  sicii  folgetule 
Erscheinungen  geltend:  1)  sie  haben  ihren  geradlinigen  Radiärvcrlaul 
verloren.  si(  h  w  nrmförniig  gekrümmt  und  pllegen  sich  an  ihrem  cen- 
Iralca  l^iule  kuopfarlig  zu  verdicken,  schwanenlialsiihnlich  umzubiegen 
oder  beiderseits  auszubreiten,  wobei  diesen  Forl.sJUzen  augenschein- 
lich die  Tendenz  innewohnt,  sich  mit  denen  der  Nachbarfallen  zu 
vereinigen;  —  t)  ebenso  cnlvvickeln  die  Falteu,  namentlich  nahe 
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ihrer  peripherischen  Basis  plumpe,  meist  stumpf  endende  Ausläufer, 
\vel(  lio  bestrebt  sind,  die  Et>d«;n  der  l'iilpspeielien  zu  selbständigen 
VeilicalcanUlen  ab/uschnllrcn ;  —  3)  i;leirlizeitig  stellen  sich  inner- 
halb einzelner  der  knopfartig  verdicklen  Falteiienden  unrej^'el massige 
Verlicalcauiilt'  ein;  —  4)  ebensolche  rdcken  von  der  Peripherie  aus 
in  die  sich  vei IjreKei iiden  Faltenbaseii  liincin.  In  allen  (iies(Mi  Wachs- 
(liiitnsersclieinungen  diM'  Fallen  olTenhart  sich  die  IJcsdebting  iler,  wenn 
auch  bereits  randlich  in  Speichen  zerlappten,  so  doch  bis  dahin 
einheilliehen  Pulpa,  sich  im  Zahnsockel  in  eine  Anzahl  von 
Einzelpulpen  aufzulösen.  Gleiches  giebl  sich  daiiu  ktnid.  das-s 
im  centralen  l*ul|)kernc  die  oberen  Enden  slab-  oder  lallenloiinig 
emporsteigender  Lamellen  von  Knochenniasse  siciilbar  werden. 

Hand  in  Hand  und  in  gleicher  Richtung  hiermit  gehen  gewisse 
.Aenderungen  in  der  Struclur  des  Faltendenlins  und  in  M  inem  Verhal- 
ten zum  peripherischen  Knochengewebe.  Besassen  im  (J^l^'l.-^cllmlle  S 
die  kurzen,  {ilinnficn  Falten  mit  Ausnahme  ihrer  .Medianzonen  noch 
durchaus  echte  DentmstriK  liir  luil  anss-  rordenUich  gracilen  Röhrehen- 
flichern,  die  nach  aussen  in  diclite  Denlinliöhlcnguirlanden  auslaufen, 
welche  wiederum  eine  scharfe  Grenze  gegen  die  knöcherne  Iltdl- 
schicht  bilden,  —  so  sind  die.se  Falten  in  dem  niichsl  tieferen  Quer- 
schnitte 9  aller  dieser  typischen  EigenthUmlichkeilen  verlustig  ge- 
gangen. An  die  Steile  der  dicht  neben  einander  glatt  verlaufenden 
DenlinrübrcheD,  welche  sich  geselzmüssig  zu  Haupt-  und  Nebenfächern 
gruppiren,  sind  jetzt  auch  in  diesen  kürzeren,  gekrümmten  Falten 
(Fig.  29)  kurze,  wcitlüuflige ,  wellig  gekrümmte,  winkelig  geknickte 
Rührchen  n)it  z.  Th.  fast  rechtwinkelig  ablaufenden  Querttstchen  ge- 
treten, wahrend  zugleich  die  grossen  Höbrchenföcber  zwischen  den 
Faltenbasen  und  mit  ihnen  die  Hufeisen  von  schwammig- verfilzten 
DentiDhühhm  gänzlich  verschwunden  sind.  Schon  hierdurch  (Thailen 
jetzt  auch  die  kürzeren  Falten  den  neutralen  Habitus  der  langen, 
schlanken  Falten  des  kleineren  Segmentes»  wie  sie  uns  zuerst  im 
Querschnitte  8  begegneten  (vergl.  Fig.  26). 

Der  im  Vergleiche  mit  dem  etwas  höher  gelegenen  Querschnitte 
verhaltoisamilssig  dOnne  Mantel,  in  welchen  die  Basen  dieser  Falten 
verfilessen,  besteht  aus  Cemenlknochen,  durchzogen  von  zahlreichen, 
▼ertical  aufote^enden  Gefilsscanttlen  von  kreisrundem,  ovalem,  zu- 
weilen abgerundet  polygonalem  Querschnitt  und  sehr  verschieden 
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grossem  Diirchmesser  (Fig.  28  uiid  80  e).  Jeder  dieser  Ganlkle  wird 
zonttchst  voa  einer  mehr  oder  weniger  dicken,  sch'warzbrsmien  Lage 
von  Bisenhydrdzyd  aüsgeklcodet.'  Dann  folgt  eine'  Zone'  Uara*,'  ho- 
mogener Grundmasse,  —  auf  diese  endKch.  eine' bald  mi^'re  iind 

zerrissene,  bald  volle  Guirlande  von  KnochenkOrpercben.  Durch  diese 
werden  die  klaren  Höfe  der  Nachbarcaniilc  gegen  einander  abge- 
grenzt, zwischen  denen  sie  sich  als  polygonales  Maschenwerk  von 
stacheligen  Strähnen  hindurchwinden.  Von  der  durch  Zellenfortsülze 
fein  gezahneUen  Peri|)herie  der  Canlile  hiufon  feine  Radiarröhrchea 
aus,  die  sicli  in  keinerlei  Weise  von  den  kurzen,  wcitlluiftigen  Höhr- 
chen des  Fallondontins  unlersclu  iih  n.  Wo  sich  ihr  voller  Verlauf 
verfolgen  lUsst,  münden  sie  in  Knochenkörperchen  der  die  Canüle 
umziehenden  Kränze. 

Je  pin  solcher,  meist  verhltltnissiiiUssig  grosser  Vertiralcanal  mit 
Radiürrührclien  liegt  an  der  Basis  jeder  Falte.  Von  ihm  aus  .stülpt 
sich  die  ihn  umgebende  klare  Cenienigrundmasse  nebst  ilnem  Knoclien- 
kürperchenkranzc  schweifarlig  in  deren  Mediauebene  (Taf.  III,  Fig.  28 
und  Taf.  IV,  Fig.  29). 

Namcnliich  an  ktirzeien  Falten  beobachtet  man,  dass  die  von 
den  Enden  der  Pulpspeichen  auslaufenden,  weitliuiftigen  Dcntinröhr- 
chen  direct  in  den  Knoehenkörperchenkranz  der  VerticalcantSle  an 
der  Basis  der  Falten  einmUndm.  Da  ausserdem,  wie  bereits  con- 
slatirt,  mit  den  lUihrchenfticliern  zugleich  die  das  Dentin  von  der 
peripherischen  Knochenschicht  abgrenzenden  Denlinhohlenguirlanden 
verschwunden  sind,  —  da  ferner  auch  die  Knochenkorperchen  in  der 
Medianzone  der  Falten  durch  FortsJitze  mit  den  Dentinhühlen  und 
von  diesen  aus  durch  Dentinröhrchcn  mit  der  Pulpa  in  Verbindung 
stehen,  —  und  endlich  die  von  den  Canälen  der  Cementknochen- 
.schicht  ausstrahlenden  Rührchcn  denen  des  Faltendenlins  vollkommen 
gleichen,  so  hat  die  Möglichkeit  aufgehört,  Dentin  und  Cementknochen 
scharf  von  einander  abzugrenzen.  Beide  erscheinen  als  innig  ver- 
flösste  Modificationen  einer  einbeillichen  Masse. 

b.  Das  Innere»  mit  Ungeren,  srit Tankeren  Falten  ansgestattete 

ZahuHeguient. 

Die  Falten  dieses  Theiles  des  ZahnquerschniUes  gleichen  durch 
ihre  Länge  und  Schlankheit,  sowie  durch  die  schwachen ,  unregel- 
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niässigen  Krüniinungon  ihres  Verlaufes,  ebenso  aber  auch  in  ihrer 
inneren  Stniclur  in  hohem  (Jradc  lienoii  des  enlsprochenden  Segmentes 
im  nllchst  höheren  Querschnitte  8.  In  letzleror  Beziehung  (heilen  sie 
mit  diesen,  zugleich  aber  auch  mit  den  Fallen  des  eben  beschrie- 
benen Abschnittes  zunüchsl  ihre  Zusammensetzung  aus  einer  Median- 
zone von  klarer  Gruiuliiiasse  mit  einer  Reihe  von  grossen,  meist 
qucrgcsleliten  Knoclionkorperchcn,  ferner  aus  je  einer  beidcrseiligen 
Schicht  von  lamellar  aufgeliaiilem,  fein  globulärem  Dentin  mit  weil- 
iHuftigcn,  kurzen,  gewellten  und  sich  verzweigenden  Uöhrchen.  welche 
in  eine  das  Dentin  gegen  die  Knochenmasse  abgrenzeudi'  lli^ihe 
kleinster,  aber  morgenslernartig  in  Fortsätze  au^laufender  Denlinholilen 
münden.  Besonders  scharf  hallen  sich  diese  drei  Zonen  in  den 
etwa  die  halbe  LUnge  ihrer  Nachltarn  erreichenden  Fallen  getrennt 
uncl  ziehen  sich  innerhalb  dieser  in  vollständigster  l'aralleliUlt  bis  zu 
derem  rundlich  abgestumpften  centralen  Ende  (Fig.  30  e  -|-  hk  und 
Dr  4"  Dh).  Sobald  sich  aber  die  Falten  weiter  nach  der  Milte  zu 
vorschieben,  beginnen  sich  die  beiden  seitlichen  DcntiDhOblenreihen 
einander  und  der  medianen  Knochenkörperchenschnur  in  spitoem 
Winkel  zu  nilhern,  um  zu  einer  einzigen  einheitlichen  Strähne  von 
grösseren  und  kleineren  Hahlen  zu  verfliessen  (Fig.  28).  Diese  ver- 
läuft bis  in  das  schwach  knopfartig  verdickte  Faltenende  und  bläht 
sich  hier  zu  einem  rundlich  conturirten  Haufen  von  verhol tniBSmttSsig 
grossen  Höhlen  auf,  in  welche  die  kurzen  Dentinrührciien  von  der 
Pulpa  her  einmünden.  Sind  die  Faltenbasen  gut  erhalten  (Fig.  30), 
so  Ittssi  sich  die  mediane  Knochenkörperchenreihe  bis  in  diese  ver- 
folgen, wo  sie  sich  spornartig  gabelt  und  den  dort  hegenden  verti- 
caten  Gefllsscanal  kranzartig  umzieht,  sich  mit  anderen  Worten  von 
diesem  aus  schweifartig  in  die  Fallen  ausgezogen  hat.  Gleichzeitig 
verschwinden  hier  an  der  Faltenbasis  die  DentinrOhrchen  und  Dentin- 
hohlen gänzlich  oder  fast  voUslindig  und  machen  klarer,  von  6e- 
Ctocanttlen  durchsetzter  und  von  Knochenktfrperchen  durchzogener 
Gementknochengrundmasse  Platz,  welche  nun  als  schmale  Brücke  die 
einzelnen  Faltenbasen  mit  einander  verbindet.  Endlich  senden  die 
Falten  hier  und  dort  nahe  ihrem  basalen  Ende  breite  Querlamellen  ab, 
durch  welche  peripherische  Theile  der  Pulpspeichen  ganz  abgetrennt 
und  zu  VerticalcanSlen  isolirt  werden  (Fig.  30  e). 

Also  auch  in  diesem  Segmente  des  Zahnquerscbnittes  gelangt 
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die  Tendenz  zur  Verwiflcbaag  der  Ünlenchiede  von  Dentm  und 
KnocheDmafiM  auf  Kosten  des  eieren,  sowie  zur  Zergliederung  der 
Pulpa  in  verlicale  Bioze1<»näie  bereits  mehr  zur  Herrsdiaft,  als  in  dem 
eDtsprcchenden  Theile  des  ottchsi  höheren  QuerschniUes. 

Qsenehnitt  10  (Tafel  IV,  Flgir  31;  nebsi  Fig.  32,  33,  34,  35  und  36). 

Dieser  Dünnschliff  iliin  lis(  Imoidct  einen  Zahn  an  seiner  Basis. 
Der  etwas  weiter  oIxm)  im  Zahne  noch  iierrschende  streni^  radiüre 
Fallenbau,  weU  hcr  aher  IxM-eils  im  QueischniUe  9  dun  U  KrUniinun- 
s^en,  Uinl)iegung(Mi  tintl  (Jiierforlsüt/.e  der  Falten  eini;  Truliung  seiner 
Reinheit  erlitt,  ist  jetzt  verschwunden  und  nur  noch  dailurcii  schwach 
angedeutet,  dass  die  von  der  Peripherie  ausgehenden  Fallen,  wenn 
aucli  in  starker  Verkilr/.ung  und  in  wiiriuloriiiig  gekruuuulem  Ver- 
laufe, eine  y;ewisse  Uadiürtendcnz  bewahren,  d.  h.  nach  innen  streben. 
Zugleich  zeigt  sich  iler  gesauunle  Kern  der  Pulpa  von  einem  coni- 
plicirtcn  Fachwerke  gewundener,  sich  !tslig  gabelnder  Scheide\N;U»de 
durchsetzt,  welche  ihn  seiner  Einheilliclikeil  vollkommen  berauben. 

Die  Falten  sind  kurz,  plump,  wuriutormig  oder  knorrig,  enden 
nach  innen  abgerundet  oder  mit  verdickten  Knöpfen  und  senden 
seitliche  (Juerwiinde  aus,  durch  welche  sie  mit  «  inender  in  Verbindung 
treleu  können  und  wodurch  grössere  Partien  der  Pulpa  abgeschnürt 
werden,  .\usserdem  ziehen  .-«ich  in  ihrer  Masse  selbst  GefösscanUle 
von  geringerem  Durchmesser  empor  (Fig.  31).  Hesonders  ist  die 
durch  Verschmelzung  der  Fallenbasen  erzeugte  Randzone  reich  an 
solchen  Vcrticalcaniilen,  welche  dann  oft  eine  spornartige  Gabelung 
der  Faltenbasen  bewirken.  Leberluuipt  vereinigen  sich  leUlere  nicht 
mehr  zu  einer  einheitlichen  Mantelschichl. 

Der  Raum  innerhalb  dieses  peripherischen  Systemes  von  defor- 
niirten  Falten  wird  von  einem  sich  an  dasselbe  direct  anschliessenden 
krausen  Fach  werke  von  Veilicalwünden  durchsetzt,  deren  Quer- 
schnitte noch  mehr  wurmrörniig  gekrtlmml  und  mäandrisch  gebogen 
sind,  aU  diejenigen  der  Falten,  und  sich  ausserdem  in  spitz-  oder 
recbl winkelig  ablaufende  VerlicallamelleD  gabeln,  plumpe  Verdickun- 
gen und  kurze  Querfortsftlze  aufweisen,  mit  hakigen  Umbiegung(>n  tmd 
Icnopfartigen  Verdickungen  enden  und  häufig  schwache,  nicht  seilen 
aber  auch  stärkere  Yerticalcanäle  umfassen  (Fig.  31,  32  und  33). 
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Durch  dieses  centrale  Fachwerk  und  jene  mehr  randlichen  Kulten 
erscheint  die  gesainmte  Pulpmasise  hier  an  der  Zahnbasis  in  ein 
Bündel  von  verticalen  Caniilen  mit  höchst  unregelmässigcin  Qucrschnilt 
zerspalten.  In  der  Gesammtheit  der  Wandungen  dicsi  i  Cantile  hat 
sich  gleirli/eilig  der  l'ohergang  des  Dentins  in  Cenienlknochcnmaissc 
durch  das  ^littelgltod  des  Osteodentins')  vollzogen. 

Der  histolo^ix  he  H;iii  dieser  Fallen  und  der  das  Fachwerk  bil- 
denden Verticallamcllen  ist  der  gleiche  (siehe  Fig.  32  und  33),  Die 
Grundniasse  derselben  besteht  aus  klarer,  feinst  globulirter  Knochen- 
subslaoz,  in  welcher  hier  und  dort  eine  scldierige,  den  Getasscanölen 
coDforme  Parallelstructur  zum  schwachen  .Ausdruck  gelangt.  In  dieser 
Grundmasse  h'egen  und  zwar  stets  in  der  .Medianebeoe  der  Fallen 
und  Verticalwände  zahlreiche  Knochenkörperchen  von  zwiefacher 
Gestalt.  Die  einen  bei  Weitem  kleineren  (Fig.  36)  sind  strichel-  oder 
spindelförmig  mit  sich  zuscbttrfcnden  beiderseitigen  Enden  und  kurzen, 
sehr  zarten  ForlslltzeQ,  welche  meist  von  deren  Breitseiten  ablaufen. 
Die  anderen,  viel  voluminöser  als  jene,  besitzen  unregelmUssig  stem- 
artige,  dendritisch  zerschlitzte,  zackig -spratzige  Gestalt  und  senden 
derbe  und  feine  Ausläufer  nach  allen  Seilen  aus.  Diese  Knochen- 
kOrperchen  liegen  nun  (siehe  Fig.  32  und  33)  entweder  isolirt  und 
durch  bald  grossere,  bald  geringere  Zwischenräume  getrennt,  in  der 
Medianebene  der  Lamellen  von  khirer  Grondmasse,  oder  sie  bilden 
namentlich  in  den  Verdickungen  der  Wttnde  oder  in  deren  knopf- 
artig aufgeblühten  Enden  banfenförmige  Gruppen,  oder  endlich  ver- 
einigen sich  in  dichter  oder  weitlfluftiger  Vergesellschaftung  zu  Stcfih- 
nen  und  Guirlanden,  in  denen  die  schlank  spindelförmigen  HOhlen 
stets  eine  fluidale  Stellung  inne  haben. 

Die  Oberfläche  des  unregehuii>sig  grobmaschigen  Fachwerkes 
von  Falten  und  Scheidewänden  ist  überzogeu  von  einer  Brauueisen- 

I)  BeiOglich  des  histogenelisehen  and  Uslologisohea  VerballeiM  des  Zaliii- 
beios  tum  Knechea  bat  sich  besonders  bestimmt  neuerdings  C.  Rtes  dabin  au9> 

ficsprorheo,  dass  idie  Bildung  von  Knochen  und  Zaiinbein  principiell  uuf  ganz 
f.;lt'i(lH«ii  Vorcäncon  l)enilil»,  beide  nur  Modificntionen  derselbon  Gt>wphsga(tunir« 
vorbtcllcu ,  "zwi-sclien  beiden  alle  möglicheu  Ueborgaogc  sicli  ünden  (sog.  Ostco- 
dentin)« und  endlich  »das  Dentin  gleidisam  ein  httber  dtlVereiuirles  Knochesgewebe 
•ei«.  C.  ROSB,  Anal.  Anzeiger.  VU.  189S.  S.  834  und  836;  VIII.  l8St.  S,  86; 
ferner  VIII.  1893.  S.  569.  —  Vergl.  auch  H.  Ruatscb,  Horpbol.  iabrb.  XVI. 
1890.  S.  138  u.  r. 
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Schicht,  welche  nach  ianen  zu,  also  gegen  die  klare  Grundniasse  io 
GestaU  kleinster  spitzer  Htfcker  und  feinster  ZAckchen  eindringet  und 
von  diesen  Mikrofortsätzen  aus  in  GanAlchen  audAnfl;  W6  reprtfsentirt 
also  die  durch  Eisenhydroxyd  ersetzte  Odontoblastenlage  (Fig.  32 
und  33  o).  Die  von  ihr  ausgehenden  Röhrchen  (Fig.  33  Dr)  sind 
jedoch  noch  viel  sparsamer  geworden  und  stehen  noch  lückenhafter 
als  selbst  im  nächst  höheren  Querschnitte  9,  ja  können  in  der  SchliflP- 
flache  streckenweise  ganz  fehlen  (Fig.  32),  wtihrend  anderseits  auch 
die  Unregelmässigkeit  ihres  Verlaufes  betrachtlich  zugenommen  hat. 
Nicht  selten  jedoch  sieht  man  sie  in  die  wunselartigen  Fortsätze  der 
grossen  median  gelegenen  KnochenkOrperchen  einmünden  (Fig.  33  M). 

Der  Zahn  besitzt  nach  allem  Ob%en  an  seiner  Basis  die  als 
Osteodentin  bezeichnete  Ausbildungsweise,  indem  er  sich  hier  in 
eine  Anzahl  von  Binzelpulpcn  gliedert,  deren  Wttnde  aus  klarer  dichter 
Grundmasse  mit  spärlichen  DentinrOhrchen,  zahlreicheren  Knodien-^ 
kOrperchen  und  schwach  angedeuteter  Lam^arstructur  bestehen. 

Die  durch  Braun^sen  ersetzte  und  dadurch  scharf  markirte 
Odontoblastenlage  umkleidet  aber  nicht  nur  die  Umrisse  der  Falten 
und  der  VerticalwAnde,  sondern  scheint  sich  auch  von  diesen  zu 
trennen,  indem  sie  das  Lumen  der  grossen,  unregelmässig  conturirten 
Canttlo  selbständig  durchquert  (Fig.  32,  33  und  3i  hr).  Diese  Brücken 
zwischen  benachbarten  Knochenwänden  verbinden  entweder  die  haken- 
förmig umgebogenen  oder  keulig  verdickten  Enden  der  letzteren  oder 
laufen  von  einer  SeilenflUche  dieser  Lamellon  zur  gegenüberliegenden 
Wand  oder  zu  dereni  Kopfonde.  In  ihre  Ansijang.sstellcn  pflegen 
sich  koilfürmii^e  oder  jocliarliize  Aus.sUil[)imü;eii  der  kuüchernen  Sclieide- 
wlinde  uielir  oder  wenit^er  tief  einzuscliieben  (Fig.  3IJ  und  34). 

Die.se  Erscheinung  bendit  darauf,  dass  dn  DünnschlilV  die  oberen 
Ränder  von  ans  der  Tiefe,  also  aus  der  ( .euieiitbasis  des  Zahnes 
emporreichenden  <^)in  rwaiulen  herilhrt  oder  theilweise  .sclmeidet, 
welche  dort  die  Pulpniasclien  in  die  von  den  Gefas.scan{llen  des 
Kiefers  auslaufenden  Canüle  der  Hasissciiicht  zerlegen.  IJeberall,  wo 
der  obere  Hand  einer  solchen  neuen  Scheidewund  unmittelbar  unter 
dem  DUnnschlifTe  liegt,  ftUlt  die  denselben  überkleidende  Odonto- 
blaslens<  iii(  ht  in  die  FiJSche  des  letzteren  und  gelaniil  als  »Brllckea 
zur  Erscheinung,  —  dort  aber,  wo  die  Wilnde  l)ereit.s  etwas  höher 
cmporreicben,  werden  zugleich  deren  höchste  Stellen  geschnitten 
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und  Metm  dann  die  scbeinbaren  zapfenartigen  Vorspränge  oder 
flchlankeii  losela  innerhalb  der  Odontoblastenbrttcken. 


2.  Die  Gefässverbindung  zwischen  Kieler  und  Zaiiiien. 


Auf  Grund  der  eingebendsl  bescbriebenen  zehn  QueischniUe 
durch  ebenso  viel  Niveaus  der  Kieferztthne  von  Sclerocephalus  Hess 
sich  die  Histologie  dieser  Zfthne  von  ihrer  Spitze  bis  zum  Sockel 
bis  ins  Kleinste' darlegen.  Noch  tiefer  aber,  also  an  der  eigent- 
lichen Verbindungsstelle  des  Zahnes  mit  dem  zahntragenden  Knochen, 
hört  die  Mtfglichkeit,  derartige  Dünnschliffe  anzufertigen,  auf,  weil 
die  Substanz  der  Zahne,  wo  überhaupt,  dann  nur  so  weit  erhalten 
geblieben  ist,  als  diese  senkrecht  in  der  schützenden  Gesteinsmasse 
stecken,'  wahrend  sie  überall  dort 
ausgelaugt  und!  verschwunden  ist, 
wo  die  Zahnbasen  die  Schichtflache 
erreichen',  auf  .welcher  der  breite 
Schädel  liegt,  dessen  Knochenge- 
webe  ebenfalls  den  hier  circuliren- 
den  Wassern  zum  Opfer  gefallen  ist. 
Durch  diesen  hydroohemischen  Vor- 
gang ist  jedoch  der  auf  S.  482  be- 
schriebene Erhaltungszustand  gc- 
schafien  wwden,   der  sich  auf 

Ueberlieferung  des  Steinkernes  ^  ,  ^  ..  .  .         i  v 

O  yig.  X     Nach   Aaalaogaog   a«r  Knocbon- 

der  Gcfässcanale  beschrankt  und  in  «<>'6ckg«bii«bi.n..f  K.iik«p«tii- 

8t«lak»rD  das  im  d«B  KI«f«rsAks*B  fAh- 

Form  deren  Ausgusses  den  Verlauf 

derselben  und  ihrer  feinsten  Ver- Hiaw«»un«»f  *«  o«»»«tmBiw«iu»f  4«r 

Z»hD»n.  Irl. 

zweigunj^en  viel  deutlicher  vor  Au-  ^  ^  h,ri,onuier  a.au»c„n>\  de.  obcrki*f.r.i  - 
gen  führt,  als  Quer-  und  Längsschnitte      -'V^J."  -  ^T^lT^i'^^:! 


durch  dieZaliu-  oder  Kiiochenmasse         *•  f " ^!!!?* 
seibät. 

Aus  solchen  Negativen  des  Canalsyalcins  oigielil  sich  /.unächst  das 
in  vorstehendor  Toxtfigur  wi  od  ergegebene  Bild :  Von  lieu  unter  der 
Zahnreihe  liegeiuU n  lion/.OHtaleu  llauptcauüKMi  de>  Kiefers  (siehe 
S.  183)  laufen  senkrecht  oder  in  steiler  Abzwoiyuug  Quetüslc  in  der 
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Richtung  auf  den  zahntrageuden  Kieferrand  ab»  blähen  sich  in  dessen 
vorderer  HftlUe,  wo  die  Zftbne  am  grOssten  werden  und  am  dichtesten 
stehen,  alle  in  gleichem  Niveau  zu  geräumigen  Lacunen  auf,  von 
denen  jedesmal  eine  Anzahl  seitlich  mit  einander  zu  Lacunengruppen 
verschmelzen,  in  deren  kugelig-warzenförmiger  ObeiÜttchengestaltung 
sich  die  zur  Vereinigung  gelangten  Binzetlacunen  wiederspiegeln.  Die 
Gesammtheit  dieser  Lacunengruppen  liegt  in  der  Ltagsaxe  des  Kiefer^ 
randes.  Von  der  Unterseite  jeder  derselben  eolspringt  ein  wirres 
Masebengeflecht  von  sich  krOmmenden,  verllstelnden  und  anastomo- 
sirenden  feinen  Ganalchen,  welche  nach  der  Zahnbaas  zu  eine 
schwache  RadiSrtendenz  verfolgen  und  sich  auf  diese  Weise  den 
einzelnen  Pulpspeichen  zutheilen,  m  welche  sie  auslaufen.  Sobald 
die  Zahne  weiter  nach  hinten  kleiner  und  weitlttuftiger  werden,  ver- 
mindert ffich  das  Volumen  der  Lacunen,  bis  etwa  im  hintersten  Dritte 
des  Kiefers  die  senkrecht  von  dem  mächtigen  Haupistrang  des  hori- 
zontalen Geßlsssystemes  abzwe^enden  Aestdien  sich  direct  in  das 
schwammige  Geflecht  von  feinsten  Ganttichen  aufKlsen.  Das  von  diesen 
letzteren  dicht  durehzogene  Gementknocheogewebe,  durch  dessen 
Vermittlung  die  Verschmelzung  der  Zahne  mit  dem  maxillaren  Der- 
malknochen bewirkt  wird,  umwallt  nun  von  dieser  Basisschicht  aus 
den  Zahnsockel  kragenfürmig  und  greift  als  sich  nach  oben  ver* 
dannende  Hullschicht  und  deren  speichenartige  Einstülpungen  bis  fast 
zur  ZahnspiUso  hinauf. 


8.  Ueber  cl&s  Cement. 

Von  allen  Elementen,  die  sich  am  Aufbau  der  fossilen  Falten- 
zühne  betheiligen,  ist  das  «Gement«  das  umstrittenste,  ~  ist  doch 
diejenige  Knochenmasse ,  welche  wir  im  Vorstdienden  als  solches 
bezeichne^  haben,  von  den  betheiligten  Autoren  bald  ftir  Schmelz, 
bald  für  Dentin  angesprochen,  oder  aber  nach  seiner  Natur  unonl- 
schiedcn  gelassen  und  als  »heller  Saum«  gekennzeichnet,  endlich  von 
Wenigen  wirklich  als  Cement  anerkannt  worden. 

In  ihrer  Osteologie  von  Loxonima  Alliuanni'},  einem  groa^sen 


I  i  D.  Kmklrto.n  anil  Tu.  Attiict,  On  Ihe  Skull  dcc.  of  Loxomma.  Ann. 
aad  Mag.  of  NaU  llUt.    Loiidun  U74.    Nr.  79.  S.  38. 
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Stegoreplialcn  aus  dem  englische»  (larbon,  hi'scliivihr'n  I{mbi.f.to.\  niul 
Atthey  S.  öi  ij.  f.  (jiiif  Fig.  4 — 0,  Taf.  VII)  die  klan'  Hiillscliiclit  der 
ZUhne  (liest'S  LuilIu'S  und  deren  beiderseits  von  den  Schenkeln  des 
granulär  layer  funserer  nenlinhöhlcnguirlandcn)  begleitete  KinstiUpun- 
gen  in  die  Mfdian/oni'  der  Falten.  Diese  Darstellungen  stimmen 
durchaus  mit  den  vou  uns  an  Si  li'rocej)halus  conslalirlen  Tliatsachen 
überein,  nur  glauben  Embleton  und  Attuey  zu  beobachten,  dass  ein 
Thcil  der  Denlinröhrehen  sowohl  durch  die  Hidlscliicht,  als  durch  die 
cenlral  bands  hindurchselzen  und  halten  deshalb  beide  ftlr  Dentin 
(exteiiial  layer  of  dentlD  and  infolded  e^^ternal  layer),  wahrend  von 
Cemenl  nichts  zu  bemerken  sei.  Diejenige  Aussenschichl  von  an 
Gefasscanölen  reichem  Knochengewebe,  die  wir  bei  Sclerocephalus 
in  diese  klare  Uullschicbt  Übergehen  sahen,  ist  jedoch  auch  bei 
Loxomma  vorhanden,  «schiebt  sich  hier  ebenso  in  die  Auasenfurchen 
keilartig  ein  und  wurde  von  uns,  zusammen  mit  den  cenlral  bands, 
zu  welchen  sie  sich  augenscheinlich  auch  hier  in  die  Falten  fortsetzt, 
als  Gement  bezeichnet  worden  sein. 

Im  Gegensatze  zu  EnuKToii  und  Atihey  nennt  A.  Farrscn')  die 
Binstolpungen  der  böhmischen  Loxommazilbne  geradezu  aSchmelz- 
falten«.  Auch  die  dttnne  Hullschicht  des  Zahnes  von  Dendrerpeton 
und  von  Gaudrya^)  und  die  liefen  Einstülpungen  derselben  in  die 
Mitte  der  DentinßiUen  werden  von  A.  Famen  ganz  direct  ftlr  Schmelz- 
substanz angesprochen,  ohne  dasa  jedoch  deren  wirkliche  Schmelz- 
natur  irgendwie  begründet  werden  konnte.  Wohl  aus  letzterem 
Grunde  sagt  A.  Fritscii  in  der  weiteren  Fortsetzung  seines  Werkes 
bezuglieh  der  uilmlichen  hellen  Aussenschieht  der  Zahne  von  Ny- 
rania'j  vorsichtiger,  dass  sie  «vielleicht  dem  Schmelz  des  normalen 
Zahnes  entspreche«,  ferner  von  dem  gleichen,  tief  in  die  labyrinthisch 
gewundeneu  Falten  eingreifenden  klaren  Saum  der  Zühne  des  eben- 
falls permischen  Macromerion'),  »ob  derselbe  dem  Schmelz  ent- 
spricht, ist  schwer  nachzuweisen«,  diese  ünlscheidung  sei  vielmehr 
»den  specieilen  ZahnhL»loiogen  zu  überlassen«.    Die  »netzförmige 

<  Fauna  d.  Gaskohic  ti.  d.  Kalksteioe  der  Permformalioa  voo  Bühmen.  B.  II. 
Pnig  i88G.  8.  16,  Texlfigur 

t)  I.  0.  S.  S  (Taf.  6f,  Fig.  S)  und  8.  31  (Taf.  61,  Fi«.  3). 

3)  1.  c.  S.  34  (Taf.  63,  Fig.  II,  15  u.  16). 

4)  I.  e.  S.  38  (Taf.  61,  Fig.  i  u.  Taf.  10,  Fig.  6). 
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ZeichDttDg«  dieser  Zabnsubstaiu  (Textfigor  140,  S.  49}  soll  nach 
A.  FuncH  »auf  Quersdinilte  .der  Sttulen  des  Scliaielzes  hindeuten «, 
die  man  sich  dann  freilich  nicht  horizontal  liegend,  sondern  vertical 
stehend  zu  denken  haben  wQrde.  Nach  der  citirten  Abbildung 
scheint  mir  vielmehr  in  jener  »netzförmigen  Zeichnung«  eine  ganz 
typische  Globularstruclur  wiedergegeben  zu  sein,  wie  sie  auch 
tbeitweise  dem  demente.  von.Scleroccphulus  eigen  ist  (siehe  S.  SIS). 

DahingegcQ  spricht;  sich .  L.  von'Ahmom  in  seiner  Beschreibung 
der  Pfälzer  MacromerionTZahne*) .  gegen  die  Schmelznatur  der 
Aussenschicht  und  ihrer  Einfiittungen'aiis,  rechnet  sie  viehnehr  dem 
Cement  zu.  . 

Was  die  FaltenzSibne  der  triadischen  Labyrinthodonten 
betrifft,  so  ist  deren  complicirte  Structur '  bekanntlich  zuerst  von 
Owen'}  an  den  Zähnen  von  Labyrinthodon  Jaegeri  {=  Mastodon- 
saunis  gigantons  Jaeg.)  klargolegl  worden,  wobei  derselbe  die  hier 
iu  Frage  kofiiiucuiKii  Ziilinelemente  als  Cement  auffasst.  Dasselbe 
tiberziehe  als  .sehr  dünne  Lage  die  Ausseii.seite '  dos  Zahnes,  von 
welcher  Diiplicaluren  in  die  Fiiiten  des  Znhnes  eirulriiiizen  und  hier 
die  einzelucn  Denlinsystenio  \(ni  einander  abtrennen  und  übet  kleiden. 

Wahrend  in  späterer  Zeil  K.  vo>  Zittel  dieser  Deutung  sich 
anschliessl erfuhr  dieselbe  von  anderer  Seite  Widerspruch.  So 
leugnet  u.  A.  Tomes';  auf  das  bestiinnitesle  die  Detiieiligung  von  (j;- 
uient  am  .Aufbau  der  Fallen/.ldine ,  hült  vielmehr  die  Aussenschicht 
und  deren  Einfallungen  für  Dentin.  Er  fusst  dabei  namentlich  auf 
der  Thatsaclie .  dass  die  als  (jTiient  bezeichnet(;  Substanz,  wo  sie 
zugleich  mit  detn  Schmelz  am  Aufhau  des  oheien  Zaimahschnilles 
theilniumit,  ujiter  dem  Schmelz  liegt,  wiUireiid  das  ('ement  über 
dem  Schmelz  liegen  niiisse.  Dieser  Einwurf  enlhehrl  deshalb  der 
llerechligung,  weil  Cenn'nt  und  Dentin  der  Falt*>nzidme  nichts  sind 
als  durch  Leliergiin.ye  und  Verflössungen  verbundetie  DilTerenzirungcn 
eines  eotodermaluo  Kuocbengewebes  und  deshalb  die  Slelluog  dieses 


r  l.  V.  AiuiON,  Die  {Mnolacheo  Amphibien  der  RbeiDphlz.  Mänchao  f889. 

S.  98  11.  99. 

3}  B.  UwiiN,  Oüontot$raphy.  London  1840— 4 (».  S.  201  u.  f. 
9)  K.  V.  Zirm,  Handbuch  der  Peiaontologie.  HI.   Mfindieii  4887 — 90. 
S.  359. 

i)  Cr.  S.  Tombs,  MaotMl  of  deolal  Anatomy.  9.  Aufl.  London  1889.  S.  81« 


S9]     Zur  HifiTOLoGiE  per  Faltemzähne  paläozoischee  Stegocephalem.  533 


CemeDtos  zum  cpitbeliftlen  Scbmelz  die  gleiche  iBt,  wie  diejenige  des 
DeDtins.  . 

1d  neuester  Zeit  hal  EiBiBAiD  Fmas  in  seinem  Werke:  »Die 
Lsbyrinihodonten  der  schwibisdien  Trias«'}  die  Histdogie  triadischer 
FaHeoztfine  auf  S.  S8— 67  nocbnials  'sehr  eingehend  behandelt  und 
durch  die  Abbildungen  auf  Taf.  XVIII  .vortrefflich  illustrirt.  Seine 
Resultate  lassen  sich,  soweit  sie  sich  auf  das  Genient  der  Kieferzühne 
von  MastodoDsaurus,  dem  HauplreprUsenlänten  der  triadischen  Stego- 
cephalen .  beziehen ,  in  Folgendem  \viedprü;ebcD.  Das  Cemenl  um- 
zieht als  peripherische  Lage  das  Denlin.  Stellt  das^selbe  im  ol)er('n 
Theile  des  Zahnes  »gowissorinasscii  eine  Verunreinigung  des  rand- 
hchen  Dentins  c  vor,  so  erlangt  es  im  unteren  Absohnille  des  Zahn- 
soekels  den  (lli;ii;iklt  r  Cines  Knocliengevvebos  niil  zahlreichen,  regellos 
eingestreuten  kntichenkörperchen.  Ebenso  wie  die  randliche  Um- 
\Nalliiiig,  so  bildet  dieses  Cenient  auch  die  Basis,  auf  welcher  der 
Zahn  wurzelt,  und  zugleich  auch  die  Fulluiasse  zwischen  den  Sockeln 
jeder  Zahnreihe.  Von  (Nm  Peripherie  und  der  Basis  des  Zahnes  aus 
dringt  diese  Ceinenlsubstanz  in  di(!  Fallen  und  zwar  zwischen  je  zwei 
Systeme  von  Dentinröhrchen  ein  und  bildet  iu  der  FaUenmitle  eine 
sehr'  zarte  T  age  von  gekörnelti m  Aussehen  und  im  untert^ten  Ab- 
schnitte des  Zahnes  iiul  KnochenkoriuMrln'n.  Innerhalb  des  reuicnles 
der  Zahnbasis  treten  local  zahlreicli(;  Denlinrhhrchen  aut ,  wodurch 
dasselbe  an  solchen  Stellen  den  (Jiiirakti  r  des  Dentins  erhalt. 

Man  sieht,  die  Nnlur  und  das  Vcilialten  des  Ccmentes  itu  Z.flinc 
von  Mastodonsanrus  aus  dem  Keuper  Scliw  abens"  ist  'das  gleiche  wie 
in  demjefiigen  des  geologisch  viel  alteren  Scleroceplialus  aus  dem 
Perm  Sachsens  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Betheiligung  des 
Cemenles  am  Aufbau  der  Zlihne  dieses  letzteren,  und  zwar  nament- 
lich an  demjenigen  ihrer  Falten,  eine  weit  grössere  ist  und  dass 
Cement  und  Dentin  im  Zahnsockel  von  Sclerocephalus  inniger  zu 
einer  viel  primitiveren  Zahnsubstanz  verllösst  sind. 

Redticirt  sich  das  Cement  in  dem  von  mäandrisch,  gewundenen. 
Denlinfalteu  erfüllten  Kieferzahne  von  Mastodonsauirus  und  zwar  so^ 
wohl  in  dessen  Umrandung,  als  in  der  Medianzone  der  Falten,  auf 
eine  sehr  zarte  Lage,  so  gestalten  sich  (siehe  1.  c.  S.  6ä)  diese  Ver> 


I)  PktaMNilographioa  XXXVI.  Stattgart  1889. 
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httllnisse  in  den  Palatinzähnen  durchaus  anden.  Id  ihnen  gelangt 
im  Gegensalze  zu  der  echten  Labyrinihstruclur  der  Kiefer^dine  ein 
»alterihttmlicher  Typus«  dadurch  zum  Ausdrucke,  dass  sie  nicht  mä- 
andrischen, sondern  einfachen  radiarfaltigen  Aufbau  besitzen.  Auch 
bei  ihnen  bildet  das  Gement  eine  peripherische  Lage  mit  Einslulpun- 
gen  in  die  wellig  gebogenen  Falten,  erlangt  jedoch  hierbei  eine  viel 
mScht^re  Entwicklung.  In  beiden  Richtungen  nllhem  sie  sich  den 
Kieferztthnen  des  paläozoischen  ScleroGepbalu& 

So  stehen  denn  die  Resultate,  welche  Bs.  Fbaas  bezOglich  des 
Cementes  an  Zähnen  triadischer  Labyrinthodonten  erzielte,  in  vollem 
Einklänge  mit  den  BeobachtuDgea  an  solchen  unseres  permiscben 
Riesenlurches. 

Als  Cemenl  der  gefalteten  Slegocephalenzähne  wird  so- 
nach ossificirlPs  Bindegewebe  von  einer  an  der  Basis  des  Zahnes 
dem  zahnlragenden  Ilaiitknochen  nahekoniinendon  Structur  zu  lio- 
/eiehnen  sein,  welches  sich  in  inniger  VerNvachsiitii^^  und  Verllossung 
mit  dem  Dentin  am  Aun)aii  der  FaltonzJllmo  hclheiligt.  Dasselbe 
bildet  zunächst  die  IJusis  de»  Zahnes,  welche  durch  sich  nach  oben 
zwischen  die  Radiliifaiten  einschiebende  Wünde  mit  dem  Dentin 
verzahnt  ist,  sowie  mit  diesem  durch  slruclurelle  Verflüssung  (Osteo- 
dentin) verschmilzt.  Das  vviiro  ('.aual^eflechle  die&er  Zalmbasis  sieht 
einerseits  mit  den  Speichen  der  l'ul])a,  anderseits  mit  autsteigenden 
Ae.sten  der  (sog.  Ilaversischen)  Geftlsscanlilc  des  zahnlragenden  Der- 
malknochens in  offener  Verbindung.  Die  Cenientbasen  der  dicht  neben 
einander  stehenden  Zühne  sind  mit  einander  zu  einem  Cemenlsln  ifen 
fzn  einer  Zahnlcisle)  verwachsen.  Von  dieser  aus  umwallt  das  Ce- 
menl die  Aussenseite  der  Zaimsockel,  wobei  es  zu  unterst  die  Zwi- 
schenräume zwischen  dense!l»rn  ausfiilll  und  sich  dann  dem  Dentin- 
mantel als  sich  nach  üben  immer  meiir  verdünnende  Schicht  anschmiegt. 
Von  dieser  aus  stidpt  es  sich,  ebenso  wie  von  der  Basisschicht  aus, 
in  die  Dentinfallen  ein,  so  dass  es  deren  Medianzone  bildet.  In 
gleichem  Schritte  mit  der  sich  nach  oben  vollziehenden  VerilUnnung 
der  von  ihm  gcbildelen  Hilllsc'hicht  geht  das  Cement  seiner  charak- 
teristischen Knochen-  und  Osleodentinstructur  verlustig,  indem  sich 
seine  GeHisscanüle ,  Knochenkürperchen  und  Dentinrührchen  vermin- 
dern und  eudlich  ganz  vinliincn,  bis  schliesslich  nahe  der  Zahn- 
spitze smne  Uare,  fein  globulirle  Grundmasse  in  die  rOhrchenfreie 
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peripherische  Randschicht  des  Dentins  Ubergeht,  welche  vom  Schmelz- 
käppcben  bedeckt  wird. 

4.  ZtuMwninemfiMigende  Besohreibimg  des  Baues  der 

KiefiBirzähne  von  Solerocephalus  und  entwicklungsgesotatolit- 
liohe  Ergebnisse  (Polysynthese  der  Faltens&bne). 

Die  orslo  Anlage  von  hartem  Dentin  auf  detii  Zahnkeirne  be- 
sieht l>ei  den  Kieferzühnen  von  S(  lero(  t'|)haliis  aus  einer  kegelfönnigen 
Kappe  von  grobglobulUrcni  Dentin,  weh  lie^  somit  die  Zahnspilze 
biUlet.  Auf  ihm  lagert  sich  vom  Epilliel  Ihm-  eine  zarte  Hülle  von 
Schmelz  ab.  Der  Schmelz  des  Scleiu(  ephaiiiszaiines  hat  (siehe 
S.  492  und  iOS";  foli^emle  Eigenschanen :  er  isl  limuo^en,  besitzt 
keinen  prisiiialisi  lujn  Aulhau,  weist  oft  eine  schwache  Lanu'llarslructur 
auf,  zeigt  in  polarisirlcm  Lichli^  (Miie  ziemlii  Ii  starke  Doppelbrechung, 
ist  vom  Dentin  scharflinig  abgegrenzt  und  nie  von  Dentinröhrchen 
durchsetzt.  Kr  untersclieidet  sich  also  von  dem  Ijpisthen  Sclnnelz 
nur  durch  das  Felilen  der  Prismonstructur,  —  von  den  primitiven 
Formen  des  Schmelzes  detii  l'lacoiiist  liinelz)  aber  bereits  durch  seine 
S(-harfe  Abgrenzung  gegen  das  Dentin  und  das  Nichteinireleu  von 
Denlinröhrchen  aus  diesem  in  die  Sclimelzsubstanz 

Der  Dentinkegel  wachst  und  verdickt  sich  durch  von  aussen 
nach  innen  fortschreitende  Abscheidung  von  Denlindülen,  deren  jede 
zunächst  noch  Uber  den  unleren,  sich  verdünnenden  Rand  der  vorigen 
hinaus  reicht,  also  grössere  Tiefe  erlangt,  als  ihr  VOrgilnger.  Dieser 
dutenförmig(?  Aufbau  bewirkt  eine  concentrische  Lameliirung  des 
Deotins.  Die  Spitzen  der  Kinzelkogel  sitzen  dicht  auf  einander:  die 
Zahnspit/e  ist  deshalb  solid.  Die  Denlinröbrchon,  welche  die 
Verkalkimg  der  dentinogcncn  Grundsubstanz  vermittelt  haben,  steigen 
als  ein  steiler,  fast  senkr ecli ( er  UUschel  vom  obersten  Ende 
des  in  der  Tiefe  liegenden  Pulpkegels  empor. 

Dieses  Itlteste,  durch  die  Spitze  des  Zahnes  verkörperte  Stadium 
der  Zahnbildung  ist  in  den  Figuren  4 — 8  auf  Tafel  I  zur  Darstellung 
mid  auf  S.  490  zur  Beschreibung  gelangt,  bn  höchst  gelegenen 
dieser  Querschnitte  (Fig.  1,  nebst  Fig.  2 — 4)  prUsentiren  sich  als 
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Elanente  im  Aufbaii  der  soliden  Zahnspitze  von  auaoi  nadi  innen: 
i)  die  zarte  Haut  von  nicht  prismatischem,  aber  das  Licht  doppelt 
brediendem  Schmelz,  —  8)  eine  breite  Randsone  von  lOhrchen- 
firdl^,  grohglobulftrem  Dentin,  mit  Zahnbeinku^oln  von  cod> 
centrisch  lagen rörmigem  Aufbau,  3)  dunne  concentrische Lamellen 
von  fein  globulirtem  Dentin  mit  weillJiuftigen  Dentinröhrch e n , 
die  zum  grüssten  Theile  senkrecht  empoi-sleigen,  sich  nur  randlich 
schwach  unil)iegen,  bäum-  oder  quIHarlig  kleinste  Acslchen  abgeben 
und  als  Büschel  von  feinsten  Vei/Aveigungen  enden.  Nach  unten  zu 
(siehe  Fig.  ö  und  7)  wird  die  Ka]i|)o  von  grobglobulüreni  Dentin 
schwächer,  nur  in  den  Iteiden  diaiiietral  gegenüber  liegenden  Zahn- 
schneiden bewaiirl  dasselbe  noch  grössere  Dicke.  Im  UebrigtMi  tritt 
das  .'^ieh  ihr  nach  innen  angclagcnt  liabeiule,  feinst  glolmlirle  Uölir- 
ciiendenlin  nSlier  an  die  Peripherie  heran  und  nimmt  in  Tolge  dessen 
den  bei  weitem  grüssten  Theil  des  Zaiiiiquerschniltes  ein.  Die  sich 
ebenfalls  noch  vielfach  vGriisteliulen  Deiilinrohrchcn  steigen  noch 
immer  von  der  tiefer  liegenden  Pulpa  in  Form  eines  aussen  schwach 
divergirendi'u  lUischels  empor.  *  ' 

Die  Flamen  2  und  7  zeigen,  wie  die  Lamellen  der  Dcntingrund- 
mas>e  iiacli  innen  zu  immer  dUnner  und  die  sie  zu.sammensetzendcn 
Globuli  m  gleichem  Schritte  immer  kleiner  werden.  Gleiciizeitig  er- 
giebt  sich  aus  dem  Querschnitt  3,  Fig.  G  und  7,  dass  in  einzelnen 
Tlieilen  der  Zahnspitzc  die  Verkalkung  nicht  nur  die  gesammle  Inter- 
cellularsubstanz  betroffen  hat,  sondern  sich  bis  auf  den  bihait  der 
Rohrclienscheiden  erstrecken  kann,  welche  dann  von  liomogencr 
Kalkmasse  erfüllt  sind.  An  anderen  Stellen  des  Zahnquerschnittes 
hingegen  sind  vereinzelte  echte  Interglobularrttume  zwischen 
den  Segmenten  der  im  IJebrigen  dicht  aneinander  gepackten  Zahn- 
beinkugeln ausgespart  goljlieben  (vergl.  Fig.  8). 

Die  Spitze  des  l'ulpkegels  tritt  in  den  Zahn  ein  (Fig. 9;  S.  i98). 
Die  unleren  iländer  der  grob  globuiirten  Zahnkappe  haben  sich  voU- 
Btändig,  diejenigen  des  SchmelzbUlcdiens  zu  grüsster  Zartheit  aus- 
gedünnt, um  sich  bald  ganz  zu  verlieren.  Das  gesammte  Dentin 
besitzt  fein  g lobulare  Structur,  welche  nur  in  einzelnen  der 
diltenförmigen  Zahnlamellen  einer  etwas  gröberen  Platz  macht.  Die 
DentinrOhrc  en  stehen  jetzt  ziemlich  eng  nebmi  einander;  steil 
steigen  sie  rin    um  die  Pulpa  empor,  dann  aber  legen  sie  sich  in 
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hrcil  ringförmiger  Zone  vollkommen  Iiorizonla).  Ihre  quirl-  und 
besenreisarlige  Zertheilung  zu  diclilem  Aslwerk  verscln\  indel ,  ihr 
Verlauf  wird  glatter,  sie  gabeln  sich  spitzwinkelig.  Hierbei  fallen 
ihre  Ilaiiptgabelungen  in  die  Wachsthunisringe  von  {gröberer  Globu- 
lirung  (l'ig.  10),  worauf  sich  die  Zweige  direct  in  das  enge,  hüchsl 
regelmässige  RadiUrsystem  einordnen.  In  den  nämlichen  Kreislinien 
Nollziehen  sich  an  den  Dentinrührchen  kleine  Wellenbiegungen  mit 
gleichsinnig  gerichteter  Concavit^t  (Secundärbiegungen;  die  eine 
Groppe  der  OwENVchcn  Conturiinien). 

Ausser  durch  den  lagenweisen  Wechsel  in  der  Globularstniciur 
der  Grondmasse,  sowie  durch  gleichzeitige  Secundttrbiegangen  und 
Gabelungen  der  Rohrchen  gelangt  die  schichtweise  von  aussen  nach 
mnen  fortochreitende  Abkigerung  des  Dentins  in  concentrischen  Schnu- 
ren und  Erllnzen  von  DentinhOblen  (siehe  S.  501)  zum  Ausdruck 
(Fig.  40  und  11).  Diese  besitzen  nicht  jene  durch  glatte  halbkugelige 
Segmente  der  Globuli  erzeugte  charakteristische  Umgrenzung,  wie  sie 
denjenigen  Partien  der  Grundsubstanz  zukommt,  die  zwischen  den 
Zahnbeinkugcln  unverkalkt  geblieben  sind,  also  wie  die  echten  Inter^ 
globttlanHume,  sondern  haben  unregelmässig  zerspratzte  zadlagß  Um- 
risse,  sind  durch  Anslttufer  zu  continuirlichen  Krttnzen  oder  schwam- 
mig-porösen  Hingen  verschmolzen,  welche  der  Anw achslamellirung 
folgen  (zweite  Gruppe  von  OwEN  Schen  (Conturiinien).  In  sie 
münden  die  Denlinröhiclien  ein  und  zw;ir  oft  uiit  idlniählicher  oder 
tronipetenartiger  Erweiterung,  olme  dass  ihnen  die  Zahl  und  Lage 
der  jenseits  ansti-elenden  Holuchen  zu  entsj)rechen  ptlrgl.  Wahrend 
ferner  die  Üenluuuhrclien  durch  die  dentinogenc  Sidislanz  der  echten 
Interglobularrilume  ohne  Unterbrechung  hindunhscl/itMi'  ,  ergeben 
sich  die  beschriebenen  Dentinhuiilen  der  Conturiinien  als  dirccle  Er- 
weiterungen der  Üenlinrührchen  und  als  deren  integrirender  Zubehör^). 

Die  peripherische,  also  die  hier  älteste  Lage  des  Dentins  ist 
frei  von  Dentinrührchen  und  -hohlen,  deshalb  klar,  und  erscheint, 


1)  Ch.  S.  Tomes,  Manual  of  dental  analomy.  3.  cdil.  London  1889.  S.  79 
u.  80.  —  V.  V.  FtiM  n.  Hisiologie  dor  Ziiiine,  ia:  ScBBrv's  Handbuch  der  Zaha- 
beilkunde.  I.  Wien  18DI.   S.  til  u.  Fig.  97. 

2)  Vergl.  autli :  0.  Jakki.,  Zeitsch.  d.  Deut.  geol.  Ges.  «890.  S.  96  u.  97; 
~  ferner:  W.  Upkowski,  Aast.  Anseiger  Yll.  1891.  S.  178  v.  SSO.  Siehe  auch 
C.  RteB,  ebend.  Till.  1893.  S.  669. 
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weil  hOclist  fein  globulirl,  homogoiu  Diese  klare  HolUchichl 
(Vitrodentin)  wird  nach  innen  durch  den  ttofisersten  DenUnhOhlen- 
kränz  (das  Tous'sche  granulär  layer,  die  KOrnelschichl)  gegen 
das  ROhrchendenlin  abgegrenzt;  wo  sich  in  diesem  Kranze  Locken 
finden,  verfliessen  Grundmasse  des  ROhrchendentins  und  Httllschicht 
untrennbar  in  einander.  Aussen  wird  dieselbe  hier  noch  von  den 
sich  ausdünnenden  Rttndern  des  Schmelzkäppchens  aberlagert. 

Erst  nachdmn  der  F'ulpkcgel  mit  fOTtschreitendem  Tiefenwadis^ 
Ihum  des  Zahnes  eine  beträchtliche  Erweiterung  erfiihren  und  das 
Dentin  die  Gestalt  eines  krafUgen  Kegelmantels  erhalten  liat,  beginnt 
die  Fallenbildung  m  letzterem.  Zu  dmaelben  wird  das  verkalkende 
Rohrchendentin  dadurch  veranlasst,  dass  sich  di(;  jetzt  von  Schmelz* 
bedeckung  freie,  klare  HuUscIiicht  in  regelmässigen,  auf  der 
Aiissennaciie  des  Zahnes  durch  LUngsfurchcn  gekennzeichneten  Ab- 
stünden radiUr  nach  innen  stülpt  und  auf  diese  Weise  die  Odonto- 
blastenschichl  und  die  Pulpa  einkerbt ,  so  dass  die  von  orsteror 
abgelaiici  Ion  Donlinlaiiiellen  einen  welligen  Verlauf  erhaltoii,  drr  sich 
nach  innen  /u  mehr  und  iin  hi  ausbleicht,  also  verflacht  und  schliess- 
lich nach  der  Pulpa  zu  nur  nucli  iii  Form  einer  flaelivvelli^en  Grenz- 
fliiehe  zum  Ausdrucke  liclaniit.  Durch  diese  sich  nach  innen  vor- 
schiebenden Kinstiilpuni,^ea  der  Hüllschichl  wird  zui^leich  das  bis 
dahin  einheilliclit»  liadilirsysleni  von  horizontalen  Denlinruhrclien  in 
ebens(»  \  iele  Fächer  getheilt.  deren  jeder  zwischen  zwei  biiustulpuugeu 
der  Aussenscliichl  zu  heilen  kommt. 

Je  Ii  l(  I  sich  letztere  bei  furtgesetzlem,  nach  unten  f^erichletcnj 
Wachsthum  di's  Zahnes  in  die  Pulpa  einsctneben,  in  desto  liefere 
Hadiiirfiicher  wird  dieselbe  zerschlitzt,  zu  desto  steileren  Wellen 
werden  die  Anwachslamellen  des  Dentins  ire/\vungen  und  desto  weiter 
werden  die  Dcntinfallen  nach  innen  voi>;esclioben  (Plicidiint in). 

Fig.  i  i — 14  reprilsentiren  eine  aufiingliche,  —  l'it;.  1  .'i  und  -H) 
zwei  jedesmal  etwas  weiter  forlgeschriltene  Piiaseo  des  EinstUlpungs- 
und  Fallnni.'^iprocesses  im  Zahnmanlel. 

NS'iihrend  dieses  Vorganges  vollzieht  sich  innerhalb  der  peri- 
pherixlien  iiull schiebt  eine  bedeutungsvolle  Veröndening.  Bis 
dahin  klar,  fast  homogen,  beginnen  sich  in  ihr  gleichzeitig  mit  ihrer 
Tendenz,  speichenartig  nach  innen  einzudringen,  verticale  GefUss- 
canUlc  und  Knochenkürporchen  einzustellen.    Erslcre  sleigen 
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anßlDglich  nur  in  einxelaen  der  Llngsfurcben  von  unten  her  bis  in 
das  Niveau  der  beginnenden  Faltung  (Fig.  iS  und  U);  mit  Zunahme 
der  letzteren  zdgen  sie  sich  in  immer  mehr,  zuletzt  in  allen  Furchen 
(Fig.  IS),  dann  gesellen  sich  zu  diesen  Furchencaoalen  noch  ver- 
einzelte, naher  an  der  Peripherie  der  Aussenschicht  gelegene  Verticalr 
canftle  (Fig.  20).  Mit  zanehmendem  Tiefenwachsthum  des  Zahnes 
und  damit  Hand  in  Hand  gehender  Verlängerung  der  Einstülpungen 
vvird  die  Zahl  dieser  GefilsscanAle  eine  immer  grössere  (Fig.  22); 
zugleich  laufen  von  denselben  sparsame  Canftichen  in  radiärer  Rich- 
tung aus.  Die  anfUnglich  sehr  spUrlicben,  meist  spindelförmigen 
Knoclienkörperchen  werden  immer  zahlreicher,  sie  ordnen  sich  fluidal, 
oft  als  dichte  Strähnen,  um  die  GefässcanUle  und  dringen  mit  der 
sich  einstülpenden,  ihre  fein  globulüre  Striictur  immer  mehr  ein- 
bUssenden  Grundnuisso  in  die  Medianzooe  der  Dentinfallcn  ein.  Auf 
diesii  Weise  wird  <lie  nahe  der  Zahnspilze  klare,  globulirle  Rand- 
schichl  des  DenUumantels  mit  forlschreilendcr  Tiefe  zu  einem  Knüciieii- 
gewebe,  welche»  demjenigen  der  /.ahniragenden  Haiilknoclien  sehr 
tihnlich  ist,  nlimlich  zu  Cement.  Der  Zahn  besteht  also  bereits  iu 
in  diesem  verhallnissiniissiir  hohen  Niveau  aus  zweierlei  Modificationeu 
von  Bindegewebsknuchen,  aus  Dentin  und  (A^nient. 

Dem  Dentin  selbst  ist  der  Stempel  seines  Dickenwaehslhums  und 
seines  Verkalkungsprocesso-?  auf  das  deullichste  aufgeprügt.  Dasselbe 
baut  sich  durchweg  aus  kleinsten,  dicht  aneinander  gepackten  Zahn- 
beinkUgclchen  auf,  deren  lagenweise  Anordnung  und  gleichzeitige 
Grössendifferenzon  jene  Wachslhumslamellen  erzeugen,  welche  in 
ihrem,  durr  li  die  sich  vorscluebendeu  Einstülpimt-'pn  der  Aussenschicht 
bedingten,  sleilwclligen  Verlaufe  die  t'iir/.Iiuii  Si.ulicn  nach 
innen  fortschreitenden,  durch  jene  Einsliilpungen  zur  Zerschlilzung 
der  Pulpa  fuhrenden  Ablagerungsvorganges  verktirpern  (Fig.  13 
und  16). 

Die  Richtung  des  Vollzuges  der  Verzahnung  war  vorgcsclirieben 
durch  die  Dentinfasern ,  von  denen  aus  der  dcntinogeneu  Grund- 
substanz Kalksalze  zugeführt  werden.  In  Folge  dessen  gruppiren  sich 
die  aus  dieser  Imprägnation  hervorgegangenen  Zalmbeinkügelchea 
zwischen  den  Dentinröhrchen  zu  lauter  perlschnurartigen 
Reiben  oder  Doppelreihen,  deren  Gesammtheit  in  Conformi- 
tat  mit  dem  sie  erzeugenden  Röhrchensyslem  nach  Abschluss  der 
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Verkalkung  einen  von  jeder  Pulptaaohe  auBStrahlenden  Fächer  bildet 

{Fig.  1 7). 

Die  Verkalkung  der  Grundsubslanz  wird  im  Gegensatze  zu  den 
nächst  höheren  Regtonen  des  Zahnes  mit  ihren  KrSnzen  und  Schichten 
von  Dentinhöhlen  eine  so  intensivoi  dass  weder  echte  Interglobuhir* 
rttume,  noch  Denünhdhlenschnuren  ausgespart  bleiben,  das  gesammte 
Dentin  vielmehr  eine  vollkommen  compacte  Globolarstructttr 
erhalten  hat.  Nur  an  seiner  Peripherie  stellt  sich  «n  lockereres 
Gefugo  ein,  welches  in  dnem  zuweilen  doppelten  Kranze  von  mit 
einander  verwobenen  und  verfilzten  Dentinhöhlen  seinen  Aosdradc 
(Indct.  Die  Einzelliöhlen  dieser  KOrnelschicht  stehen  auch  hier 
mit  den  in  sie  auslaufenden  DentinrOhrchen  und  deren  Verzweigun- 
gen in  oflcner  Verbindung,  wUhrend  sie  gegen  die  Aussenscbicht 
scharf  abgegrenzt  ist  (Fig.  12—16,  20  und  22). 

Wie  die  Deutiuuiasse  selbst  durch  die  Einslüljiuiiiien  der  peri- 
pherischen Cementhüile  zur  Faltung  veranlas.st  und  deren  llühren- 
systeni  in  lauter  Eiu/.elfiichor  gegliedeil  wird,  so  wird  auch  die 
Körnelschicht  als  peripherischer  Zubehör  der  letzteren  durch  jene 
Einstülpungen  zerschniUca  und  in  isolirte  Guirlanden  (Fig.  12—  14), 
etwas  weiter  unlen  im  Zahne  in  selbständige  Hufeisen  zeriei^t 
(Fig.  15,  16  u.  20),  deren  Schenkel  sich  als  beiderseitige  Randsliunie 
der  Einstülpungen  mit  Zunahme  deren  Tiefe  immer  weiter  in  die 
Falten  l)ineinziohen  und  hierbei  die  Gestaltung  von  iinocheukörper- 
chen  annehmen  (Fig.  18  und  19). 

Wenn  nun  auch  in  diesem  Abschnitte  die  Dcntinröhrchen 
ihre  engste  Gruppirung  und  ihren  glattesten  Verlauf  innerhalb  des 
Scleroccphalus/.ahnes  erreichen,  so  steigern  sich  doch  diese  Kit^en- 
schaften  bei  Weitem  nicht  bis  zu  dem  Grade,  wie  z.  B.  hei  dem 
triadischen  .Mastodonsaurus ')  oder  bei  den  rccenlen  Krhsou,  wo- 
durch selbst  das  innerhalb  des  Scierocephaluszahnes  höchst  dillerenzirle 
Dentin  noch  einen  unfertigen,  palilozoischen  Habitus  erhJilt. 

Verfolgt  man  den  Zahn  weiter  hinab  bis  zu  seiner  Ba.sis,  so 
siciit  man  den  Hau  seines  Sockels  von  einer  zwiefachen  Tendenz 
beherrscht,  welche  einerseits  auf  die  forlgesetzte  Zerschlilzung 


I)  Em.  Fmas,  UbyriQlhodootan  d«r  MhwSb.  Trias.  StuUgirl  IS89.  Taf.XVU. 
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der  Pulpa  dunh  die  Fallen  und  ihre  schliessliclic  Zerllieilunf;  in 
ein  Ye rt icalb ü n d  el  von  tinrcgelmässig  conturirlen  Ga- 
tt Sie  n,  andorsoils  mIhm-  auf  die  Assimilation  des  Dentins 
und  des  Knoclienceinontes,  also  in  Summa  auf  die  Erzeugung 
der  als  Osteodentin  hf/eichneten  Uebergangssladien,  liinzielt,  bis 
sciiliesslich  jene  i^ulpujascfu'n  in  die  Geftisscanlile  und  das  normale 
Dentin  in  die  Grundniasse  des  zahulrngenden  Cementes  Ubcrgelien '). 

Dieser  Process  vollzieht  sich  jedoch  nicht  ganz  gleiehm!is^;ig  und 
nicht  in  vollkommen  gleichem  Schritte  innerhalb  des  ganzen  Bereiches 
des  Zahnquerschnittes,  viebnehr  gewahrt  man,  dass  der  regolttr-radiäre 
Bao  des  letzteren  verloren  gegangen  ist  und  einer  DiCferenzirung  tu 
zwei  verschiedenartige  und  verschieden  grosse  Abschnitte  Platz  ge- 
madit  hat.  Der  grössere  dieser  beiden  Abschnitte  umfasst  die  Aussen- 
seite  und  die  lateralen  Flachen  des  Zahnsockels,  —  der  andere  dessen 
nach  dem  Innenrande  des  Kiefers  verlaufende  Flanke.  Das  erstge- 
nannte S^iment  besitzt  im  Allgemeinen  noch  den  gleichen  Aufbau, 
wie  er  bis  dahin  herrschte  und  an  welchem  sich  Faltendentin  und 
als  dessen  Umwallung  Gement  betheiligt.  Hierbei  macht  sich  jedoch 
die  oben  angedeutete  Tendenz  nach  Zertheilung  der  Pulpa  in 
Einzelpulpen  in  folgender  Weise  geltend:  Zuerst  schieben  sich 
die  kräftigen»  dickwandigen  Dentinfalten  immer  weiter  in  die  Pulpa 
vor,  so  dass  diese  in  immer  tiefere  Speichen  zerl^t  wird,  gleich- 
zeitig aber  verlieren  die  Falten  ihren  geradlinigen  Radittrverlauf,  der 
durch  wurmfbrmige  Krümmungen  und  beiderseitige  kurze  Ausstülpun- 
gen beeinträchtigt  wird  (Fig.  24  und  25).  Diese  Unregelmässigkeit 
wachst  nach  unten  zu,  indem  die  Falten  an  Dicke  ab-,  also  an 
Schlankheit  zunehmen  und  sich  an  ihren  Enden  knopfartig  verdicken 
oder  hakenlihnlali  umhiegen,  w{\hrend  sich  gleichzeitig  an  Huer  Basis 
stumpf  endende  Ausliiufer  vorschieben,  welche  ebenso  wie  die  mo- 
dilicirlen  FaltcnendiMi  nach  Vereinigung  streben  und  auf  die  Ab- 
schniirung  von  Thcilen  der  Pulpspeichen  zu  selbständigen  Vertical- 
canalen  gerirlit^'t  sind  (Fig.  28  und  29),  was  sie  in  einem  spiUeren 
Stadium  iiires  W;u  lislhunu'S  auch  bewirken.  AusscrdtMii  .>lfllcn  sich 
innerhalb  einzelner  der  knopfartig  vordirklen  Falleuenden  Verlical- 
can&le,  wenn  auch  von  geringem  Lumen,  ein. 


f)  Targl.  C.  Rösi  an  den  S.  617  ciUrteo  Orten. 
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Zu  noch  viel  bedeutenderer,  nlimlich  doppelter  Länge  haben 
sich  unterdessen  die  Falten  des  inedianwdrts  gerichteten  kleineren 
Querschnittsegraentcs  vorgeschoben  (Fig.  24,  2G  und  28) ,  wobei 
sich  einerseits  ihre  Dicke  belrUchllich  vermindert  und  die  plumpen 
Krümmungen  der  Fallen  zu  sclilaukeu  Bi^ngen  ausziehen,  ander- 
seits sich  neue,  ähnlich  schlanke  Falten  von  der  Peripherie  aus  ein- 
schalten. 

Jetzt  beginnen  auch  in  der  Kernmasse  des  randUch  zerschlitzten 
und  zertheilten  Pulpkegels  stabfnrinige  Knochengebilde  aus  der  Tiefe 
emporzusteigen  und  jene  verlical  zu  durchspiessen  (Fig.  28);  — 
weiter  unten  wachsen  dieselben  zu  sich  im  Querschnitte  krümmenden 
und  gabelnden  Wänden  aus,  welche  mit  den  Kopfenden  der  durch 
Biegungen  und  Querwände  zu  einem  grobmaschigen  Fachwerke  ge- 
wordenen Falten  Vereinigung  suchen  und  in  der  Basis  des  Zahnes 
auch  finden  (Fig.  31):  der  oben  einheitliche,  dann  randlidi  in  erst 
kurze  und  plumpe,  dann  immer  tiefere  und  schlankere  Speichen  g^ 
gliederte,  noch  spttter  von  unregelmSssigen  peripherudien  Abschnttrun- 
gen  betroffene  Pulpk^l  ist  an  seiner  Basis  ineinBOndel  von 
Binzelpulpen  zeilgliedert  worden,  in  welche  sich  die  Geftese 
des  Basiscementes  fortsetzen  und  sie  mit  den  GefBsscanaleB  des 
zahntragenden  Hautknochens  in  Verbindung  bringen. 

In  ziemlich  gleichem  Schritte  mit  dieser  Individualisirung 
der  Zahnkeime  vollzieht  sich  auch  der  stniclurelle  Uebergang 
des  normalen  Rohrchendentins  in  dasGement  der  Basis- 
schicht. 

In  dem  durch  seine  kürzeren,  kräftigen  Falten  gekenn- 
zeichneten Aussensogmente  des  Zahnquerschnittes  ist  die  Structur  des 
Rohrchendentins  zunächst  noch  dieselbe  wie  im  oberen  Zahntheile. 
Jede  Pulpqieiche  oder  deren  GabelungiBende  ist  von  einem  Fächer- 
systeme dicht  stehender,  gractler,  langer  DenlinrOhrdien  gekrOnt, 
welche  in  peripherische  KOmelhufeisen  auslauüen  (Fig.  24  und  25). 
Die  Schenkel  der  letzteren  ziehen  sich  in  Form  je  eines  Saumes 
kleiner,  den  KnochenkOrperchen  sehr  ähnlicher  Hohlen  bis  tief  in  die 
Falten.  Ausserdem  aber  geht  von  jeder  der  Ausbuchtungen,  welche 
die  Seitenflachen  der  Pulpspeichen  in  die  Fallen  machen  und  dadurch 
deren  wurmförmige  Krümmungen  bedingen,  ein  Idemer  selbständiger 
SecundttrCftcher  von  naturgemäss  sehr  kurzen  Rohrchen  aus  (Fig.  25). 
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Andere  in  den  Ungeren,  weit  ecblankeren  Falten  des  nach 
innen  gerichteten  Querechnittsegmentes  (Flg.  24  und  86).  Die  Filcher 
von  langen,  glatten  Röhrchen  am  Ende  der  Pulpspeichen  sind  hier 
ganz  verschwunden,  mit  ihnen  die  das  Dentin  aussen  abgrenzenden 
Hufeisen  von  Dentinhohlen,  so  dass  hier  die  Grundmasse  des  Ce- 
menles  und  des  Dentins  untrennbar  verfliessen.  Auch  in  den  Fallen 
selbst  werden  die  Dentinrfdirchen  weit  kttrzer  und  viel  weitlttuftiger, 
nehmen  gekrttounten,  geknickten,  stumpf  und  spitz  gegabelten  Yer- 
lauf  an,  senden  zahlreiche  Querilstchen  und  Yerbindungszweige  ab 
und  roUnden  nach  innen  in  die  Schüttre  von  DentinhOhlen,  die  in 
ihrer  zackigen  Gestalt  den  Knochenkörperchen  durchaus  gleichen. 

Noch  etwas  weiter  nach  der  Basis  zu  (Kig.  28,  29  und  30)  zeigt 
sich  das  Dentin  der  gesainmten  kürzeren  und  längeren  Fallen  in 
der  nämlichen  Transformation  begritTen:  ihnen  allen  fehlen  die  von 
der  Pulpa  ausstrahlenden  Fiu  hci Systeme  und  deren  Kürnelhufeisen,  — 
überall  gehl  die  scharfe  Grenze  zwischen  dein  Dentin  der  Faltenbasen 
und  der  knöchernen  Aussenschicht  verloren,  —  durchweg  sind  die 
Denlinrolu  rlion  woitliniflig,  kurz,  wellig,  geknickt,  ftstig,  —  besitzen 
also  einen  sehr  primitiven  Habitus'). 

Bei  dieser  Zergliederung  des  Pulpkegels  in  lauter  selbstündige 
Abschnitte  und  der  damit  Hand  in  Hand  gehenden  geringeren  DitTe- 
renzirung  des  Dentins  wird  zugleich  auch  die  weiter  oben  mit  der 
rOhrchenfreien  Randzone  des  Dentins  verschmelzende  HuUschicht 
von  Gementknochenmasse  in  Mitleidenschaft  gezogen.  Auch 
hierbei  oiacht  sich  der  Gegensalz  zwischen  Aussen-  und  Innenflanke 
des  Zahnsockels  geltend,  indem  sich  die  bis  dahm  immerhin  noch 
zarte  Cementschicht  auf  ersterer  zu  einer  kraftigen  Umwallnng  ver- 
dickt, um  sich  von  hier  aus  auf  den  Seitenflächen  des  Sockels  zu 
verdflnnen  und  endlich  auf  dessen  nadi  innen  gerichtetem  Rande  als 
selbständige  Lage  vollkommen  verloren  zu  gehen. 

In  dem  grosseren,  mit  kurzen,  kraftigen  Falten  aus- 
gestatteten Anssensegmente  des  Zahnes  (Fig.  S4  und  S5)  nimmt  die 
GementhttUe  gleichzeitig  mit  ihrer  Verdickung  inomer  zahlreichere 
vertioale  Gefllsscanale  auf,  —  coneentrische  oder  fluidale  Strähnen 
von  spindelßlrmigNi  und  zadk%-spratzigen  KnochenkOrperdien  um- 


I)  Vergl.  0.  JiUL,  N.  Jahrb.  f.  Min.,  Geol.  u.  Pal.  4  891.  I.  S.  193. 
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»eheo  dieselben,  —  RadiürHstchen  laufen  von  den  GefllsscaDalen  aus 
und  treten  mit  den  Knochenkürperchen  in  Verbindung.  Auch  die 
sich  durch  die  Kerben  zwischen  den  Kfirnelguiriauden  des  Deatins 
in  die  Medianzone  der  Falten  einschiebende  ^rundmaase  des  peri- 
pherischen Gementes  enthalt  aaUreiche,  a.  Tb.  grosse  KnocheiH 
kOrperchen. 

Spttler  (Fig.  28  und  S9)  busat  jedoch  die  flnssere  Gemenlachicbk 
ihre  bisher  scharfe,  durch  die  KOmelhufeisen  markirte  Grenze  gänz- 
lich ein  und  b^nnt  sich  mit  dem  Dentin  zu  verflossen.  Binaehie 
ihrer  Verticalcanttle  rücken  bis  tief  in  die  Faltenbaaen,  dra  dadurch 
ihres  festen  compacten  Gefiiges  verlustig  gehen.  Die  von  ihnen  aua- 
laufenden medianen  Gementzonen  nehmen  an  Breite  zu«  zugleich  treten 
ihre  KnocbenkOrperchen  mit  den  Dentinhohlen  der  angrenzenden  Den- 
tinlagen ond  durch  deren  DentinrOhrchen  mit  der  Pulpa  in  Gommunica- 
tion.  In  dem  centralwHrta  gerichteten  Drittel  der  Radiarfalten  vereinigen 
sich  die  bis  dahin  getrennten  beiden  DentinhOhlenreihen  mit  der  zwi- 
schen ihnen  gelegenen  KnochenkOrperchenschnur  zu  einer  eiobeitlichen 
Reihe.  Gleichzeitig  werden  im  peripherischen  Knochengewebe  die  voo 
den  Verticalcanttlen  ausstrahlenden  Rohrchen  reichlicher  und  tanger, 
verzweigen  sidi,  senden  kurze  Qoerflstchen  aus  und  gestalten  sich 
dadurch  den  in  den  Falten  jetzt  ebenfalls  weiiläultiger  und  kürzer 
werdenden  DentinrOhrchen  im  höchsten  Grade  ahnlkih.  ROhrchen- 
denUn  und  peripherische  Ceroenlknochenachicht  sind  sidi  auf  diese 
Weise  in  ihrer  Structur  gegenseitig  sehr  nahe  gerückt.  In  gleichem 
Schritte  mit  dieser  Assimilation  hat,  wie  gesagt,  die  Schürfe  der  Ab- 
grenzung der  Umwallungsschicht  von  Cement  gegen  das  Dentin  in 
dem  Maasse  abgenommen,  dasa  hier  ehie  Trranung  beider  innig  mit 
einander  verflOsster  Modiflcationen  kaum  mehr  mOglich  ist. 

Noch  energischer  hat  sich  dieser  Process  in  dem  nadi  dem 
Innenrande  des  Kiefers  hinabsteigenden,  mit  langen,  schlank  ge- 
streckten Falten  versebenen  Zaiinsegmente  vollzogen  (Fig.  ^4, 
S6,  28  ond  30).  Hier  ist  das  peripherische  Knochengewebe  so  vol^ 
kommen  mit  dem  Dentin  der  Zahnbaaen  verOOsst,  dasa  von  einer 
Selbständigkeit  beider  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann.  Die  Knochen- 
körperehenkränze  um  die  Verticalcanale  ziehen  sich  schweifartig  bis 
lief  in  die  Mediaozonen  der  Falten  hinein,  —  Faltenbason  und  Ce- 
ment sind  zu  einem  von  GeiUsscanUlen  durchzogenen,  lückenhaften 
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Hantel  verschmolzen,  dorch  dessen  Ulcken  jetzt  auch  von  aoasen, 
nttmlich  von  der  Ganmenseile  her,  Gefttsae  eintreten. 

Wird  endlieh  die  Pulpa  an  der  Basis  des  Zahnkegels  vollkommen 
von  einem  grobmaschigen  Fachwerke  von  Wttnden  durch- 
setzt (Fig.  31,  32,  33  und  3i)  nnd  hat  der  Zahnraantel  aehie  Conli- 
nuitat  ganz  emgebusst,  so  zeigt  sich,  dass  hier  die  DentinrOhrchen 
noch  mehr  an  Ztihl,  Schlankheil  und  Länge  abgenommen  haben  und 
ihrer  gesetziniissigen  Stellung  nnd  Grupprrung  ganz  verlustig  gegangen 
sind ,  —  dasR  ferner  die  klare  (]ementknochengnindmasse  Uberall 
Vüllkoiiinien  in  den  Vordergrund  getreten  und  noch  reicher  an 
Knüclienkür|>erchen  geworden  ist,  welche  die  grossen  (Inu.ile  coii- 
forra  deren  unregelinüssigen  (louluren  umkriinzen.  An  Stelle  des 
nornuden  R<)hrrhendentins  ist  Ostcodentin  getreten,  welches  durch 
die  iiasisschichl  des  Zahnes  in  die  Knochenmasse  des  Kiefers 
übergeht. 

Zeigt  sich  nun  ferner  an  Sleinkernen  von  Goflissranlilen  des 
Kiefer.>  und  von  ilun  durch  Vermittlung  des  Cenienles  aufsitzenden 
Zahnpulpen ,  dass  die  horizontalen  (Haver.sisrhen)  Geftisscanüle  des 
ersteren  sich  vernuttelsl  der  wurnifüruiigen  Caniilclien  des  Cenientes 
in  die  Pnlpspcichcn  fortsetzen,  indem  ihre  sich  verästelnden,  krüm- 
menden und  anastomosirendon  Zweige  entweder  direct  oder  durch 
das  Zwischenniittel  grösserer  Lacimen  (Textfig.  3 ,  S,  529)  in  den 
Zalmsockel  emporsteigen  und  in  die  basalen  Maschen  der  Pulpa  aus- 
laufen, so  ergeben  sich  die  Kieferzühne  von  Sc!  e  roce  ph  a  I  us 
als  directe  conische  FortsUtze  der  zahntragendeo  ma- 
xillaren  Hautknochen. 

Zugleich  aber  erweist  sich  jeder  derselben  als  polysynlhe- 
tisch,  d.  h.  als  das  Product  der  Verschmelzung  der 
Pulpen  einer  viclzahligen  Gruppe  von  Zahnanlagen. 

In  der  Zahnspilze,  dem  phylogenetisch  jüngsten  und  onlogene- 
lisch  liltesten  Theile  des  Zahnes,  ist  diese  Concrescenz  am 
weitesten  gediehen  und  ihr  Ursprung  von  einer  Summe  von 
/alinanlagen  am  meisten  verwisclit.  Diese  Zahnspitze  besteht  des- 
halb aus  einem  Kegel  von  RObrchendentin  und  Vitrodentin  mit  Schmelz- 
kiippchen,  in  etwas  grösserer  Tiefe  aus  dem  Dentinnuinlel  mit  ein- 
heitlicher Pulpa.  Weiter  hinab  beginnt  sich  die  ursprüngliche  Viel/;«!il 
der  Anlage  durch  die  Gliederung  der  Pulpa  zu  Eiozelpulpen  vennillelsl 
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symnielrisch  aufgebauter  Radiärwiinde,  den  Denlinfalten«  bemerklich  zu 
machen  (Plicidentin).  Jeder  dieser  Pulpabwhoitte  hat  aDfÜDglich 
noch  eine  sehr  geringe  Selbständigkeit,  —  immer  aber  erinnern  die 
DentinrOhrchea  in  ihrer  radialen  Ausstrahlung  von  jedem  derselben 
an  ihr  AbbangigkeitsverhttUniss  von  Binzelpulpen.  Durch  tieferes 
Bindringen  der  Denlinfalten  trennen  sich  lelitere  immer  Schürfer  von 
emander  ab,  zugleich  schiebt  sich  die  weiter  oben  nur  peripherische 
Httllschicht  von  Gement  als  Trennungswand  je  zweier  Pulpen,  ihres 
ROhrchendentittS  und  ihrer  Systeme  von  Anwachslamellm  und  Robr- 
cbenfttchem  zwischen  diese,  —  theüt  sich  also  jedem  AbschniUe  als 
Hollschidit  zu.  Eine  weitere  Zerlegung  dieser  Pulpspeichen  kündigt 
sich  durch  wurmfiSrmige  Krümmungen,  hakenförmige  Umbiegungen 
und  seilliche  Ausstülpungen  jeder  Falte  an.  Dieselben  verralhen  die 
Individualitnt  ihres  Ursprunges  durch  Secundttrfilcher  von  Dentinrtdir- 
chen,  deren  jeder  einem  der  mit  einander  verschmelzenden  Zahn- 
keime entstammt.  Endlich  gliedert  ein  Hasebenwerk  von  Yertical- 
,  wanden  die  Pulpspeicben  in  lauter  selbständige,  den  ursprünglichen 
Zahnanlagen  am  nächsten  kommende  Abschnitte.  In  jeden  derselben 
verlaufen  vom  Kiefer  aus  die  ihn  nährenden  BlutgefUsse.  Die  näm- 
lichen phylogenetischen  Reminiseenzen  wiederholen  sich  m  der  Strup- 
tur  des  Dentins,  welches  nach  der  Zahnbasis  zu  eine  sehr  primitive 
Form  annimmt:  die  von  den  Pulpabschnitten  aasstrahlenden  DentiU" 
röhrchen  werden  sparsamer  und  ordnungüloser,  —  KnochenkOrperw 
eben  stellen  sich  rechlicher  ein  (Osteodentin),  —  die  Zahn- 
substanz geht  durch  Vermittlung  des  Basiscementes  in  das  Gewebe 
des  zahntragenden  Hautknochens  Uber.  Aus  der  nach  der  Zahnspitze 
zu  sich  vervollkommnenden  Verschmelzung  der  Pulpen,  mit  welcher 
die  Herausbildung  htfher  differensirten,  normalen  Rohrchendentins  aus 
dem  prkaitiven  Dentin  der  ursprünglichen  Bhizelpulpen  (dem  Osteo- 
dentin) Hand  in  Hand  ging,  resultiren  die  Kieferzahne  von  Sclero- 
cephalus,  ebenso  wie  die  Entstehung  der  Cementzahnleiste  aus  der 
Verschmelzung  primitiver  Zabnplatten  abzuleiten  ist. 

Das  Studium  der  Zähne  von  Scleroceplialus  beweist  somit,  dass 
jeder  grössere,  wenn  auch  bloss  einspitzige  Zahn  der  iTvierfassler, 
und  damit  allijernoin  der  liühcren  Wirbelthiere,  nicht  ein  urs[)rUngUches, 
sondern  ein  phylogenetisch  erworbenes  Gebilde  darstellt'). 

I)  W.  KüKEMTHAL  bat  Wiederholt  (Anal.  Aas.  VI.  4 SSI.  S.  36S;  Blolog. 
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6.  DIo  Gftomensftliiie  ▼on  Selerooeplialiu 
und  ihre  VerknOpfimg  mit  den  OanmenknooheiL 

Homologien. 

Don  ursprünglichen  Anlagen  «miics  polysynlhetisclien  Kieferzalines 
stehen  die  Zahnspitzen  des  Vomers  und  der  Pterygoidea  jeizi  noch  am 
DächsteD.  Sie  besitzen  gegenüber  den  bis  1 5  mm  hohen  Kieferzähnen 

Centnilbl.  XII.  I8»t.  8.  40S;  Jen.  Z«itwhr.  f.  Natnrw.  XXYI.  N.  F.  XIX.  189S. 
S.  478)  die  Auieht  «Qiv«i|>roeben,  «dast  die  AtMbUdang  d«r  ZIhne  faiaerinlb  der 
geninroteii  Wirbelthierreibe  in  ersU^r  Linie  aur  Verschmelzung  von  EinzelzSihnen 

zuriickzurühren«  sei,  dass  namentlich  »die  BackzUhno  der  Si'rigethiere  aufzufassen 
seien  als  entstanden  durch  gruppenweise  verschmolzene,  ursprüngliche,  coniscbe 
ReptiliMiillMiie«. 

C.R08B  ftthrte  (Anat.Anz.m  1891.  S.  83t)  die  Zabnplatten  fewisser  Fieebe, 

so  von  Ceralodus,  Heplanchus,  Myliobatis,  Rbinopterus  und  Ceslnii  iiu ,  nuf  die 
Yerwachsunj;  vieler  rühn-nrörmitcer  EinzelzUhne  zurück.  Ebenso  t'rl)raclile  er  den 
entwicklungsgc^chichtliclicD  Nachweis  (ebond.  VIll.  1893.  S.  570),  dass  die  Ent- 
stehung der  aiebrüpitzigeu  Molaren  von  Chamäleon  »ontogenetisch  durch  Ver- 
waebmog  von  lypbcben,  adiinelsbedeeliten  Zlhneben  erfolgt«.  An  dieae  Beobaeh- 
tungen  kaSpft  er  die  Seblusafolgerang,  da«  »sieb  abnlicbe  Ersdi^nungen  bei  den 
höheren  Vertebralen  wiederholen  können«  und  dass  nauch  die  Molaren  der  SSoger 
durch  Vcrwarhsuns;  mehrerer  cinspitzigor  ZUhne  cntsljindon  sitxlK 

Bei  beiden  Autoren  handelt  es  sich  also  um  Zahnplatlen  mit  zahlreichen, 
lang  rdbrenfBnnigen  Palpen ,  sowie  um  mebrspitzige  oder  mebrbtfckerige  ZSbne, 
deren  Binfebnlegen  sieb  in  der  greeaen  Zabt  ibrer  nodi  «elbsllndigen  Pulpen  oder 
in  der  Gliederung  ibrer  Spitze  oder  Krone  wiedorspiogehi.  Atiders  bei  den  ZUhnen 
von  Sclerocephalus.  Hier  wird  ein  ein>ipi!7it,'er,  in  sciiieiii  Spitzentheile  voll- 
kommen einheitlicher  Zahn  mit  hier  ebenTalls  einheitlicher  Pulpa,  welcher  deshalb 
bisher  als  primitives  Gebilde  aafgefasst  wurde,  aus  der  VerschnieUung  einer  viel- 
iShligen  Gruppe  von  Btoielanlagen  abgeieilel,  deren  jede  einem  Soboppoi-  oder 
GaumenXlbncben  bomolog  ist. 

In  den  Zähnen  von  Sclerorepliriln<;  i^t  ungefähr  der  Vorgang  vcrwirklit  tit,  an 
wclclicm  C.  Hose  die  Möglichkeit  der  Enlslciiung  zusammengesetzter  Ziilin»;  bei  den 
huhercn  Yertcbniten  theoretisch  illustrirt,  indem  er  1.  c.  S.  574  sagt:  »Stellt  man  sich 
Tor^  daaa  bei  den  einander  sebr  nabe  gerOekten  Zabnanlegen  der  Zahnplelten  von 
Spelerpes  das  Sebmebepitbel  mebrerer  benacbbarler  Zlhneben  mit  einander 
verwSdist  und  sodann  noch  eine  Zeitlang  fortbesteht,  dann  würden  die  ZShnchen 
schon  in  ihrer  Dentin^ubstanz  mit  einander  verwachsen  und  nicht  nur  mit  ihren 
Cemenlsockeln.    Wir  erhielten  dann  zusammengepresste  Zähne.« 

Nadi  unsven  obigen  Darlegungen  sind  die  Ton  Kflsnimui.  und  Rttsn  als 
ursprOngliebe  Blemenle  der  Molaren  in  Ansprach  genommenen  »oonlsehen  R^tUUen- 
zSbno«  und  »einspitzigon  Zahne«  selbst  keine  primitiven,  sondern  vielmelir  poly- 
synthetische  Gebilde.   Erst  aus  der  Verscbmeizung  solcher  wärden  nach  den 
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Dur  mimmale,  kaum  i — 4,5  mm  erreichende  LSoge,  sind  einfache 
Dealinhohlkegel  mit  dttnoem  Hantel  und  grosser  Pulpa  und  bilden 
auf  den  Gaumenknochen  weiüauftige  oder  dichte  Hecheln. 

In  die  Pulpa  jedes  dieser  Zllhnchen  senkt  sich  von  dem  dichten 
horizontalen  Canalsyslem  der  sie  tragenden  KnodieDlameUe  ein  zartes 
Aestchen  (siebe  Text6gur  4)  oder  eine  Gruppe  von  solchen.  In 


Fig.  5. 


Vig.  4  ■><  ft.  Vtdi  AuhvgVB«  dir  BiiMfenBUM  arkaltn  gtUMm  Sttlaktva«  «m  OMktoa  4m  ktrt« 

sontaleD  0*fUu]r«t«ni»>  dvr  Oiiaro«n1in<>chcB  (A).  —  dw  tob  mtcran  stell  eaok  mtoa  abiwsigCBdon  AnatclitK 
(a),  —  and  tob  ?al|i«B  d«T  OHncat&ka«  {f),   F«n«  U»  OitMdtnlin*  (ÜaMin>)  Mklckt  ig\  »nf  dir  ÜMmO" 
flitk*  dM  Tmmm,  Miiit  dtr  Dmltaktfil  HiimmiIImIhm 

letzterem  Falle  convergiren  dieselben  nach  unten,  treten  durch  feine 
Querttstchen  in  Verbindung  (sidie  Teztfigur  5)  und  vereinen  sich 
schliesilich  zu  einer  Lacune,  welche  sich  kegeUttrmig  in  den  Dentin- 
mantel dieser  ursprünglichsten  Ztfbne  als  Pulpa  fortsetzt. 

Wird  die  soeben  geschilderte  und  abgebildete  Verknüpfung  der 
Pulpa  mit  dem  Canalsystem  der  Gaumenknochen  durch  die  Stetn- 
kerne  dieser  Geßkssgnippen  (vergl.  S.  483)  nach  Auslaugung  der 
Knocheninasse  als  körperliches  Bild  vor  Augen  geführt,  so  gelang  es 
doch  auch,  durch  die  Vomensahnchen  selbst  Längs-  und  Querschliffe 
zü  erzielen,  in  welchen  deren  innere  Struclur  schJlrfst  oiliaUnn  zu 
Tage  tritt.  Iis  war  dies  uu  einer  sulchen  Siclle  niuylicli .  wo  der 
Voiner  mit  seiner  Gaumenflache  dem  Kalk:>lein  aulla;^.  .m»  dass  die 
ihr  aufsitzenden  ZhhnclKMi  in  der  Gesteinsmasse  siecken  und  von  ihr 
vor  der  Vernichtung  dur(  Ii  die  SickerwJisser  geschützt  wurden.  Dünn- 
schliffe nahe  und  parallel  der  Voracrgaumenflüche  ergaben  deshalb 
innerhalb  einer  Flache  von  Kalksleinmasse  ganze  Gruppen  von 

fenaiuitaii  Antorm  die  TtelqiilsigBii  oder  mehrblkkerigen  ZUme  der  liVberen 

Wirbelthicro  entstehen  und  dann  je  einen  Coniplex  von  polyeyntfaetiselieii 
Zühoeo  (polyiyolbelisobe  Zlbne  zweiter  Ordoung)  vorsleUen. 
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Quei-schuiüen  durch  die  Hecliclzahnchen.  Ueber  deren  inneren  üau 
liess  sich  Folgendes  feststellen  (vergl.  Taf.  IV,  Fig.  37 — 41): 

Die  Vouier-  (und  wohl  auch  die  Pterygoid-)  ZUhnc  hen  von  Sclero- 
cephalus  sind  coniscli  mit  scharf  ausgezogener,  sciivvacli  nach  hinten 
gebogener  Spitze  (Fig.  37)  und  von  kreisrundem  Querschnitt,  um- 
schhessen  einen  betiiichtUch  stumpferen  Pulpkegel  und  besitzea  des- 
halb eine  ziemhch  lang«;  solide  Spitze,  die  nach  dem  Sockel  su  mit 
zunelimender  Dicke  der  Pulpa  in  einen  sich  immer  mehr  verdünnen- 
den Itentinmantel  ausläuft.  Dieser  breitet  sich  an  der  Basis  des 
Zahnes  aus  und  verschmilzt  mit  seinen  Nachbarn  zu  dem  Osteodentin- 
uberzug  des  Vomers  (siebe  S.  485).  Das  oberste  Viertel  der  Zilhne 
ist  von  einem  dOnnen  Schmelzhttutchen  bedeckt,  dessen  Substanz 
keine  prismatische  Structar  besitzt,  sondern  vollkommen  homogen  er- 
scheint, aber  lebhafte  Doppelbrechung  aufweist  und  somit  dem  Schmelz 
der  Kieferzühne  (S.  535)  durchaus  gleicht 

Die  solide  Zahnspitze  besteht  aus  klarer,  gkkbulirter  Dentin- 
grundmasse mit  enger  concentrischer  Anwachslamellirung,  welche 
durch  dUnn  lagenweisen  Wechsel  feinster  und  etwas  gröberer  Glo- 
buUrung  erzeugt  wird,  womit  eine  grossere  oder  geringere  Helligkeit 
dieser  Einzellamellen  Hand  in  Hand  geht.  An  der  Zahnperipherie 
werden  die  Zahnbeinkugeln  am  grOssten,  zeigen  oft  den  S.  491  be- 
schri(>benen  schaligen  Aufbau  und  sind  durch  die  Uussersten  dieser 
Sclialen  innig  verschmolzen. 

Weiter  unten,  nachdem  die  Pulpa  in  den  Zahn  eingetreten  i.sl, 
werden  die  Globuli  gleichmttssig  feiuer,  wodurch  die  Lamellarslructur 
fast  verloren  geht. 

Die  Dentinrührchen  besitz«  n  luauentlich  nach  dem  Zahn- 
sockel zu  (Fig.  37  und  41)  einen  durchaus  priiiiitiveu  Habitus,  der 
sich  durch  ihre  weitUluftige  Stellung,  ihre  verhiillnissuiiissige  Kürze, 
ihren  geknickten,  gekrümmten  Verlauf,  ihre  quirlartigeu  Verzweigun- 
gen (ähnlich  Fig.  2,  Taf.  I)  und  ihre  BeGederung  mit  QuerSistchen 
verraih.  In  der  Zahnspitze  stellen  sich  dieselben  enger  und  regel- 
mUssiger.  Für  sie  alle  ist  charakteristisch,  dass  sie  sich  in  feinste, 
besenreisartige  Büschel  zu  zertheilen  pfiegon,  mit  welchen  sie  in  der 
peripherischen  Zone  der  Denlingrundmasse  austOnen. 

Die  DentinrKhrchen  steigen  in  Form  eines  Federbusches  in  die 
solide  Zahnspitze  steil  hinan,  biegen  sich  dann  flacher  und  verlaufen 
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im  Dentinmanlcl  der  Pulpa  fast  horizontal  (Fig.  37).  Selbst  noch  am 
untersten  Sockelrandc  ergiebl  sich  ilnc  Uichlung  als  eine  einheit- 
liche, radiür  von  der  Pulpa  ausstralilende ,  —  es  fehlt  jede  Spur 
von  tiiciicrai  ligoi  Giiippirung,  hodingl  durch  faltige  Zerschlitzuiig  der 
Pulpa,  diese  repriiscnlirt  vielmehr  eine  !}jtisclie  I'jn/.olanlage.  Die 
Grenzflache  der  Pulpa  gegen  das  Dentin  verlauft  nicht  glatt,  sondern 
namentlich  an  der  Zahnbasis  buchtig-korbig.  Die  von  ihr  ausgehen- 
den Dentinrührcheu  erreichen  nie  die  Peripherie  des  Zahnes,  lassen 
vielmehr  stets  eine  dann  vollkommen  klare  Randzone  der  Grund- 
masse ruhrchenfrei.  Doch  ist  die  Länge  der  Dontinröhrclien  eine 
sehr  uuregelmassige  und  deshalb  die  Breite  der  klaren  Randzone  eine 
rasch  wechselnde,  zackig  aus-  und  einspringende  (Fig.  41). 

Sehr  kleine  Dentinhöhlen  von  spratziger  Gestalt  mit  feinsten 
kurzen  Ausläufern  und  dadurch  sehr  den  Knochenkürperchen  ahnlich, 
liegen  in  der  Grundmasse  der  soliden  Spitze  zwar  ziemlich  zahlreich, 
aber  isolirl  (Fig.  38).  Auch  innerhalb  des  Dentinmanlels  der  l'ulpa 
bilden  sie  nie  eine  geschlossene  Körnellage  wie  bei  den  Kiefer- 
zahnen (S.  Ü02),  sondern  nur  kürzere  oder  längere  Segmente  von 
Kreishnien  (Fig.  41).  In  sie  münden  die  Innigsten  Dentinrührchen  ein 
oder  bilden  vielmehr  deren  nach  der  Pulpa  gerichtete  Auslaufer, 
Nach  ihrer  Gestalt  sind  sie  von  Knocheukörperchen  durchaus  nicht 
zu  unterscheiden,  dürften  thatjsachlich  auch  solche  repra.sentiren  und 
sich  bei  der  Bildung  des  Zahnbeines  betheiligt  haben,  welches  dann 
als  Osteodentin  zu  bezeichnen  wäre.  Die  Structur  dieser  Hechel- 
xahnchen  hat  sich  ia  der  basalea  Sockelpartie  der  gefalteten  Kiefer* 
zahne  erhalten. 

Durch  die  Basis  dieser  Gaumenzähiichen  geführte  Quen»chnitle 
zeigten,  dass  hier  eine  Anzahl  horizontaler  Radiarcanale  den 
Dentinmantel  durchqueren,  vermittelst  welcher  die  Pulpa  mit  den 
Geweben  auf  der  Oberfläche  der  Gaumenknochen  communicirt  hat. 
Die  gleiche  Erscheinung  wurde  an  dod  Schuppenzuhnchen  von  Ga- 
noiden,  so  von  Dapedius,  IMacropoma  und  Tetragonolepis,  neuerdings 
auch  von  Lepidosteus  beobachtet  (Klaatscb,  I.e.  S.  131  und  Si9). 
Bei  den  aus  der  Verschmelzung  derartiger  Anlagen  hervorgegangenen 
gefiüteten  Kieferzahnen  von  Sclerooephalus  haben  sich  dieaen  Radittr- 
canlllen  entsprechende  Conununicattonsüflfnungen  an  den  gaumenwftrtg 
gerichteten  Pulpspeichen  erhalten  (S.  488  und  619). 
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Haben  sich  die  Dcckknochcn  des  Sclcrocephalus- 
scbildels  durch  die  Gleicluutigkeit  ihres  histologi- 
schen Au  fl)  au  es  als  vollkommene  Honioluga  der  Ga- 
tt o  i  d  s  c  h  u  p  p  e  n  erwiesen,  so  gilt  das  N  ihn  1  i  c  h  c  von  den 
Hechelzähnen  der  Gaurn  e  n k n  u c  h  e n  jenes  Stegoceplia- 
len  und  den  ZUhnchcn  der  G  an  o  i  <i  sc  Ii  u  p  p  e  n :  beide  sind 
spilzconische ,  mit  einem  zarten  Schmelzkiippchen  und  grosser  Pulpa 
versehene  Deniinkegel,  deren  basale  Ausbreitungen  zu  jener,  sonst 
als  Ganoin  bezeichneten  Lage  einer  Dentinmodification  verschmolzen 
«od,  welche  den  durch  ein  dichtes,  horizontales  Ganalsystem  au5- 
gfiBeichneten  üautknochen  Überzieht. 

Aus  der  Concrescenz  der  Anlagen  solcher  arsprüng- 
liebsten  Ztthne  sind  die  demnach  polysynthetischen 
Faltenztthne  der  Kiefer  von  Sclerocephalus,  —  aus 
der  Verschmelzung  ihrer  Basen  die  Cementleisten  der 
letzteren  abzuleiten. 
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TAFELN. 


Erklärung  der  auf  Tafel  1  bis  IV  augewandten 
Baclistabensymbole. 

S  SS  Schaidt. 
D  =  Dentin. 

Dr  =  Dentinröhrrlifln. 

oiv  ^  OwKN  Sche  C.onturlinieti  (Secnndiirhiegiingen  der  Dciitiiirührclien,  Kränze 
TOD  Denlinhöhien  und  Gabelungen  der  Röhrchen). 
h  BS  Hauptflcbeisysteme, 
$  B  SeeuadSrndiersysteme  von  DenUnröhrdien. 

Df  B  Dentin  mit  I^mellarstrüctur. 
Dg  =  Dciilin  mit  Globnlarslmclur. 

J  SS  Interglobularrüume. 
Dk  *=B  Dentinhöhlen. 

Dkk  =  DeoUnhÖhleDkilnze  ^rodlagen,  granulär  layers). 
Mg  =  DentinbOhlengairtanden. 

VD  sa  Yilrodentin. 
PD  =  Pliridonlin. 

OD  =  Csteodcntia  (umfassend  .ilie  Ucbcrgangsstadien  vom  Dentin  bis  zum  Knochen). 
00fr  =  Osteodentin  des  banalen  Fachwerkes. 
C  Cement« 

kk  SB  KnochenkOrperehen, 

r  =s  GeHsscaniilc, 
he  s=  Eintrittsstellen  horisontaler  Gerässcanttle  von  der  GaumenflSehe 

auä. 

f  SS  Anssenrarehen. 

9  =  Speichenfönnige  Einstülpungen  der  peripherischen  Schicht  in  die  Dentin- 
fatten. 

P  s=  Pulpa. 

0  a=3  Theilwoificr  Ersatz  der  Odonlobiasteoschicbt  durch  Brauneisen. 
frr  a  Scheinbare  •Odootoblastenbrückent., 
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Erklftrnng  Ton  Tafel  I. 

Querschliffe  durch  Kieferzfihne  von  Sclerocephalus. 

Ftgnr  (.  Qotndiliff  darch  die  BosMiste,  solide  Za1iiU|Hlie.  YergrOaserang  115. 
Seite  490. 

Figor  S«    Die  stumpfere  ZntinschnciJc  von  Figur  f  mit  ausgezeichneter  Lamellar» 

und  Globuliirslructiir.     Vcryriisserung  r»!'>0.     Seite  i9{. 
Figar  3.    Partie  aus  der  N<ilie  der  scliürfereo  ZahiiäctiDeidc.  Vorgrüsserung  5U0. 
Seite  «91. 

Figor  4.  e  bis  c  YerzweiguQgea  und  Verlstetangen  von  DeolinritturelMn  der 
Zahnspttse,  d  und  «  sololie  im  Quenohnitte.   VergrSHoniog  lOtO. 

Seite  492. 

Figur  5  und  6.  QuersclmiUo  durch  die  noch  immer  soliden  Zalinspilzcn  von 
Nadiberdhoen,  elwas  tieler  als  Figur  I. 

Figur  6:  YergrSssamog  55,  Seite  493;  Figar  6:  VeigrSase* 
rung  65,  Seite  49  i. 

Figur  7.  Die  in  Figur  fi  mit  — —  bezeichnete  Zalinschneide  mit  Schnn  !;'.  «o- 
wie  iauieilirtom  und  globulirtem  Dentin,  in  SSOfacber  Yergrüsscrung. 
Seite  495. 

Figur  8.    Pertie  aus  der  Nähe  der  gegenfiber  liegeoden  Zahnsehneide  mit  Olo- 
^        bularstmctur  und  Inler^obolanriamen  in  559foober  YeTgrSasernng. 

Seite  496. 

Figur  9.    Tiefer  gelegener  Qner.schnilt  durch  die  Zahnspitze  nach  Eintritt  der 

Pulpa  in  dieselbe.    Sich  ausdünnendes  Schmelzhäutcben.    OwKN  scbe 

Conturiinien.  Tevgr9sserang  55.   Seite  498. 
Figur  10.  Segment  dieses  Quenduüttes  mit  De«ttnh5hlenlntn»en ,  Seeundir- 

biegungea  und  Verzweigungen  der  DentinrShrcben,  in  660&eberVer- 

grÖssernng.     Seite  499. 
Figur  lt.  Denlinhühien  mit  einmündenden  und  austretenden  Dcnliurührchen  aus 

dem  nimlichen  QuencUilTe,  in  i  lOOfacher  Vergrösserung.  SeiteSOI. 
Figor  IS.  Der  Pnipkegel  bat  sieb  erweitert,  die  FSttnng  des  Zafanmantels  be- 

ginnt.    Die  DentiorSbreiim  gnippiron  sieb  tu  selbständigen  Emxel- 

föcborn.    VwgrÜaserong  30.    Seile  593. 
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Qtter8clili£fe  durch  lUelbrzffituie  von  Sclerooephalus« 

Figur  13.  Abscbailt  des  Zabtunantels  Figur  \i;  rechts  mit  Uioweglassuog  des 
FScbenystemes  von  DeotinriflirebBn ,  um  die  globulviB  und  teiadJare 
Struotor  d«r  DantiogrttodiiMsse  war  Darslelloog  tu  bitageo.  V«r> 

grösserung  lOS.  Seite  504. 
Figur  4  4.  Abscbnilt  «les  Zahnniantels  Figur  12  (rechls  unten  .  (Jcnisscanäle  (r) 
und  Knocbenkörperciien  [kk)  treten  in  die  peripherische  Hiiliscbicbt 
•fai,  die  sich  swiscben  je  iwei  Röhreheaflolieni  speidMDßnnig  nich 
innen  stiUpt  und  diese  von  ebiander  scheidet.  TergrSsserung  56. 
Seite  505. 

Figur  15.  Uie  Faltiinf"  tlc;  Üentinrn;intels  ist  weiter  fortgeschritten.  In  der  peri- 
pbcrischcii  Uüllächicht  steigt  unter  fusl  jeder  Ausseofurcbe  ein  Canal 
empor.    Vergrösseruog  30.    Seite  60S. 

Figur  16.  Absehoilt  aus  Figur  IS»  tin  Hauptlkcber  von  DeDUorOhreben,  diese  in 
Guirianden  ▼on  DenliahÖblen  mütidend  i  i  I  IteiJor.seits  begrenzt  von 
Einsfiilpiingcn  Her  Hüllschicht.  I.amell;irc  und  globulare  StniCtur  des 
Dentins.    Vergnisserung  105.    Seite  !J06. 

Figur  (7.  Partie  aus  dem  Querschnitt  Figur  15.  Globubrstnictur  der  Grond- 
nasse  swder  FScbersyslene  von  Dentinröhrohen,  diese  getrennt  durch 
die  spefcbenlSmige  Bmstülpnng  der  HfiUachieht.  Halbscfaenntiseh. 
Vergrösserung  135.    Seite  fSOO  u.  ntO. 

Figur  18  und  19.  Dentinhöhlcn  mit  eiuinündcndcn  Dontiiirulin  hcn  Vergrösse- 
rung ttOO.  Figur  (8  Deotiaboblen  der  Kümeiguirlandeu ,  Figur  4  9 
solche  vom  Rande  der  Einstülpung  0  bi  die  llediansone  der  Fallen. 
Seite  BOS. 

Figur  10.  Die  Falten  greifen  tiefer  ein,  die  Hällschicht  mit  ihren  Hinstülpungen 
liat  die  StruclUT  des  Cementes  angenommen.  Vergntoserung  55. 
Seite  514. 

Figur  S1.  Abschnitt  einer  Falle  des  Querschnittes  Figur  SO  bi  USIbcher  Ver^ 
grSssenmg.   Die  Binstfilpuog  der  Hailsehicht  bi  die  Medianaone  der 

Fallen  enthält  Knochenkörpcrchen  (U-).  Die  Dentinröhrehen  munden 
medianw  irt'^  in  Oenlinhöhlen.     Seile  r;  I 

Figur  22.  Auf  der  nach  dem  Ausscnrande  de.s  Kiorors  gerichteten  Flanke  des 
Faltenxahnes  verstärkt  sieb  die  Höllscbicbt  vou  Gement.  Vergrösse- 
rung 65.   Seite  516. 

Figur  13.  Ungssdinitl  durch  ein  Stück  des  Zahmnantels.  TergrÜsserung  56. 
Seile  510. 
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Querschliffe  durch  Kieferzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  24.  •.•uor><  Imitl  iliirdi  (icn  Zahiisookd .  Die  nach  dem  äusseren  Kieferrande 
l^erictitele  Zdliullauke  ist  mit  kui'zeD,  plumpen  Kalten  uuü  uiil  einer 
dickan  Ceinaotochicht  varsAhaiii  das  entgegengesetzte,  oaob  dflm  Gau- 
men gewandte  Segment  entbehrt  der  letsteren;  zwfacben  den  Basen 
der  schlanken  Falten  treten  von  der  Gaumenfläche  her  horlioiilale 
GeHis'Jrnniile    he)  ein.     Vergrösscrung  ti.     Seile  5t 3. 

Figur  Sä.  Absctirtitt  aus  dem  äusseren  Segmente  des  ZahnsockelquerschlilTes 
Figur  ii.    Vergrüsserung  55.    Seile  5(4. 

Figur  16.  Absebntll  ans  dem  Gaumensegmente  des  nimllohen  QaerscfaUffeS|  in 
ggfaeber  VergrOasening.   Seite  SIS. 

Figur  17.  Theil  einer  schlanken  Falte  von  Fig.  14  mit  medianer  Cementelnslulpuog. 
Vergrüsserung  (45.    Seite  r)(9. 

Figur  18.  (Juerschnilt  durch  den  basalen  Theil  des  Zahnsockeis.  Die  Falten 
streben  nach  noch  grösserer  Zerscblitzung  der  Pulpa  und  Individuali- 
sirung  der  Binzelpalpen  der  orspriinglicheii  Zabnanlage.  GIdchzritig 
asrimiliren  sich  Dentin  und  Cement  mehr  und  mehr  m  einem  weniger 
(liiierouzirlen  Mittelgliede,  dem  Osteodentin.  VeigrÖssemng  14.  Seite 
511. 
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Erklärung  von  Tafel  IV. 

Flg.  29 — 36  Querschlifle  durch  Kieferzähne,  Fig.  37— 41  SchlUTe 
durch  Gaumenzähne  von  Sclerocephalus. 

Figur  %9  und  30.  Abschnille  aus  dorn  seilliclicn  Segmente  (Fig.  S9)  und  >\om 
Gauiiieii>egmente  (rij;.  DO)  von  Ouersclinitl  Figtir  S8,  mil  Vertlossung 
von  Dentin  uad  Ceiuent.    Vorgrütiscruog  55.    Seite  532  und  '61  i. 

Figur  ai.  QoerMlinlU  dnreb  die  Zahnlmsis.  Di«  Folp  ist  in  EinzdcaDäle  ter- 
welche  den  Zahnkelmmi  der  uraprOngiiebeii  Anlage  em  nicbsten 
kommen.   Das  Fac-hwcrk  von  Solieldewiodeii  besteht  au«  Osteodentin. 

Verf?ros<;nriinR  30.     Seile  526. 
Figur  32,  33  und  3i.    Abscbnitle  aus  Fig.  31  zur  Illu<;traUon  des  Ostoodentin» 

der  SdieidewSnde  sowie  «for  »Brücken f.  Fig.  as  in  (OBfaeher,  Fig.  33 

und  31  In  BS  lieber  Tergritaerong.   Seile  B17. 
Figur  38.  Die  Odontohl  i^lenschichl  des  Osteodentins  communicirt  durdi  Dentin- 

rölirclicn  iml  dni  KiKKliciik'irynTchi'ii.    Vcr^rosscrung  HOO.    Si«itf  .'i58. 
Figur  36.  in  der  Medianzune  der  Osteodentinwände  lltiidal  angeordnete  kaochen- 

körpereben.    Vergrösseruog  560.    Seile  517. 
Figur  37  bis  41.   Schliffe  durch  Vomerzlhne.     Fig.  37  Ungssehliir, 

Fig.  38,  39,  iO  und  41  QuersehUflb.    VergrteseruDg  <4o.  Dünnes 

.S(  liiiK  l^liäiitchen ,  solide  Spitze  von  Dentin,  sttimpfcr  Pulpkcgcl,  dio 

Dciitinruhrchen  oameuUicb  im  Zabnsockel  von  sehr  primilivetn  iiabitus. 

Seite  Vii\i. 
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